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GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 
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DROITES ET PLANS 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


1. — La géométrie descriptive a pour but l'étude des figures 
dans l’espace, en ramenant cette étude à celle des figures planes. 
Pour etfectuer cette transformation, on emploie les projections. 


2.—Définitions. — On appelle projection conique d’un point 
À sur un plan P par rapport à un centre de projection 0 (fig. 1, 
pl. 1), le point de rencontre a du plan P avec la droite OA qui 
joint le point donné au centre de projection, et qu’on appelle la 
projetante du point. 

Оп dit encore que le point a est la perspective aérienne du 
point A, en prenant comme point de vue le point 0 et comme 
plan du tableau le plan P. 

- Enfin le point a est également l'ombre portée par le point A 
sur le plan P, la source lumineuse étant le point 0 (ombre au 
flambeau). 

3. — On appelle projection oblique d’un point A sur un plan 
P parallèlement à une direction D (fig. 2, pl. D) le point de ren- 
contre @ du plan P avec une parallèle à la droite D menée par le 
point A. Cette droite Aa est comme précédemment la projetante 
du point. 

Ce mode de projection peut être considéré comme un cas par- 
ticulier du précédent, et on l’en déduit en supposant que le centre 
de projection s’éloigne indéfiniment dans la direction D, 

J. Canon. — Géom. descrip. élém. 4 
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2 NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


On appelle encore le point &, la perspective cavalière du point 
À ou Pombre du point A sur le plan P, en supposant la source 
lumineuse à l'infini dans la direction D (ombre au soleil). 

4. — Enfin on appelle projection orthogonale, ou simplement 
projection d’un point A sur un plan P (fig.3, pl. D), le pied a de 
la perpendiculaire abaissée du point À sur le plan P. 

Ce dernier mode de projection est un cas particulier du précé- 
dent, et on l’obtient en supposant que la direction D devient 
perpendiculaire au plan de projection. 

5. — D'après la définition que nous venons de donner, on 
reconnait que la projection d’un point est toujours déterminée, 
lorsque le point lui-même est donné. Il est important de remar- 
quer que la réciproque n'est pas vraie; c’est-à-dire, qu'étant 
donné en 6 la projection conique d’un point (fig. 4, pl. I), ce 
point А n’est pas déterminé. Nous savons tout simplement que le 
point A se trouve sur la projetante 9a. 

Il est donc indispensable, pour déterminer complétement le 
point A, de se donner une condition de plus. 

Par exemple, on peut se donner la distance Аа. 

Celle manière de déterminer un point de l’espace, en em- 
ployant des projections orthogonales, constitue la méthode des 
plans cotés. 

On peut encore, pour déterminer le point A, se donner une 
deuxiéme projection du point A dans un deuxiéme systéme de 
projection. On connaitra ainsi une deuxiéme projetante 0,a, du 
point, et le point de rencontre de cette droite 0,4, avec oa sera 
le point demandé A. 


6.— Remarque. — Les deux projections 44, d'un point dans 
deux systèmes différents ne sont pas arbitraires. En effet, pour 
que le point A existe, il faut que les deux projetantes 04, 0,4, 
se rencontrent, et par suite soient dans le même plan. Ainsi 
donc il existera toujours une relation entre les deux projections 
dun point dans deux systémes différents. 

Dans la suite, nous emploierons des projections orthogonales 
avec deux plans de projection rectangulaires. Pour distinguer ces 
deux plans, nous donnerons à Рип d’eux le nom de plan hori- 
zontal, et par suite à l’autre celui de plan vertical. Ces deux 
noms ne supposent pas que les plans de projection sont physi- 
quement l’un horizontal et l’autre vertical, mais on conscrve 
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quand même ces dénominations parce que dans les applications, 
Parchitecture par exemple, l’un des plans de projection est phy- 
siquement horizontal. 

Soit donc H et V (fig. 4, pl. I), nos deux plans de projec- 
tion. L’intersection de ces deux plans s’appelle la ligne de terre; 
on la représente généralement par les deux lettres xy ou LT, que 
Pon place dans l’ordre alphabétique de droite à gauche, en sup-- 
posant l’observateur debout sur le plan horizontal, et regardant 
le plan vertical. 

Étant donné alors un ensemble de points dans l’espace, nous 
les projetterons successivement sur les deux plans de projection, 
et pour obtenir finalement une seule figure plane, on est convenu 
de faire tourner le plan vertical d’un angle droit autour de la 
signe de terre, de manière à le faire coincider avec le plan hori- 
zontal. Enfin, pour déterminer le sens de cette rotation, on con- 
vient de faire coïncider la partie supérieure du plan vertical avec 
la partie postérieure du plan horizontal.En même temps, la partie 
inférieure du plan vertical vient coincider avec la partie anté- 
rieure du plan horizontal. 

Le résultat ainsi obtenu s'appelle une epure. 


LIVRE I 


REPRÉSENTATION DU POINT, DE LA DROITE, DU PLAN 


CHAPITRE PREMIER 


Г. 一 REPRÉSENTATION DU POINT. 


9. — Soit А (fig. 4, pl. I) un point quelconque de l’espace ; il se 
projette sur le plan horizontal en a et sur le plan vertical en а,. 
Si maintenant nous rabattons le plan vertical sur le plan hori- 
zontal, le point a, vient prendre la position a’, d’où il résulte 
que l’épure d'un point se compose de la ligne de terre xy (fig.5, 
pl. Г), et dans l’exemple actuel des deux points aa’, de part et 
d’autre de la ligne de terre ; & est la projection horizontale du 
point, a’ en est la projection verticale. Autrement dit on repré- 
sente les deux projections d'un point par la même lettre a, en 
accentuant la projection verticale, et dans la lecture de l’épure, 
on nomme le point (aa’). 


8. — THEOREME. — Dans toute épure, les deux projec- 
tions d’un point se trouvent sur une même perpendiculaire à 
la ligne de terre (fig. 4, pl. I). 

En effet, le plan aAa, étant mené par deux droites respective- 
ment perpendiculaires aux deux plans de projection,est lui-même 
perpendiculaire aux deux plans de projection, et par suite, il est 
également perpendiculaire à la ligne de terre. 

En appelant « le point de rencontre de xy avec le plan Aaa,, 
la ligne de terre sera alors perpendiculaire sur «4, aa, qui passent 
par son pied dans le plan Aaa,. Si maintenant nous rabattons le 
plan vertical sur le plan horizontal de manière à former l’épure, 
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la droite ديه‎ restera perpendiculaire sur ry, et viendra se placer 
suivant d'« dans le prolongement de aa (fig. 5, pl. I). 

Ainsi la droite aza’ est bien perpendiculaire sur la ligne de 
terre, on la nomme une ligne de rappel. 


9. 一 Réciproque. 一 Étant donné dans une épure deux 
points аа’ sur une même ligne de rappel, on a le droit de consi- 
dérer les deux points comme les projections d’un point unique et 
parfaitement déterminé dans l’espace (fig. & et 8, pl. D. 

Soit a le point de rencontre de aa” avec la ligne de terre; si 
nous relevons le plan vertical de manière à Гатепег à être рег- 
pendiculaire au plan horizontal, la droite X'z prend la position 
4,2, en restant perpendiculaire à la ligne de terre. 

Le plan axa, est donc perpendiculaire à la ligne de terre, et par 
suite,aux deux plans de projection. 

Les deux projetantes déterminées par les deux projections 
connues aa, sont alors contenues dans le même plan 620, et 
par suite, elles se rencontrent en un point unique et parfaitement 
déterminé А. 


Remarque. — Le théorème et sa réciproque sont vrais, 
quand même les deux plans de projection ne sont pas rectangu- 
laires. 


10. 一 THÉORÈME. — Dans toute épure, la distance de la 
projection verticale d'un point 0 la ligne de terre représente la 
distance du point au plan horizontal, et en méme temps, la dis- 
tance de la projection horizontale d'un point d la ligne de terre 
représente la distance du point de Vespace au plan vertical 
(fig. 4 et 5, pl. D. 

En effet, en supposant les deux plans de projection rectangu- 
laires, le quadrilatère Aaxa, est un rectangle, dans lequel nous 
aurons Аа =4,2= 0' et Aa, =a. Ainsi @’a représente la 
distance du point A au plan horizontal, c'est ce qu'on appelle la 
cote, de même az représente la distance du point A au plan ver- 
tical, c’est l'éloignement. 
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II. — POINTS REMARQUABLES. 


11.— 4° Tout point contenu dans le plan horizontal se projette 
verticalement sur la ligne de terre, puisque sa cote est nulle. 

12. — 2° Tout point contenu dans Je plan vertical se projette 
horizontalement sur la ligne de terre, puisque son éloignement 
est nul. 

13. — 3 Tout point contenu dans l’un des plans bissecteurs 
des dièdres formés par les deux plans de projection a ses deux 
projections à la même distance de la ligne de terre, et par suite 
symétriques par rapport à la ligne de terre, ou confondues. 

14. — &° Tout point de la ligne de terre a ses deux projections 
confondues sur la ligne de terre. 


Ш. 一 ALPHABET DU POINT. 


15.—Nous allons maintenant étudier les différents aspects que 
présente l’épure d’un point, lorsque ce point зе meut dans l’es- 
расе. Remarquonsd’abord queles deux plans de projection divisent 
l'espace en quatre angles dièdres droits. Pour plus de commo- 
dité, nous les numéroterons de la manière suivante: 4, Pangle 
dans lequel se trouve Pobservateur, c’est-à-dire au-dessus du 
plan horizontal et en avant du plan vertical; 2, l’angle adjacent 
au-dessus du plan horizontal et derrière le plan vertical; 
3, l'angle opposé à Pangle 4; enfin 4, Pangle adjacent à 4, mais 
au-dessous du plan horizontal. 

Autrement dit, nous avons numéroté les angles, en tournant 
autour de la ligne de terre dans le même sens suivant lequel 
nous avons déjà fait tourner le plan vertical pour l’appliquer sur 
le plan horizontal. 

Les plans bissecteurs divisent chacun des angles dont nous 
venons de parler, en deux nouveaux angles que nous appellerons 
en marchant dans le même sens que précédemment 11”, 22", 33’ 
et 44”. 

Rappelons enfin que d’après le sens du rabattement du plan 
vertical sur le plan horizontal, la portion qui est au-dessus de la 
ligne de terre, en lisant xy de gauche à droite, représente dans 
Pépure, la partie postérieure du plan horizontal,en mémo temps 
que la partie supérieure du plan vertical. 
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411-06550115 de la ligne de terre, nous avons la partie antérieure 
du plan horizontal ou la partie inférieure du plan vertical. 


16. — Supposons donc qu’un mobile parte du plan horizontal 
dans ja partie antérieure (fig. 6, pl. D. 

1° Sa projection verticale a’ est sur la ligne de terre. 

2° Sa projection horizontale est au-dessous de ry, puisque le 
point est dans la partie antérieure du plan horizontal. 


ANGLE 1. 一 Le point s’éléve et entre dans la subdivision 4. 

do Il est au-dessus du plan horizontal, donc sa projection ver= 
ticale est dans la partie supérieure du plan vertical, et par suite 
au-dessus de la ligne de terre. 

2° Le point est en avant du plan vertical, et alors la projection 
horizontale se trouve dans la partie antérieure du plan horizon- 
tal, c’est-à-dire au-dessous de xy. 

3° Le point est plus rapproché du plan horizontal que du plan 
vertical, donc sa cote 65/86 est plus petite que l'éloignement 68. 

Le point continuant de tourner arrive dans le premier plan 
bissecteur, ses deux projections occupent des positions analogues 
à celles du point bb’, seulement la cote est égale à l'éloignement; 
et par suite, les deux projections sont symétriques par rapport à 
la ligne de terre. 


ANGLE 1”. 一 Le point passe maintenant dans la subdivision 1“. 
La disposition générale est encore la même que dans la subdivi- 
sion 1, seulement le point étant plus rapproché du plan vertical 
que du plan horizontal, la cote est plus grande que l'éloignement, 

Arrivons alors dans la partie supérieure du plan vertical. 

1° Sa projection horizontale se trouve sur la ligne de terre. 

2 Sa projection verticale est au-dessus de la ligne de terre. 


ANGLE 2. — En continuant de tourner, nous passons dans le 
grand angle 2. 

4° Le point étant au-dessus du plan horizontal, la projection 
verticale est dans la partie supérieure du plan vertical, c’est-à- 
dire au-dessus de la ligne de terre. 

2° Lc point étant derrière le plan vertical, sa projection hori- 
zontale est dans la partie postérieure du plan borizontal, c’est- 
à-dire au-dessus de ху. Ainsi donc, les deux projections se trou- 
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vent maintenant toutes deux au-dessus de la ligne de terre. 
Le point étant d’abord dans la subdivision 2, il est plus rap- 
proché du plan vertical que du plan horizontal. Sa cote est plus 
yrande que son éloignement. 
Dans le deuxième plan bissecteur, la cote devient égale à 
l'éloignement, et alors les deux projections sont confondues. 


ANGLE 2’. — Enfin dans la subdivision 2’, la cote devient plus 
petite que l'éloignement. 

Nous voici maintenant dans la partie postérieure du plan ho- 
rizontal. 

4° La projection verticale est sur la ligne de terre. 

2 La projection horizontale est au-dessus de la ligne de térre. 


ANGLE 3. — Passons alors dans le grand angle 3. 

1° Le point étant au-dessous du plan horizontal, sa projection 
verticale est dans la partie inférieure du plan horizontal, c'est- 
à-dire au-dessous de ту. 

2° Le point étant derrière le plan vertical, sa projection hori- 
zontale est dans la partie postérieure du plan horizontal ou 
au-dessus de ху. Donc les deux projections sont de part et 
d’autre de xy, seulement la projection verticale est au-dessous 
de xy. . 

Dans la subdivision 3, la cote est plus petite que Péloigne- 
ment. Dans le premier plan bissecteur, la cote est égale à l’éloi- 
gnement; les deux projections sont donc symétriques par rapport 
à la ligne de terre. 


ANGLE 3’. — Enfin dans la subdivision 3’, la cote est plus 
grande que l'éloignement. 

Nous laisserons au lecteur le soin de continuer cette discussion 
pour l’angle 4, les résultats auxquels on doit arriver étant d’ail- 
leurs indiqués sur la figure. 


17. — Nous allons maintenant, sur un exemple quelconque, 
résoudre la question inverse, c’est-à-dire, étant donné les deux 
projections d’un point, reconnaitre dans quel angle se trouve 
le point. 

Soit le point nn’ (fig. 6, pl. D. 

1° Га projection horizontale п est au-dessus de ху dans la 


40 REPRÉSENTATION DU POINT. 


parlie postérieure du plan horizontal, donc le point est derrière 


. Île plan vertical dans les angles 2 ou 3. 


2° La projection verticale п’ est au-dessous de ху dans la 
partie inférieure du plan vertical, donc le point est au-dessous 
du plan horizontal dans les angles 3 ou 4. En résumé, le point 
est dans le grand angle 3. 

3° La cote пу est plus grande que l’éloignement nv, donc le 
point est plus rapproché du plan vertical que du plan horizontal; 
il est finalement dans la subdivision 3’. 

On fera bien d’appliquer ce même raisonnement à tous ics 
points contenus dans la figure 6, et dont l’ensemble constitue ca 
qu'on appelle l'alphabet. du point. 





CHAPITRE II 


|. — REPRESENTATION DE LA DROITE. 


18. — Définition.— On appelle projection d'une ligne, le lieu 
des projections de tous les points qui composent la ligne. Les pro- 
jetantes des différents points de la ligne forment un cône, qu’on 
appelle le cône projetant de la ligne, de telle sorte que la projec- 
tion d’une ligne n’est autre chose que la trace de son cône pro- 
jetant sur le plan de projection. Dans le cas des projections 
obliques et dans celui des projections orthogonales, le cône pro- 
jetant devient un cylindre projelant. 


19. — THÉORÈME. — La projection d’une ligne droite 
est une ligne droite. 

En effet, le cône projetant d’une droite se réduit à un plan, 
dont la trace sur le plan de projection est toujours une ligne 
droite. 

20. — Exceptions. — Dans le cas où la droite passe par le 
centre de projection, si l’on emploie des projections coniques, ' 
les projetantes des différents points de la droite coincident toutes 
avec la droite elle-même, et par suite la projection de la droite 
se réduit à un point qui est en même temps la trace de la droite 
sur le plan de projection. 

De même, toute droite parallèle à la direction suivant laquelle 
on projette dans le cas des projections obliques se projette sui- 
vant un seul point. 

Enfin, en employant des projections orthogonales, toute per - 
pendiculaire à un plan se projette sur ce plan suivant un point. 


21. — Une droite est déterminée par deux points. Ainsi les 
deux points aa’, bb’ (fig. 7, pl. D définissent une ligne droite, 
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D’après le théorème précédent, les projections de cette droite 
s'obtiendront en joignant par des lignes droites les projections de 
même nom des deux points qui la déterminent. Ainsi ab, a’b’ 
sont les deux projections de la droite. 


°° — Les deux projections d’une droite déterminent en général 
dite. En cffet, étant donné une projection d’une droite, 
ajection définit Pun des plans projetants de la droite. 
uxième projection de la droite définit un deuxième plan 
t, et alors la droite est parfaitement déterminée comme 
¡ion de ses deux plans projetants. 
monstration est en défaut dans le cas où les deux plans 
ts coïncident. 


- PROBLÈME. 一 Déterminer sur une ligne droite 
t quelconque. 
trouver sur la droite ab, a’b’ (fig. 7, pl. I) un point quel- 
il suffit de couper les deux projections de cette droite 
: ligne de rappel quelconque. Ainsi mm! est un point 
que de la droite ; en effet, les projections d’un point sont 
même ligne de rappel et par définition, tout point d’une 
projette sur les projections de la ligne. 
-Discussion. — Les deux projections de la droite n'étant 
vendiculaires à la ligne de terre, une ligne de rappel quel- 
coupera toujours ces deux projections, et on obtiendra 
tant de points que l’on voudra de la droite. 
41° Supposons maintenant que l’une des projections de la 
И perpendiculaire ala ligne de terre et l’autre quelconque, 
exemple (fig. 8, pl. 1). 
igne de rappel quelconque rencontre bien А, mais ne 
e plus A’, excepté lorsque la ligne de rappel vient coin= 
ec А’. 
ints de la droite de l’espace ne se projettent donc hori- 
rent qu’au point а, autrement dit la droite est verticale, 
verticale a. 
il est impossible à une droite d’avoir une projection 
iculaire à la ligne de terre et l’autre quelconque. 
- % Supposons que les projections de la droite soient 
eux perpendiculaires à la ligne de terre et différentes 


LD. 
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Une ligne de rappel quelconque ne coupera jamais les deux 
projections de la droite; il est donc impossible à une droite 
d’avoir ses deux projections perpendiculaires à la ligne de terre 
et différentes. 

27. — 3° Supposons enfin que les deux projections de la droite 
soient confondues suivant une perpendiculaire à la ligne de terre 
(fig. 10, pl. D. La ligne de rappel х rencontre assurément А et А’, 
puisqu'elle est confondue avec ces deux droites ; mais en se don- 
nant arbitrairement la projection horizontale du point, on ne 
peut rien dire de sa projection verticale. La droite n’est plus dé- 
terminée par ses deux projections. Il est facile de voir qu'ici les 
deux plans projetants de la droite coincident. En effet, le plan 
projetant horizontalement la droite est déterminé par A et il est 
perpendiculaire au plan horizontal, il est donc en méme temps 
perpendiculaire à la ligne de terre au point «. Le plan projetant 
verticalement la droite est également perpendiculaire a la ligne 
de terre au point «, donc ces deux plans coincident. Il est done 
indispensable de revenir au mode général de détermination de la 
droite, c’est-à-dire de s’en donner deux points aa',bb'. Les plans 
projetants de la droite, étant perpendiculaires à la ligne de terre, 
s'appellent des plans de profil. La droite est elle-même perpen- 
diculaire à la ligne de terre. 


Ц. 一 POINTS REMARQUABLES D'UNE DROITE. 


28. 一 Nous entendrons par points remarquables d'une droite, 
les quatre points de rencontre de cette droite avec les deux plans . 
de projection et les deux plans bissecteurs. 

Soit la droite AA’ (fig. 44, pl. 2). 


29. — 1° Le point de rencontre avec le plan horizontal ou la 
trace horizontale de la droite étant dans le plan horizontal se 
projette verticalement sur la ligne de terre, et en méme temps 
sur А’, soit en hk’. La ligne de rappel du point f’ nous donne en h 
la projection horizontale de la trace horizontale cherchée. Ainsi 
hh’ est la trace horizontale de la droite. 

On dit quelquefois h est la trace horizontale de la droite, 
sans nommer sa projection verticale. Cela tient à ce qu’en disant 


(trace horizontale), on sous-entend que la projection verticale esl 
sur la ligne de terre. 
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30. — 2° Le point de rencontre de la droite avec le plan ver- 
tical ou la trace verticale de la droite étant dans le plan vertical 
se projette horizontalement sur la ligne de terre et en même 
temps sur А, par conséquent en ©. Menons alors la ligne de rappel 
du point 2, et nous avons еп v’ la projection verticale de la trace 
verticale demandée ; vv’ est donc la trace verticale de la droite. 

Ici encore, au lieu de dire vv’ est la trace verticale de la droite, 
on dit v’ est la trace verticale, sans nommer la projection hori- 
zontale v, parce que Гоп sait que tout point du plan vertical se 
projette horizontalement sur la ligne de terre. 


31. 一 3° Le point de rencontre de la droite avec le premier 
plan bissecteur doit avoir ses deux projections symétriques par 
rapport à la ligne de terre. Pour l'obtenir, construisons une ligne 
symétrique de A’ par exemple, par rapport à ху soit a, elle ren- 
contre Aen m; mm’ est alors le point demandé. On aurait pu 
également construire la symétrique de A, elle aurait coupé A’ 
еп m’. 


32. — 如 Le point de rencontre de la droite avec le deuxième 
plan bissecteur a ses deux projections confondues, c’est donc le 
point mn’ donné par l'intersection des deux projections de la 
droite. 


IT. — RECONNAÎTRE LES DIFFÉRENTES RÉGIONS DE L'ES- 
PACE TRAVERSEES PAR UNE DROITE. 


33. — Nous avons dit que l’espace était divisé par les plans . 
de projection et les plans bissecteurs en huit angles dièdres. Les 
points de rencontre d’une droite avec ces quatre plans nous 
donnent donc les limites des régions traversées. 

Soit alors рр’ un point quelconque de la droite compris par 
exemple, entre les deux limites hh’, mm’; nous reconnaissons 
que ce point est dans la subdivision 4; done la portion hm, 
h'm' se trouve dans la même région. En marchant dans le sens 
hm, hím', nous arrivons en mm’ dans le premier plan bissecteur, 
nous passons donc dans la région adjacente 4’ et nous y restons 
de mm’ jusqu’ep vv’. A partir du point vv’, la droite passe der- 
rière le plan vertical dans Pangle 2 jusqu’en nn’, et enfin à par- 


REGIONS DE L’ESPACE TRAVERSEES PAR UNE DROITE. {43 


tir de ce point, nous entrons dans l’angle 2’ où nous restons jus- 
qu’à l'infini. 

Marchons maintenant sur la droite, dans une direction opposée 
à la première et toujours à partir du point pp’. Nous étions dans 
la subdivision 4; arrivés au point limite AR”, nous passons au- 
dessous du plan horizontal, et nous restons jusqu’à l'infini dans 
l’angle 4’. 

Ainsi, en marchant de gauche à droite, nous traversons suc- 
cessivement les angles 4’, 4, 4’, 2 et 2’. 


34. — Ponctuation des épures. 一 Ponctuer une épure, 
c’est indiquer le genre de trait qui convient à chaque ligne, dans 
le but de rendre la lecture de l’épure plus facile, en évitant, au- 
tant que possible, l'emploi d'un texte ou légende supplémentaire. 

Les lignes de rappel dont nous avons déjà parlé se font de 
même que toutes les lignes de construction avec des petits traits 
fins ayant environ de un à deux millimètres de longueur et dis- 
tants d'environ un demi-millimétre. 

Si par hasard on rencontrait une ligne de construction ayant 
plus d'importance que d’autres, on pourrait la tracer avec des 
traits mixtes composés alternativement de petits traits et de 
points ou avec toute autre combinaison de grands traits, petits 
traits et points. 

Tous les traits dont nous venons de parler se font sans distinc- 
tion à l’encre rouge lorsqu’on veut employer cette encre. Dans 
tous les cas, les commençants se trouveront très-bien d'employer 
uniquement l’encre de Chine pour s’exercer à l’art du trait. 

Passons maintenant aux lignes faisant partie de l’objet que l’on 
représente, toutes ces lignes se font en traits pleins lorsqu’elles 
sont vues et en petits points lorsqu'elles sont cachées. 


Règle pour distinguer les parties vues des parties 
cachées. — À ce sujet, voici la règle à suivre pour établir la 
distinction entre les parties vues et cachées. 

Soit M un point appartenant à un système, 0 la position dé 
Рей de Pobservateur, OM est alors le rayon visuel qui passe par 
le point donné. Cette droite OM rencontre l’objet que l’on veut 
représenter en différents points échelonnés sur la droite OM 

De tous ces points, celui qui est le plus rapproché de l’œil est 
le seul vu, et il cache tous les autres. 
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Ainsi OM étant plus petit que OM,, OM,, ОМ,, etc., M est vu, 
et les points M,, M,, M,, etc., sont cachés. 

Il reste enfin les lignes enlevées que l’on marque en traits 
mixtes. Mais nous aurons plus tard l’occasion de définir ce genre 
de lignes d’une manière plus précise qu’on ne le pourrait faire ici. 


On fera bien de marquer les traits pleins avec un trait fort et 
toutes les autres lignes, petits points, traits mixtes ou de cons— 
truction avec un trait beaucoup plus fin que le premier, et le 
même pour tous ces différents traits. Il faut avoir soin aussi de 
donner à tous les traits pleins identiquement la même grosseur. 
On arrive facilement à ce résultat en se servant de deux tire- 
lignes, le premier affecté aux traits pleins, le second à tous les 
autres traits, et en évitant pendant tout le temps du travail de 
toucher aux vis des deux tire-lignes. 

Оп agira de la même manière en employant de Pencre rouge. 

Avant d'établir la ponctuation d’une épure, on devra toujours 
définir d’une façon bien précise l’objet que l’on se propose de 
représenter. 


PROBLÈME. — Par exemple, proposons-nous (fig. 44, pl. 9) 
de représenter le système formé par la droite АА’ prolongée 
indéfiniment et les deux plans de projection supposés opaques 
et prolongés aussi indéfiniment. 


35. 一 4° PONCTUATION DE LA PROJECTION HORIZONTALE. — 
Pour établir la ponctuation de la projection horizontale, on sup- 
pose l’observateur à Pinfini au-dessus du plan horizontal. Les 
rayons visuels sont donc verticaux et dirigés en montant pour 
aller de l’objet à l’œil. 

Il résulte de lá que tout point pris isolément au-dessus du 
plan horizontal est vu en projection horizontale. Au contraire, 
tout point au-dessous du plan horizontal est caché en projection 
horizontale. 

Le point considéré est précisément caché par sa projection 
horizontale. 

Or nous avons vu que la droite AA’ traversait les angles 11, 
22’ à partir du point À en marchant dans le sens hv. Donc toute 
la région hmon, jusque l'infini à droite, étant au-dessus du plan 
horizontal, est vue en projection horizontale, tandis que toute la 
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région à gauche de h est cachée, puisqu’elle est au-dessous du - 
plan horizontal. 

Remarquons que pour établir la ponctuation de la projection 
horizontale, on n’a pas à tenir compte du plan vertical, puisque 
les rayons visuels sont verticaux, et par suite ne rencontrent ja 
mais le plan vertical. 


36. 一 2° PONCTUATION DE LA PROJECTION VERTICALE. 一 
Pour établir la ponctuation de la projection verticale, on suppose 
l'observateur à l'infini en avant du plan vertical; les rayons 
v'uels sont donc perpendiculaires au plan vertical. Il résulte de 
là, que tout point pris isolément en avant du plan vertical est 
toujours vu, tandis que tous les points placés derrière le plan 
vertical sont cachés. 

Si nous appliquons cette règle à la droite AA’, nous reconnais- 
sons que la région v'm'h' jusque l’infini à gauche est vue en pro- 
jection verticale, puisqu’elle est en avant du plan vertical. Au 
contraire, toute la région à droite du point v’ est cachée en рго- 
jection verticale. 

Ici encore, on n’a pas à tenir compte du plan horizontal, 
puisque les rayons visuels ne rencontrent jamais ce plan hori- 
zontal. 

Il ne faut pas s'étonner que certaines régions de la droite 
soient vues dans une projection et cachées dans Pautre, puisque 


ces deux projections sont regardées par deux observateurs difié- 
rents. ， 


EXEMPLES DE PONCTUATION D’UNE DROITE. 


364. — Nous avons montré la ponctuation d’une droite, en 
supposant la droite illimitée, et les plans de projection opaques 
illimités. Voici quelques autres conventions qu'il peut être 
sntéressant d’étudier. 


36». — Exemple I. 一 Soit à représenter le système formé 
par la droite AA’ (fig. 179, pl. 17), illimitée, et par les plans de 
projection; le plan horizontal étant la limite d'un sol d'épais- 


seur infinie, au-dessous du plan horizontal; le plan vertical 
J. Canon. 一 Géom. descrip. élém. 2 
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étant de son côté, la limite d'un mur d'épaisseur infinie derrière 
le plan vertical. Le sol et le mur sont de même substance, ainsi 
que la droite. 

Dans ces conditions, un point ne peut être vu, dans l’une 
quelconque des deux projections, que s’il appartient à l’angle 1, 
parce que, autrement, ou bien le rayon visuel aboutissant au 
point est tout entier dans le solide, ou bien le point est déjà 
caché par l’un des plans de projection. 

Il en résulte que les régions ab, a'b' de la droite sont vues. 
Le reste de la droite est enlevé, car la droite étant de méme 
substance que le sol et le mur, elle D existe pas matériellement 
à l’intérieur du sol et du mur. On est convenu de marquer ces 
régions enlevées de la droite en traits mixtes, qui, par consé- 
quent, n’admettent pas d'autre ponctuation. 

Si la droite était de substance différente du sol et du mur, 
elle existerait matériellement à l’intérieur du sol et du mur: 
mais, dans ces deux régions, elle serait cachée. On a tenu 
compte de cette dernière hypothèse dans la figure 180, planche 17. 

La ligne de terre est, dans ces deux exemples, marquée en 
trait plein, puisqu'elle représente les deux plans de projection 
vus par la tranche. 


36.. — Exemple II. — Représenter le système formé par 
la droite AA’ (fig. 181, pl. 17), illimitée, le plan horizontal étant 
opaque, illimité, et le plan vertical transparent. 

Ici, un point quelconque de l’espace ne peut être vu en pro- 
jection horizontale que s’il est au-dessus du plan horizontal; 
d’ailleurs, en projection verticale, un point quelconque est tou- 
jours vu. 

Donc: 4° en projection horizontale, la droite est vue depuis 
le point limite a jusque l'infini à droite, au-dessus du plan 
horizontal; tandis qu’à gauche de a, elle est cachée jusque l'in- 
fini, au-dessous du plan horizontal. 

9° En projection verticale, la droite est vue tout entière. 

La ligne de terre est toujours vue, parce qu’elle représente 
1е plan horizontal vu par la tranche. 


86: 一 Exemple ПТ. 一 Représenter le système formé par 
la droite AA’ illimitée (fig. 182, pl. 17) et le plan horizontal; ce 
plan étant la limite d'un sol d'épaisseur infinie au-dessous du 
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plan horizontal. Le plan vertical est supposé transparent. 
Enfin, la droite est de même substance que le sol. 

Comme précédemment, un point ne peut être vu en projec- 
tion horizontale, que s’il est au-dessus du plan horizontal; mais 
la même condition est aussi nécessaire pour que le point soit 
vu en projection verticale, parce que, autrement, le rayon visuel 
aboutissant au point serait dans l'intérieur du sol. 

Donc : 4° en projection horizontale, la droite A est vue depuis 
a jusque l'infini à droite, tandis qu’à gauche de a elle est enle- 
vée dans l’intérieur du sol, puisque la droite et le sol sont de 
même substance. 

9° En projection verticale, la droite A’ est vue aussi depuis a’ 
jusque l'infini à droite, et enlevée à gauche de a’. 

Si l’on avait supposé la droite de substance différente du sol, 
elle serait cachée à gauche de aa’ dans les deux projections, à 
l’intérieur du sol (fig. 183, pl. 17). 

Dans ces deux exemples, la ligne de terre est marquée en 
trait plein, parce qu’elle représente le plan horizontal vu pa 
la tranche. 


36:. — Exemple IV. — La droite АА’ est illimitée, et les 
deux plans de projection sont transparents (fig. 184, pl. 17). 

Les projections A et A’ de la droite sont vues tout entières, 
la ligne de terre n’étant plus marquée en trait plein. 

On peut à volonté la marquer en trait mixte, ce qui serait 
préférable, ou en ligne de construction; ou même, on peut ne 
pas la dessiner. 


IV. — DROITES PARALLELES, 


87. 一 THEOREME. — Deux droites parallèles ont leurs 
projections parallèles, en employant des projections obliques 
ou orthogonales. 

En effet, les plans projetants des deux droites étant menés par 
les deux droites qui sont parallèles entre elles, et parallèlement 
à une même direction, sont parallèles entre eux, et par suite 
leurs traces sur un plan de projection quelconque sont parallèles 
entre elles. 


38. — Réciproquement, deux droites, ayant leurs projec- 
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tions de même nom dans deux systèmes différents parallèles 
entre elles, sont également parallèles entre elles en supposant 
chaque droite déterminée par ses deux projections, et en ет- 
ployant comme précédemment des projections obliques ow 
orthogonales. 

En effet, les plans projetants des deux droites dans le premier 
système sont parallèles entre eux, puisqu'ils sont menés par les 
projections des deux droites qui sont parallèles entre elles et 
parallèlement à une même direction. 

De même les plans projetants des deux droites dans le deuxième 
système sont aussi parallèles entre eux. Par conséquent, ces 
quatre plans forment un prisme dont les quatre arêtes sont pa- 
rallèles entre elles. Or les deux droites sont précisément deux 
des arêtes de ce prisme. 

Cette démonstration est en défaut, lorsque les droites ne sont _ 
pas déterminées par leurs projections, c’est-à-dire lorsque les 
deux plans projetants d’une même droite sont confondus. Les 
quatre plans projetants, au lieu de former un prisme, se réduisent 
alors à deux plans parallèles entre eux. 

Encore une fois, le théorème et la réciproque ne sont vrais 
qu’en employant des projections obliques ou orthogonales. 

On vérifiera facilement que dans le cas des projections co- 
niques, les perspectives de droites parallèles sont convergentes. 


39. — PROBLÈME.—Mener par un point aa’ une parallèle 
à la droite АА’ (65. 12, pl. 2). — Pour résoudre ce problème, il 
suffit, en appliquant le théorème précédent, de mener par les deux 
projections du point donné, des parallèles aux projections de 
même nom de la droite. BB’ est alors la droite demandée. Cette 
construction est en défaut, lorsque la premiére droite AA’ est 
dans un plaa de profil, puisqu’alors la seconde droite, étant éga- 
lement dans un plan de profil, n’est plus déterminée par ses deux 
projections. La remarque suivante permet de résoudre le pro- 
blème simplement. 


40.—Remarque. — Étant donné (fig. 13, pl. 2) quatre point: 
za’, bb’, a,a’,, b,b’, tels que les longueurs ab, a,b, soient égales, 
parallèles et dans le même sens ainsi que @’b’ et @’,b’,, les deux 
droites aba'b', a,b,a',5',, sont également parallèles entre elles 
dans l’espace. 


- a bo. 一 一 -一 
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Donc, pour mener (fig. 14, pl. 2) par le point az’ une parallèle 
à la droite aba'b', qui est dans un plan de profil, il suffit de 
marquer sur la ligne de rappel a le point $ tel que af soit égal à 
ab et de même sens, puis le point £’ tel que a’8’ soit égal à a’b 
at dans le même sens. La droite af, a’8’ est alors la parallèle 
demandée, 


+ Y. — DROITES REMARQUABLES. 


41. — Nous entendrons par droites remarquables, celles qui 
sont parallèles, ou perpendiculaires aux plans de projection ou 
aux plans bissecteurs. 


4° Toute droite parallèle au plan horizontal, et que Pon ap- 
pelle plus simplement une HORIZONTALE, @ sa projection verticale 
paralléle a la ligne de terre. 

En effet, tous les points d'une horizontale ont la méme cote, 
par conséquent, tous les points de sa projection verticale sont à 
la même hauteur au-dessus de la ligne de terre,et par suite cette 
projection verticale est parallèle à la ligne de terre. Ainsi HH’ 
(fig. 45, pl. 2) est une horizontale. Il est facile d’ailleurs de cons- 
tater que la construction qui donne la trace horizontale d’une 
telle droite est ici en défaut, ou bien, comme on le dit, la trace 
horizontale de cette droite est à l'infini (29). 


42. 一 2° Toute droite parallèle au plan vertical a sa pro- 
jectton horizontale parallèle a la ligne de terre. 

En effet, tous les points de cette droite ont le même éloigne- 
ment, et par suite, tous les points de la projection horizontale 
sont à la même distance de la ligne de terre. 

Une telle droite s'appelle une ligne de FRONT; ainsi FF’ (fig.16, 
pl. 2) est une ligne de front. 

On peut vérifier encore ici que la trace verticale est transpor- 
tée à l'infini. 


43. — 3° Toute droite contenue dans le premier plan bissec- 
teur a ses deux projections symétriques par rapport à la ligne 
de terre, puisque tout point du premier plan bissecteur doit 
avoir ses deux projections symétriques par rapport à la ligne de 
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terre. Ainsi AA’ (fig. 17, pl. 2) est contenue dans le premier plan 
bissecteur. 


44. 一 如 Toute droite contenue dans le deuxième plan bis- 
secteur a ses deux projections confondues. Exemple ВВ’ (fig.18, 
pl. 2) est une droite du deuxième plan bissecteur, puisque tout 
point de cette droite doit avoir ses deux projections confondues, 


45. — 8° Toute droite perpendiculaire au plan vertical а 
pour projection verticale un point, et pour projection horizon- 
tale une perpendiculaire à la ligne de terre (25). Exemple CC’ 
(fig. 19, pl. 2) est perpendiculaire au plan vertical. On peut I’é- 
noncer la perpendiculaire au plan vertical G’. C’est un cas par- 
ticulier d’une horizontale. Une telle droite s’appelle aussi une 
ligne de bout. 


46. 一 6° Toute verticale se projette horizontalement sui- 
gant un point el verticalement suivant une perpendiculaire à 
la ligne de terre. Exemple DD’ (fig. 20, pl. 2) est une verticale. 
On peut encore la nommer la verticale D. 


47. — 7° Toute parallèle à la ligne de terre étant à la fois 
horizontale et de front a ses deux projections parallèles à la 
hgne de terre. Exemple EE’ (fig. 21, pl. 2) est parallèle à la ligne 
de terre. 


48. — 8 Toute parallèle au premier plan bissecteur a ses 
deux projections symétriques par rapport а une ligne de rappel, 
puisqu'elle doit être parallèle à une droite du premier plan bis- 
secteur qui a elle-même ses projections symétriques par rapport 
à la ligne de terre, ou, ce qui revient au même, symétriques 
_ par rapport à une ligne de rappel. Exemple GG’ (fig. 22, pl. 2) 
est parallèle au premier plan bissecteur. 


49. — 9 Toute parallèle au deuxième plan bissecteur a ses 
deux projections parallèles entre elles. En effet, une telle droite 
doit être parallèle à une droite du deuxième plan bissecteur, qui 
a ses deux projections confondues. Exemple КК’ (fig. 23, pl. 2) 
est parallèle au deuxième plan bissecteur. 

Dans ces deux derniers exemples, on peut vérifier que les 
points de rencontre avec le premier ou le second plan bissecteur 
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sont à l'infini, en appliquant la construction indiquée pour dé- 
terminer ces points (31) (32). 


50. — 10° Toute perpendiculaire à Рип des plans bissecteurs 
étant en même temps perpendiculaire à la ligne de terre sera, 
comme nous l'avons déjà dit, dans un plan de profil, et par suite 
elle ne sera plus déterminée par ses deux projections. On peut 
cependant en trouver très-simplement deux points. 

Par exemple, supposons qu'il s'agisse d'une perpendiculaire 
au premier plan bissecteur, elle sera alors en même temps paral- 
lèle au deuxième plan bissecteur, et jouira tout en étant dans le 
plan de profil, des propriétés de ces droites. 

Or si nous prenons sur une parallèle au deuxième plan bissec- 
teur (fig. 24, pl. 2) deux points аа’, bb’ les éléments ab, a'b' 
sont égaux, paralléles et dirigés dans le méme sens, il en sera 
de méme dans le plan de profil, et par suite en prenant les lon- 
gueurs af, a'B” égales et dirigées dans le même sens, af, a'P' 
(fig. 24, pl. 2) sera une perpendiculaire au premier plan bissec- 
teur. 


51. — 11° Si au lieu de cela, on prenait toujours les longueurs 
ap, »8' égales mais dirigées en sens contraire, la droite af, a'P' 
(fig. 23, pl. 2) serait perpendiculaire au deuxième plan bissec- 
teur, parce qu’on pourrait la considérer comme la limite d’une 
parallèle au premier plan bissecteur, cette parallèle devant avoir 
ses deux projections symétriques par rapport à une parallèle à 
la ligne de terre. 


52. — 12° Comme derniers cas particuliers, nous citerons 
encore les parallèles à la ligne de terre contenues dans l’un ou 
Pautre des plans bissecteurs. Et d’abord si la droite est dans le 
premier plan bissecteur, elle a alors ses deux projections paral- 
lèles et symétriques par rapport à la ligne de terre. 


53. — 13° Si enfin la droite est dans le deuxième plan bis- 


secteur, elle a ses deux projections confondues suivant une 
parallèle à la ligne de terre. 


On fera bien, comme exercice, d'établir la ponctuation de 
toutes ces droites remarquables, en observant la règle suivante : 
Lorsque dans une épure plusieurs lignes sont superposées, on 
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marque avant tout les traits pleins appartenant aux choses qui 
existent et sont vues, ensuite les petits points correspondant 37 
choses qui existent mais sont cachées, puis les traits mixtes repré 
sentant les éléments qui existaient primitivement dans les don- 
nées, mais sont enlevés dans l’objet que l’on représente, et enfin 
les lignes de construction. 


VI. — INTERSECTION DE DEUX DROITES, 


54. — Problème. 一 Весоппайте que deux droites se ren 
contrent. 

Pour que deux droites AA’, BB’ (fig. 26, pl. 3) se rencontrent, 
il faut et il suffit que les points de rencontre des projections de 
méme nom de ces deux droites se trouvent sur une méme ligne 
de rappel. 

Cette vérification ne peut se faire que si les points m, m’ se 
trouvent tous deux dans les limites de Рёриге; s’il n’en était pas 
ainsi, on remarquerait que si deux droites se rencontrent, il en 
est de même de toutes les droites s’appuyant sur les deux pre- 
mières. 

Nous marquerons donc sur la première droite АА’ (fig. 27, 
pl. 3) deux points quelconques aa’, 01:07 :, puis, sur la deuxième 
BB’, deux autres points bb’, b,b’,: ensuite nous joindrons ces 
quatre points deux à deux de manière à former deux droites. Si 
ces deux droites aba'b', a,b,a',b’, se rencontrent, c'est qu'il 
en est de même pour АА’ et ВВ’. 

Comme les points qu’on a choisis sont tout à fait arbitraires, 
on pourra toujours les prendre de manière que les constructions 
restent tout entières dans les limites de l’épure. 

On procéderait de la même manière si l’une des droites était 
dans un plan de profil, déterminée par deux points. 


55. — Problème. — Trouver le point de rencontre de deux 
droites contenues dans le même plan de profil, et déterminées 
chacune par deux points. 

Pour trouver le point de rencontre des deux droites a) 
a'b, cdc'd' (fig. 28, pl. 3), on projette ces deux droites oblique- 
ment sur le plan horizontal, parallèlement à une direction quel- 
conque. À cet effet, par les quatre points аа’, bb’, cc’, dd’, nous 
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menons quatre parallèles à une direction quelconque. Soit a’, 
68’, yy’, 23’ les traces horizontales de ces quatre droites, «В, y3, 
sont les projections obliques des deux droites données, et par 
suite, y est la projection oblique du point de rencontre. Menons 
alors par le point ри’ une parallèle à la direction suivant laquelle 
on projette, son point de rencontre mm’ avec ab, a'b' sera le 
point demandé. 

On aurait pu arriver au même résultat à l’aide d’une projec- 
tion conique, en choisissant un point quelconque de l'espace 
comme centre de projection. 


CHAPITRE Ш 


I. — REPRÉSENTATION DU PLAN. 


56. — Un plan est déterminé par trois points non en ligne 
droite, ou par une droite et un point, ou enfin par deux droites 
qui se coupent. 

En joignant les trois points deux à deux par deux droites, ou 
>n joignant le point donné à un point quelconque de la droite, 
le plan, dans les deux premiers cas, sera encore déterminé par 
deux droites qui se coupent. On peut donc toujours supposer ces 
deux droites connues. 

Soit, par exemple, les deux droites AA’, BB’ qui se rencontrent 
еп 00’ (fig. 29, pl. 3), elles déterminent un plan. 


II. — DETERMINER UNE DROITE, UN POINT D'UN PLAN. 


57. — Problème I. 一 Trouver une droile d’un plan, con- 
naissant une projection de cette droite. 

Donnons-nous par exemple, suivant С (fig. 29, pl. 3), la pro- 
jection horizontale d’une droite contenue dans le plan ABA'B”. 
La droite inconnue étant contenue dans le plan,elle doit rencontrer 
toutes les droites du plan donné. Par exemple, elle rencontre la 
droite АА’ en un point dont nous connaissons immédiatement la 
projection horizontale a, et qui se projette verticalement en 4” 
sur А’. De même, la droite inconnue rencontre BB’ au point bb’, 
donc a’b’ est la projection verticale demandée. 


Un raisonnement analogue au précédent nous aurait permis 
de trouver la projection horizontale, si nous nous étions donné 
la projection verticale de la droite. 

Si la construction ne réussit pas, soit parce que les points aa’ 
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bb’, dont nous nous servons, sont en dehors de l’épure, ou bien 
загсе qu’ils sont confondus, ce fait tenant à la disposition des 
droites АА’, BB’ choisies pour déterminer le plan, on n’a alors 
qu’à remplacer ces deux droites AA’, BB’ par d’autres droites 
mieux choisies dans le plan pour résoudre le problème. 

58. 一 EXEMPLE. 一 Soit à trouver (fig. 30, pl. 3) la projec- 
tion verticale d’une droite contenue dans le plan АВА’В’, con- 
naissant la projection horizontale G de celte droite. 

Nous disons comme précédemment, la droite inconnue ren- 
contre premidrementAA' au point aa’ puis BB’ en un point qui est 
ici en dehors des limites de l’épure. Remplacons alors la droite 
BB’ avec laquelle la construction ne réussit pas, par une droite 
quelconque 232 ث8‎ rencontrant les deux droites AA’, ВВ’. Оп 
peut alors considérer le plan comme étant déterminé par les 
deux droites AA’, «Вх'В’, avec lesquelles la construction réussit. 

Nous continuons donc le raisonnement en disant, la droite 
inconnue rencontre deuxièmement 28 2’8’, en yy’. Donc a’y’ est 
la projection verticale demandée. 

Au lieu de choisir, comme nous l’avons fait, la droite AA’ 
d’une manière tout à fait arbitraire, on peut la prendre parallèle 
à l’une des droites données. Par exemple, par un point de la 
droite BB’, on peut mener une parallèle à AA’, soit A,A’,, ct 
Pon considère alors le plan donné comme étant déterminé par 
les deux droites АА’, А.А’. 


59. — Problème II. — Trouver un point d'un plan, соп- 
naissant une projection de ce point. 

Soit ABA'B' le plan donné (fig. 29, pl. 3), m la projection 
horizontale d’un point du plan. Par le point inconnu, je fais 
passer dans le plan une droite quelconque. La projection hori- 
zontale de cette droite auxiliaire sera une droite quelconque 
passant par le point т. 

Projetons cette droite verticalement,. comme nous l’avons fait 
dans le problème précédent, à l’aide de ses deux points de ren- 
contre 40”, bb’, avec les deux droites qui déterminent le plan 
donné. Le point inconnu se projette alors verticalement en m' 
sur CA 

Ici encore, au lieu de choisir la droite auxiliaire ab absolument 


quelconque, on peut la prendre parallèle à l’une des droites qui 
déterminent le plan donné, | 


| 
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60. 一 REMARQUE. — Le problème que nous venons de ré- 
soudre peut s’énoncer de la manière suivante : Intersection de la 
verticale m avec le plan АВА’В’; mm’ est le point demandé. 


11. 一 DROITES REMARQUABLES D'UN PLAN. 


61. — On entend par droites remarquables d’un plan, les 
horizontales et les lignes de front de ce plan, puis, comme cas 
particuliers de ces droites, les traces du plan. 


62. 一 Horizontale. — Pour construire une horizontale d'un 
plan déterminé par deux droites AA’, BB’ (fig. 31, pl. 3), nous 
nous donnerons arbitrairement sa projection verticale Н’ paral- 
lèle à la ligne de terre, puis nous projetterons horizontalement 
ses deux points de rencontre aa’, bb’, avec les deux droites АА’, 
ВВ’. L’horizontale cherchée est donc ab, a'b”. 

Si maintenant on veut obtenir une horizontale quelconque du 
même plan, il suffit de mener par un point du plan une parallèle 
à la première horizontale connue. On choisira par exemple le 
point sur l’une des droites qui déterminent le plan. 


63. — Trace horizontale, — Comme cas particulier d’une 
horizontale, nous avons la trace horizontale du plan, c’est-a- 
dire Pintersection du plan donné avec le plan horizontal de рго- 
jection. Cette horizontale particulière se projette verticalement 
suivant la ligne de terre; on l’obtiendra donc, en appliquant la 
même construction que pour une horizontale quelconque. 

Autrement dit, la trace horizontale d’un plan s’obtient en joi- 
gnant par une droite les traces horizontales de deux des droites 
du plan. 

Soit, par exemple, AA’, BB’ (fig. 32, pl. 3) les deux droites 
qui déterminent le plan donné, h/,h,)', les traces horizontales de — 
ces deux droites ; hh,, h’h’, sera alors la trace horizontale du plan. 

Comme nous l’avons déjà fait remarquer pour la droite (29), 
au lieu de dire hh,, h'h', est la trace horizontale du plan, on se 
contente de dire hh, est la trace horizontale du plan, sans énoncer 
la projection verticale, parce qu’en disant trace horizontale, on 
sous-entend que la projection verticcle se trouve sur la ligne de 
terre. 
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64.—Ligne de front.—Pour obtenir une ligne de front d'un 
plan, nous nous donnerons arbitrairement sa projection hori- 
zontale F parallèle à la ligne de terre, puis nous la projetterons 
verticalement à l’aide de ses deux points de rencontre avec deux 
des droites quí déterminent le plan donné. 

Une ligne de front étant connue, les autres lignes de front 
seront toutes parallèles à la première, il suffira donc, pour déter- 
miner l’une d’elles, de s’en donner un point. 


65.— Trace verticale. — Comme cas particulier d’une ligne 
de front, nous avons la trace verticale du plan, qui se projette 
borizontalement sur la ligne de terre. Cette trace verticale s'ob- 
tient donc en joignant par une ligne droite les traces verticales 
des deux droites qui déterminent le plan. Ainsi vv,v'v’, (fig. 32, 
pl. 3) est la trace verticale du plan. 

Ici encore, on peut se contenter de dire v'v’, est la trace ver- 
ticale du plan, parce qu’en disant trace verticale, on sous-entend 
que la projection horizontale se trouve sur la ligne de terre. 


66. — Remarque. — Deux droites d’un plan se rencontrent, 
ou bien sont parallèles entre elles, il en est donc de même pour les 
deux traces d’un plan qui ne sont autre chose que deux droites 
du plan. 


IV. — TRACES D'UN PLAN, DETERMINATION D'UN POINT, 
D'UNE DROITE DU PLAN. 


67. 一 Dans exemple précédent (fig. 32, pl. 3), si nous арре- 
lons CC’, DD’ les deux traces du plan, nous voyons que ces deux 
traces se rencontrent en aa’ sur la ligne de terre. Il en doit être 
ainsi, car étant donné deux droites dans deux plans différents, 
ces deux droites ne peuvent se rencontrer que sur l'intersection 
des deux plans, à moins qu ‘elles soient toutes deux parallèles à 
cette intersection. 

Ainsi en appelant P et P, les deux traces d’un plan, ces deux 
traces doivent rencontrer la ligne de terre au même point a et 
on nomme le plan PaP,. 

Insistons encore une fois sur ce fait qu’en nominant un plan 
de la manière suivante PaP,, il est déterminé par deux droites: 
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Pune d'elles, la trace horizontale, par exemple, se projette 
horizontalement suivant Pa et verticalement sur la ligne de 
terre; l’autre, la trace verticale, se projette verticalement sui- 
vant P,« et horizontalement sur la ligne de terre. 

Pour montrer qu’il n’y a pas de différence entre la détermina- 
tion dun plan par deux droites et la détermination du plan par 
ses traces, nous allons reprendre dans ce dernier cas les deux 
problèmes déjà résolus sur le plan. 


68. 一 Problème I. 一 Trouver une 07016 d'un plan con 
naissant une projection de cette droite. 

Soit, par exemple, le plan PaP, (fig.33, pl.3) et С la projection 
horizontale d’une droite du plan. La droite inconnue rencontre 
premièrement la trace horizontale du plan en un point projeté 
horizontalement en a sur Pa, et verticalement en a’ sur la ligne 
de terre ; deuxièmement la trace verticale en un point projeté 
horizontalement en b sur la ligne de terre, et verticalement en b’ 
sur P,a. La projection verticale demandée est donc a'b”. 

Si la construction ne réussit pas, on remplace les deux traces 
à l’aide desquelles on a déterminé le plan par d’autres droites 
mieux choisies pour résoudre le problème. 


69. — Problème II. — Trouver un point d'un plan con- 
naissant une projection de ce point. 

Soit PaP, (fig. 34, pl. 3) le plan donné, et т la projection ho- 
rizontale d’un point du plan. Par le point inconnu faisons passer 
dans le plan une droite quelconque que nous projetons vertica- 
lement comme dans le problème précédent. On en déduit la pro- 
jection verticale demandée. 

Au lieu d’une droite auxiliaire quelconque, on peut prendre 
une parallèle à l’une des droites qui déterminent le plan, c’est- 
à-dire une horizontale ou une ligne de front du plan. 

Dans l’épure, on a pris l’horizontale du plan passant par le 
point т, elle est parallèle à la trace horizontale du plan, par 
suite sa projection horizontale est une parallèle à Рх menée par 
т. Cette horizontale rencontre la trace verticale du plan au 
point vo’, d’où il résulte que sa projection verticale est une pa- 
rallèle à la ligne de terre menée par 2'. La ligne de rappel du 
point # donne donc en # la projection verticale demandée, 
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Y. — PONCTUATION D’UN PLAN, 


90. — Maintenant que nous savons déterminer les traces d’un 
plan, nous allons facilement établir la ponctuation du plan. 

Proposons-nous par exemple (fig.32, pl. 3), de représenter le 
système du plan donné et des deux plans de projection supposés 
tous les trois opaques et prolongés indéfiniment. 

Le plan donné n’étant coupé par une ligne droite qu’en un 
seul point, il nous suffit d'établir la ponctuation de chaque 
droite du plan seulement par rapport aux deux plans de projec- 
tion. 


Occupons-nous d’abord de la projection horizontale. 

4°.La droite AA’ est vue en projection horizontale dans toute 
la région hv jusque linfini à droite, puisque dans toute cette 
région elle est au-dessus du plan horizontal. Au contraire, elle 
est cachée à gauche de À. 

2° La droite BB’ est vue dans la région h,v, jusque Pinfini à 
gauche, et cachée 4 droite de h,. 

3° CC’ est vue tout entiére, puisqu’elle est dans le plan hori- 
zontal. 


Passons maintenant à la projection verticale. 

do La droite AA’ est vue dans toute la région v’h’ jusque Pin- 
fini à gauche, puisque dans toute cette région elle est en avant 
du plan vertical, elle est au contraire cachée à droite de v”. 

2° BB’ est vue dans la région t'1h'1 jusque Pin6ni á droite, et 
cachée à gauche de 2“. 

3° DD’ est vue tout entière en projection verticale, puisque 
celte droite est dans le plan vertical. 


VI. — PLANS REMARQUABLES. 


71. — Nous entendrons par plans remarquables, les plans 
perpendiculaires ou parallèles aux plans de projection ou aux 
plans bissecteurs. 


72. — THEOREME. — Tout plan perpendiculaire au plan 


32 REPRESENTATION DU PLAN. 


horizontal a sa trace verticale perpendiculaire sur la ligne de 
terre. 

En effet, le plan donné et le plan vertical de projection sont 
perpendiculaires tous deux au plan horizontal, donc leur inter- 
section, c’est-à-dire la trace verticale du plan, est également 
perpendiculaire au plan horizontal. Il en résulte que la trace 
verticale du plan est perpendiculaire 4 la ligne de terre qui passe 
par son pied dans le plan horizontal. 

73. — Réciproque. — Tout plan ayant sa trace verticale 
perpendiculaire à la ligne de terre est perpendiculaire au plan 
horizontal. 

En effet, puisque les deux plans de projection sont rectangu- 
laires, la trace verticale étant menée dans le plan vertical 
perpendiculairement 4 la ligne de terre, elle est aussi perpendi- 
culaire au plan horizontal. Ilen est de méme pour tout plan 
passant par cette droite, et en particulier pour le plan donné. 

Ainsi tout plan tel que PaP, (fig. 35, pl. 3) est perpendiculaire 
au plan horizontal. On YPappelle un plan vertical. 


74.— THEOREME.— Tout point d'un plan vertical se pro- 
jette horizontalement sur la trace horizontale du plan. 

En effet, on sait qu'étant donné deux plans rectangulaires, si 
d’un point de l’un d’eux on abaisse une perpendiculaire sur 
l'autre, elle est contenue dans le premier. Donc toutes les proje- 
tantes des points du plan donné relativement au plan horizontal 
sont contenues dans le plan donné, et par suite leurs traces hori- 
zontales se trouvent sur la trace horizontale du plan donné; or 
la trace horizontale d’une projetante verticale est précisément la 
projection horizontale du point. 

75. — Réciproque. — Tout point ayant sa projection hori- 
zontale sur la trace horizontale d’un plan vertical est contenu 
dans ce plan vertical. 

En effet, le plan étant vertical, la projetante déterminée par la 
projection connue est contenue tout entière dans le plan 
donné, et par suite le point incounu se trouvant sur cette proje- 
tante est lui-même dans le plan donné. 

Ainsi mm’ est un point du plan PaP, (fig. 38, pl. 3). On serai: 
évidemment arrivé au même résultat en appliquant la construc- 
tion indiquée pour trouver un point d’un plan, connaissant la 
projection verticale de ce point. 
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A l’aide d’un raisonnement analogue au précédent, on démon- 
trera les deux théorèmes suivants : 


76. 一 THÉORÈME. — Tout plan perpendiculaire au plan 
vertical a sa trace horizontale perpendiculaire 0 la ligne de 
terre, et réciproquement tout plan ayant sa trace horizontale 
perpendiculaire sur la ligne de terre est perpendiculaire au 
plan vertical. 


77. 一 THÉORÈME. — Tout point dun plan perpendicu- 
laire au plan vertical se projette verticalement sur la trace du 
plan, et réciproquement, tout point de la trace verticale du 
plan peut être considéré comme étant la projection verticale 
dun point du plan. 

Ainsi le plan RSR, (fig. 36, pl. 3) est perpendiculaire au plan 
vertical, de plus пп’ est un point de ce plan. Un tel plan s'ap- 
pelle aussi un plan de bout. 


78. — Plan de front.— Un plan de front est un cas parti- 
culier d’un plan vertical, que l’on suppose devenu parallèle au 
plan vertical de projection. 

Les traces d’un plan de front et du plan vertical de projection 
sur le plan horizontal sont donc parallèles entre elles. Ainsi, la 
trace horizontale d’un plan de front est parallèle à la ligne de 
terre. Enfin le plan de front étant parallèle au plan vertical, il 
n’a pas de trace verticale. 

Tous les points d’un plan de front se projettent horizontale- 
ment sur la trace horizontale. 

Ainsi F représente un plan de front, mm’ est de plus un point 
de ce plan (fig. 37, pl. 3). 

79. — REMARQUE 1. — Toule figure contenue dans un plan 
de front se projette verticalement suivant une figure égale, 


80. — Plan horizontal, — Un plan horizontal, c’est-à-dire 
parallèle au plan horizontal de projection, est un cas particulier 
d’un plan perpendiculaire au plan vertical. Un tel plan n’a plus 
que sa trace verticale, parallèle à la ligne de terre (fig. 38, pl. 3); 
la trace horizontale est à l’infini. 

Ройп. tous les points d’un plan horizontal se projettent verti- 
calement sur la trace verticale du plan. 

J. CARON. 一 Géom. descrip. élém. 8 
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81. — REMARQUE II. — Toute figure contenue dans un plan 
horizontal se projette horizontalement suivant une figure 
égale. 


82. 一 Plan de profil. — Un plan de profil est perpendicu- 
laire simultanément sur les deux plans de projection, et par suite 
sur la ligne de terre, il a ses deux traces confondues suivant une 
perpendiculaire à la ligne de terre (fig. 39, pl. 3). 

Tous les points d’un plan de profil se projettent horizontale- 
ment et verticalement sur les deux traces. 


83. 一 THEOREME. — Tout plan ayant ses deux traces 
symétriques par rapport à la ligne de terre est perpendiculaire 
sur le premier plan bissecteur (fig. 40, pl. 4). 

En effet, si nous coupons un tel plan par un plan de profil, la 
droite aba'b' ainsi obtenue est perpendiculaire au premier plan 
bissecteur, puisque les deux longueurs ab, a’b’, sont égales et 
dirigées dans le même sens. 

84. — Réciproque. 一 Tout plan perpendiculaire au pre- 
mier plan bissecteur a ses deux traces symétriques par rapport 
à la ligne de terre (fig. 40, pl. 4). 

En effet, menons par le point aa”, qui est dans le plan hori- 
zontal, une perpendiculaire au premier plan bissecteur, sa trace 
verticale se projette horizontalement еп b sur zy, et verticale- 
ment еп b’, que l’on obtient en portant a'b' égal à ab et dans le 
même sens. Tout plan passant par ab, a'b' sera perpendiculaire 
au premier plan bissecteur, et comme ses deux traces doivent 
passer respectivement par & et b’, pour se couper sur la ligne de 
terre, il en résulte que ces deux traces sont symétriques par rap- 
port à la ligne de terre. 


85. 一 THEOREME. — Tout plan ayant ses deux traces 
confondues est perpendiculaire sur le deuxième plan bissecteur 
(fig. 41, pl. 4). 

En effet, si nous coupons un tel plan par un plan de profil, la 
droite ainsi obtenue aba'b’ est perpendiculaire au deuxième 
plan bissecteur, puisque les deux longueurs ab, a'b' sont égales 
et en sens contraire. 

La réciproque se démontre de la même manière que cells du 
théorème précédent. 
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8С. 一 Tout plan parallèle à la ligne de terre a ses deux 
(races PP, (fig. 42, pl. 4) parallèles à la ligne de terre. 


87. — Tout plan parallèle au premier plan bissecteur a ses 
deux traces confondues suivant une parallèle à la ligne de 
terre (fig. 43, pl. 4). 

En effet, un tel plan est à la fois parallèle à la ligne de terre, 
et perpendiculaire sur le deuxième plan bissecteur. 


88.—Enfin, tout plan parallèle au deuxième plan bissecteur 
a ses deux iraces parallèles et symétriques par rapport à la 
ligne de terre (fig. 44, pl. 4). 

En effet, ce plan est à la fois parallèle à la ligne de terre ct 
perpendiculaire sur le premier plan bissecteur. 


УП. — PLANS PARALLELES. 


89. — Froblème. — Mener par un point de l'espace un plan 
parallèle а un plan donné. 

Pour mener par un point de l’espace un plan parallèle à un 
plan donné, il suffit de mener par le point deux parallèles à 
deux droites du plan donné; ces deux droites n’étant pas paral- 
lèles entre elles. 

Supposons, par exemple, le plan primitif déterminé par deux 
droites quelconques АА’, ВВ' (fig. 45, pl. 4). Nous menons par 
le point donné 00’ deux parallèles aux deux droites AA’, BB’, 
soit aa’, 88'. Ces deux lignes déterminent le plan demandé. 

Supposons encore le plan déterminé par ses deux traces 
(fig. 46, pl. 4). Nous ménerons par le point donné oo’ deux pa- 
rallèles à ces deux traces, et alors le plan demandé sera déter- 
miné par une horizontale HH’ et une ligne de front FF’. 


90. — Si Pon avait voulu déterminer immédiatement une 
trace du plan et une seule, il eút été inutile de dessiner à la fois 
l'horizontale et la ligne de front. 

Proposons-nous, par exemple, de mener par 00’ (fig. 47, pl. 4) 
un plan parallèle au plan P«P,, et de trouver uniquement la 
{race horizontale du plan inconnu. Menons alors par le point 00’ 
la ligne de front du plan inconuu of, o'f’; sa trace horizontale 
ff’ appartient à la trace horizontale du plan demandé. 11 suffit 
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alors de mener par ce point une parallèle à la trace horizontale 
du plan donné, et Pon aura suivant ВВ la trace horizontale 
demandée. 

De même si l’on avait voulu trouver immédiatement la trace 
verticale du plan, on aurait dessiné l'horizontale passant par oo”, 


91. — Problème, 一 Mener par une droite un plan parallèle 
d une droite donnée. 

Le plan inconnu sera déterminé par la droite primitive et par 
une parallèle à la direction donnée, menée par un point quel- 
conque de la première droite. 


92. 一 Problème. 一 Mener par quatre points ao, by, Ca, ds 
quatre plans parallèles entre eux et équidistants. 

Joignons les deux points do, 4, par une ligne droite et parta— 
geons cette droite dans l’espace en trois parties égales. Il suffit 
pour cela de partager les projections de @o, d¿ en trois parties 
égales. Nous obtenons ainsi les points ريق‎ ya. Considérons alors 
les deux droites b,@,, Са, et menons par chacun des points Qo, 
b,, روه‎ da un plan parallèle à ces deux droites, en employant la 
même construction que si ces deux droites étaient dans le même 
plan. 

On vérifiera que ce problème présente douze solutions, en fai- 
sant varier les positions des indices 0, 4, 2, 3 dont оп а affecté 
les lettres a, b, с, d, ces indices représentant le rang du plan cor- 
respondant. 


УШ. 一 EXERCICES. 


4. Construire une horizontale de grandeur donnée s'appuyant sur 
deux droites quelconques. 

2. Trouver la plus petite horizontale s'appuyant sur deux droites 
quelconques. | 

4. Par une droite mener un plan dont les distances à deux points 
donnés soient entre elles comme m et я. | 

4. Par un point o mener un plan dont les distances à trois points 
soient entre elles comme т, п, р. | | 

5. Trouver un plan dont les distances à quatre points soient entre 
elles comme т, п, р, 49. o | 

6. Étant donné deux droites dont les projections horizontales sont 
parallèles, démontrer que toutes les horizontales s'appuyant sur ces deux 
droites passent en projection horizontale par un point fixe. 


LIVRE .II 


INTERSECTION DE DROITES ET DE PLANS 


CHAPITRE PREMIER 


93. 一 Problème. 一 Intersection d'une ligne quelconque el 
d'un plan perpendiculaire a Рип des plans de projection. 

Soit, par exemple, la ligne LL’ (fig. 48, pl. 4) déterminée par 
ses deux projections et le plan vertical PaP,. Nous savons que 
tout point d’un plan vertical PaP, se projette horizontalement 
sur la trace horizontale Pz, donc le point inconnu se projette 
horizontalement еп m à Pintersection de L avec Pa et verticale- 
ment en # sur L/, 

On emploierait identiquement la même construction si au lieu 
d’une ligne quelconque, on avait une ligne droite. - 


I. — INTERSECTION D’UNE DROITE ET D'UN PLAN. 


94. — Pour obtenir d'une manière générale l'intersection d’une 
ligne L et d’une surface S, on fait passer par la ligne L une 
surface auxiliaire S,, dont on détermine l'intersection I avec la 
surface primitive $. Cette dernière ligne I rencontre la ligne 
donnée L au point demandé. La seule difficulté consiste donc 
dans le choix de la surface S, que l’on devra prendre de manière 
à obtenir simplement la ligne I. 

Dans le cas d’une droite et d’un plan, nous choisirons comme 
surface auxiliaire, la plus simple que nous ayons à notre dispo- 
sition, c’est-à-dire un plan, et pour profiter de Pexemple précé- 
dent, nous prendrons de préférence l’un des plans projetants de 
la droite. . 


№ 


38 INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN PLAN. 


95. 一 Soit donc la droite DD’ et le plan ABA’B’ (fig. 49, pl. 4). 
Prenons comme surface auxiliaire le plan qui projette horizonta- 
lement la droite, c’est-à-dire le plan vertical D. Ce plan coupera 
le plan donné ABA'B' suivant une ligne droite dont nous pou- 
vons trouver immédiatement deux points, ce sont les deux 
points de rencontre du plan vertical D avec les deux droites AA’, 
BB’ qui déterminent le plan donné. Ainsi donc le plan auxiliaire 
coupe le plan donné suivant ab a’b’, qui à son tour rencontre la 
droite donnée au point mm’. 

Cette construction doit toujours réussir quand la droite DD’ 
n’est pas dans un plan de profil, parce qu’on a toujours le droit, 
si les points аа’, bb’ ne se trouvent pas dans les limites de l’é- 
pure ou bien sont confondus, de remplacer les droites AA’, BB’ 
qui déterminent le plan, par d’autres droites mieux choisies dans 
le plan, comme nous avons eu déjà l’occasion de le faire (60). 


IL 一 PONCTUATION. 


96. 一 Proposons-nous, dans cet exemple, de représenter le 
système formé par la droite et le plan supposé opaque et pro- 
longé indéfiniment, les plans de projection étant transparents. 

Le plan donné ainsi que toutes les droites du plan seront com- 
plétement visibles, nous n’avons donc ici qu’à nous occuper de 
la ponctuation de la droite par rapport au plan. 

Remarquons d’abord que la limite de la ponctuation de la 
droite, quelle que soit la position de l’observateur, sera toujours 
le point de rencontre mm’ de la droite avec le plan. Occupons- 
nous alors de la projection horizontale. 

97. —Considérons d’une manière générale, une verticale pas- 
sant par un point de la droite; puis déterminons l'intersection 
de cette verticale avec le plan. Si ce nouveau point est au-des- 
sous du premier, c’est que le premier point de la droite est vu. 

Comme il faut autant que possible éviter l'emploi de construc- 
tions supplémentaires pour établir la ponctuation, nous choisi- 
rons une verticale s'appuyant à la fois sur la droite donnée, et 
sur l’une des droites connues du plan. Par exemple, la verticale 
u rencontre DD’ en 55’ et AA’, et par suite le plan en aa’. Nous 
constatons alors que le point aa’ est au-dessus de 28’, donc le 
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point 22’ de la droite est caché en projection horizontale par le 
point aa’ du plan. 

Ainsi, en projection horizontale, la droite est cachée depuis le 
point т jusque l’infini à gauche en passant par 8. 

À droite de m, D est vue. 


98. 一 Nous allons procéder de même pour la projection ver- 
ticale. Considérons la perpendiculaire au plan vertical s'appuyant 
sur DD’ et sur BB’, par exemple ; elle rencontre DD’ en 3,2’, et ВВ’ 
en b,b”,. Nous constatons que le point 6,b’, est en avant du point 
6,2’,, donc le point 3,3”, est caché, et il en est de même pour 
tous les points de la droite DD’ placés du même côté que 2,2’, 
par rapport à mm’. Ainsi toute la région de la droite DD’ qui est 
à droite de mm’ est cachée en projection verticale, celle qui est 
& gauche est vue. 

Avec cette hypothèse des deux plans de projection transpa- 
rents, on devra faire la ligne de terre en ligne de construction, 
ou encore ne pas la marquer. 


Ш. — CAS PARTICULIERS. 


99. 一 Exemple I. 一 Intersection d'un plan avec une ver- 
воще. 

Се problème a déjà été résolu, quand nous avons déterminé 
un point d’un plan connaissant une projection de ce point (60). 


100. — Exemple II. — Le plan est déterminé par ses deux 
traces (fig. 80, pl. 4). 

Nous dirons, comme dans exemple général, le plan projetant 
horizontalement la droite coupe premièrement la trace horizon- 
tale du plan au point hh’, deuxièmement la trace verticale du 
plan au point vv’, et par suite le plan donné suivant hvh'v’ qui 
à son tour rencontre la droite donnée au point demandé тт’. . 

101. — PONCTUATION. 一 Proposons-nous ici de représenter 
le système formé par la droite, le plan donné opaque et les deux 
plans de projection également opaques, en profitant de ce que 
nous connaissons les traces du plan. 

Premièrement, les traces du plan sont vues tout entières, 
comme nous l'avons déjà reconnu en étudiant le plan. Il nous 
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reste donc à établir la ponctuation de la droite par rapport au 
plan donné, et par rapport aux plans de projection. 

Occupons-nous d’abord de la projection horizontale. La verti- 
cale 6 coupe la droite au point bb’ et la trace verticale du plan, 
et par suite le plan au point vv’. Donc le point bb’ de la droite 
est caché en projection horizontale par le point vv’ du plan. Il en 
résulte que toute la région mb jusque Pinfini à droite est cachée 
par le plan. D'ailleurs à gauche du point a, la droite est cachée 
par le plan horizontal. Donc am est la seule région vue en pro- 
jection horizontale. 

Passons maintenant à la projection verticale. La perpendicu- 
laire au plan vertical X” coupe la droite en aa’, le plan en kk’, 
donc le point @ est vu en projection verticale, et il en est de 
même pour toute la région à gauche de т’. Cette même région 
étant aussi en avant du plan vertical, elle reste vue dans le sys- 
tème que nous voulons représenter. 


102.— Exemple III. — La construction ordinaire ne réus- 
sit pas. 

Dans cet exemple (fig. 54, pl. 4), le plan projetant horizonta- 
lement G coupe АА’ et BB’ au mème point, la construction est . 
donc en défaut. 

Choisissons alors le plan projetant verticalement la droite, il 
coupe BB’ dans les limites de l’épure, mais il ne rencontre pas 
АА’ dans les limites de l'épure. 

Il peut alors se présenter deux cas, ou bien A’ et С’ ne sont 
pas parallèles, et alors on remplace АА’ par une autre droite du 
plan, ou bien, comme nous Рауопз supposé dans la figure, A’ et 
C’ sont parallèles, et alors la construction réussit parfaitement. 

Le plan projetant verticalement С’ coupe BB’ en bb’ et AA’ à 
Pinfini. Donc le plan auxiliaire coupe le plan donné suivant une 
parallèle à АА’. menée par bb’. Cette droite bxb'x' rencontre la 
droite donnée CC’ au point demandé mm’, 


103. — Exemple IV.— Intersection d'une droite CC’ et d'un 
plan déterminé par la ligne de terre et un point (fig. 52, pl. 4). 
Nous commencerons par construire une deuxième droite du 
plan. Nous obtiendrons cette droite en joignant le point аа’ à 
un point quelconque de la ligne de terre. Prenons, par exemple, 
la parallèle à la ligne de terre menée par aa’, soit AA’. Le plan 
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est alors déterminé par deux droites AA’ et la ligne de terre BB’ 
et la construction réussit comme à l’ordinaire. 


104. — Exemple V. — La droite donnée est dans un plan 
de profil (fig. 53, pl. 4). 

Le plan projetant horizontalement la droite mn coupe АВА’В’ 
suivant aba b’. Le problème revient donc au suivant, trouver le 
point de rencontre de deux droites contenues dans le même plan 
de profil. Le point cherché est ici pp”, il a été obtenu à l’aide 
d'une projection oblique, parallèle à @za@'a’ (57). 

Pour établir la ponctuation de la droite, on déterminera suc- 
cessivement les points de rencontre de la verticale m et de la 
perpendiculaire au plan vertical m’ avec le plan. 


IV. — EXERCICES. 


103. — 1. Mener par un point une droite s'appuyant sur deux droiles 
données. 

Par le point et l’une des droites, on mène un plan dont on cherche 
l'intersection avec l’autre droite donnée; en joignant ce point au point 
donné, on aura la droite demandée. 

106.—2. Mener une parallele a une droile donnée s'appuyant sur deux 
droites données. 

Par l’une des droites, on mène un plan parallèle à la direction don- 
née; puis on cherche l'intersection de ce plan avec la deuxième droite. 
П ne reste plus qu'à mener par ce point une parallèle à la direction 
donnée. 

107. — 3. Construire une parallèle d un plan s'appuyant sur deux 
droites données. 

On considère une droite quelconque du plan, puis on construit une 
parallèle à cette droite s'appuyant sur les deux droites données. On 
peut également couper les deux droites par un plan quelconque parallèle 
au plan donné, et joindre les deux points ainsi obtenus par une ligne 
droite. Comme on le voit, ce problème présente une infinité de solu- 
tions. 

108.— 4. Construire une droite s'appuyant sur trois droites données. 

Par un point de l’une des droites et l’une des deux autres on mène 
an plan dont on cherche l'intersection avec la troisième droite. En joi- 
gnant le point ainsi obtenu au premier point choisi arbitrairement, on 
aura la droite demandée. Ce problème, comme le précédent, présente 
encore une infinité de solutions. 


CHAPITRE II 


I. 一 INTERSECTION DE DEUX PLANS. 


109. — D’une manière générale, pour trouver un point de 
intersection de deux surfaces SS,, on coupe ces deux surfaces 
par une troisième surface auxiliaire z, elle coupe les deux sur- 
faces données, suivant deux lignes Cc,, dont le point commun 
M est le point demandé. 

En répétant cette construction un certain nombre de fois, on 
aura autant de points que l’on voudra de l'intersection I de 
deux surfaces 5 et S,. 

Il reste alors à choisir les surfaces auxiliaires, de telle maniér 
que la détermination des lignes c et С, soit aussi simple que pos 
sible. 


110, — Vans le cas de deux plans, l'intersection étant une 
ligne droite, il nous зи га d'en déterminer deux points. Comme 
surface auxiliaire, nous choisirons chaque fois un plan, et de plus, 
autant que possible, un plan perpendiculaire à l’un des plans de 
projection. 

Parmi ces plans, nous pourrons choisir en particulier un plan 
projetant une droite de l’un des plans, ou bien un plan parallèle 
à l’un des plans de projection, ou enfin, suivant les circons- 
tances, les plans de projection eux-mêmes. Ces différents choix, 
rentrant toujours dans la méthode générale, dépendent bien 
entendu de la nature des données. 

Soit par exemple (fig. 8%, pl. 5), AA’.BB’ les deux droites qui 
déterminent le premier plan, CC’, DD’, celles qui déterminent le 
second plan. 

Prenons comme plan auxiliaire le plan projetant horizontale- 
ment С; il coupe АВА’В’ suivant aba’b’ et le plan CDC’D’ suivant 
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la droite CC’ elle-même, nous avons donc en yy” un premier 
point de l'intersection. 

Si maintenant nous prenons comme plan auxiliaire le plan 
projetant horizontalement D, il coupera d’abord le plan CDC'D 
suivant la droite DD’ elle-même, et le plan АВА’В’ suivant 
a,b,4',b',, ce qui nous donne en 83’ up deuxième point de P'in- 
tersection. 

En résumé, y3y'3' est intersection dumandée. 

Comme vérification, cette droite étant contenue simultané- 
ment dans les deux plans, elle doit rencontrer toutes les droites 
des deux plans donnés; par exemple elle rencontre AA’ en ах’, et 
BB’ en 6. 


111. — Remarque. 一 Cette manière de procéder revient à 
celle-ci: pour trouver un point de l'intersection de deux plans, 
on cherche Pintersection d’nne droite de l’un des plans avec 
l'autre plan. 


112. — Si la construction ne réussissait pas avec les plans que 
nous avons choisis, on pourrait choisir les plans projetant hori- 
zontalement A et B, ou encore les quatre plans projetant vertica- 
lement les quatre droites. Si même avec toute cette variété de 
plans auxiliaires, les constructions na pouvaient réussir, on re- 
courrait au procédé général, dans lequel le plan auxiliaire étant 
assujetti à la seule condition d’être perpendiculaire à l’un des 
plans de projection, ce plan peut alors être choisi arbitrairement 
de manière à faire toujours réussir la construction. 

L’avantage que présentent les premiers plans indiqués est que 
l'intersection de chaque plan auxiliaire avec l’un des plans donnés 
est toute truuvée, de telle sorte qu’on n’a à construire que P'in- 
tersection de ce plan auxiliaire avec l’autre plan, 


ПЦ. — PONCTUATION. 


113. 一 Proposons-nous de représenter dans cette épure le 
système des deux plans supposés opaques et prolongés indéfini 
ment, les deux plans de projection étant transparents. 

Premièrement, chaque plan pris isolément étant vu tout en- 
tier, dans le système des deux plans opaques, leur intersection 
est vue tout entière. En effet, soit M un point quelconque de 
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l'intersection, le rayon visuel qui part de ce point rencontre le 
système des deux plans en deux points confondus en M, et qui 
par suite sont vus tous les deux. 

Il nous reste alors à établir la ponctuation de chaque droite de 
Pun des plans par rapport à l’autre plan, la limite entre les par- 
ties vues et cachées se trouvant d’ailleurs sur Pintersection des 
deux plans donnés. 

Une seule opération suffira pour établir complétement cette 
ponctuation. Considérons, par exemple, la verticale qui s'appuie 
sur AA’ et CC’, elle rencontre AA’ en аа’ et CC’ en cc’; nous 
constatons alors que, en projection horizontale, le point аа’ de 
AA’ est vu, tandis que le point cc’ de CC’ est caché. Alors toute 
la région de AA’, qui est du même côté que a par rapport à a, 
est vue en projection horizontale, tandis que toute la région de 
С, qui est du même côté que c par rapport à y, est cachée. 

Pour avoir maintenant la ponctuation de B, considérons le 
point de rencontre de BB’ avec AA’, ce point aura évidemment 
la même ponctuation pour les deux droites AA’BB’. Dans notre 
exemple, ce point est vu; donc toute la région de B qui est à 
gauche de 8 est vue en projection horizontale. 

On procédera de la même manière pour D et pour la projection 
verticale. 


Ш. — CAS PARTICULIERS. 


114.— Exemple I.— Intersection de deux plans déterminés 
chacun par ses traces. 

Ici les plans auxiliaires les plus simples qui se présentent 
sont les plans de projection. 

Coupons, par exemple, les deux plans donnés par le plan 
horizontal, nous obtiendrons les deux traces horizontales PoRf 
(fig. 55, pl. 5) qui se rencontrent en hh’. Ce point hh' sera préci- 
sément la trace horizuntale de l’intersection des deux plans. 

Si maintenant, nous prenons comme plan auxiliaire le plat 
vertical, nous trouvons les traces verticales P,<R,f qui se ren- 
contrent еп vv’. 

Ce nouveau point vv’ est la trace verticale de l'intersection, et 
enfin hvh'v' est l’intersection elle-même. 


115. — PONCTUATION. — Comme dans cette épure, nous avons 
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les traces des plans, nous allons nous proposer de représenter le 
système des deux plans donnés et des deux plans de projection 
supposés tous opaques et prolongés indéfiniment. 

Occupons-nous d’abord de l'intersection ; en supposant les 
deux plans de projection transparents, elle serait vue tout en- 
tière, mais comme 115 sont opaques, en projection horizontale 
Во sera vue jusque l'infini à droite, et en projection verticale 
v’h’ sera vue jusque l'infini à gauche. 

Passons maintenant à la ponctuation des traces. La limite de 
la ponctuation pour ces différentes droites se trouve sur Рицег- 
section des deux plans. D'ailleurs on n’a pas ici à tenir compte 
des plans de projection, puisque nous avons reconnu que les 
deux traces d’un plan étaient complétement vues. 

La verticale В, par exemple, rencontre le plan R8R, en 683“ et 
le plan PaP, en bb’, donc le point В du plan RSR, est caché en 
projection horizontale par le point bb’ du plan PaP,. Il résulte 
de lá que la portion Af jusque l'infini à droite est cachée. Ainsi 
le plan R2R, est caché à droite de l’intersection, c’est donc que 
le plan PaP, est vu de ce côté, et par suite la portion ha jusque 
l'infini à gauche est cachée aussi. 

On procédera de la même manière en projection verticale, en 
tenant compte, par exemple, des points de rencontre de la per- 
pendiculaire au plan vertical 8“ avec les deux plans donnés. 

Les plans de projection étant supposés opaques, la ligne de 
terre sera marquée en trait plein. — 

Dans cet exemple, nous avons pris comme plans auxiliaires 
les plans de projection, parce que nous connaissions les inter- 
sections des plans donnés avec ces deux plans de projection. 
D’une manière générale, il faudra voir si, d’après la disposition 
des données, une droite de l’un des plans rencontre une droite : 
de l’autre plan, parce que ce point fait alors partie de l’intersec- 
tion. De même, il faudra voir si une droite de l’un des plans est 
parallèle à une droite de l’autre plan, parce que dans ce cas on 
connaitra la direction de intersection. Il suffira donc de cher- 
cher un seul point de l’intersection. Nous aurons l’occasion d’ap- 
pliquer ces remarques dans les exemples qui vont suivre, comme 
on aurait pu le faire dans le dernier exemple. 


116. — Exemple II. — Intersection de deux plans ayant 
deux traces de même nom parallèles entre elles. 
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Soit les deux plans PaP,, R&R, (fig. 56, pl. 5), dont les traces 
horizontales sont parallèles entre elles, l'intersection est alors 
parallèle à ces deux traces. Nous avons d’ailleurs un point de 
l'intersection, c’est le point de rencontre vv’ des deux traces ver- 
ticales. Il suffit donc, pour avoir l’intersection des deux plans, 
de tracer l'horizontale de Рип des plans passant par le point vv’. 

Si les traces verticales des deux plans étaient parallèles entre 
elles, on aurait comme intersection la ligne de front passant par 
le point de rencontre des deux traces horizontales. 

Bien entendu, si dans les deux projections les traces de même 
nom des deux plans étaient parallèles entre elles, on n’aurait pas 
à chercher l’intersection des deux plans, puisque dans ce cas les 
deux plans seraient parallèles entre eux. 


117, — Exemple ITI.—Intersectton de deur plans coupant 
la ligne de terre au méme point. 

Soit les deux plans PaP,, ВоВ, (fig. 87, pl. 5). Le point aa’ est 
évidemment un premier point de l'intersection, il suffit alors 
d’en déterminer un deuxième. 

Remarquons ici que le point аа’ est donné simultanément par 
les deux plans de projection, nous devons 0026 employer de 
nouveaux plans auxiliaires différents des premiers. Dans l'épure, 
on a pris le plan horizontal H, d’où on déduit le point mm’. 
Ainsi mzm'a’ est l'intersection des deux plans. 


118. — Exemple IV. — Intersection de deux plans paral- 
lèles à la ligne de terre et déterminés par leurs traces. 

L’intersection est elle-même parallèle à la ligne de terre, il 
suffit donc d’en trouver un point. Les plans de projection de 
même que les plans parallèles aux plans de projection donnent 
chaque fois le même point à l'infini. Nl faut donc revenir au pro- 
cédé général qui consiste à couper par un plan simplement per- 
pendiculaire à l’un des plans de projection. 

Coupons, par exemple, les deux plans PP,RR, (fig. 58, pl. 5) 
par le plan SyS,, qui est perpendiculaire au plan vertical. 

On en déduit le point mm’, par lequel il faut mener une paral- 
lèle à la ligne de terre. 


119. — Exemple V.— Infersection de deux plans parallèles 
à la ligne de terre et déterminés par deux droites dans le 
même plan de profil. 


CAS PARTICULIERS. 4£1 


Commencons par construire deux droites de chaque plan, par 
exemple des parallèles à la ligne de terre menées par les quatre 
points aa’, bb’, cc’, dd’ (fig. 59, pl. 5), puis coupons les deux 
plans donnés par un troisième perpendiculaire au plan vertical 
P,. Les deux droites ainsi obtenues 2326“, ydy'3' se rencontrent 
en pu” qui est un point de l'intersection. Il ne reste plus qu’à 
mener par ce point une parallèle à la ligne de terre. 


120. 一 REMARQUE. — Le point de rencontre de l'intersection 
des deux plans avec la ligne de rappel a donne en mm’ le point 
de rencontre des deux droites aba'b', cdc'd’. 


121. — Exemple VI. — Intersection de deux plans ayant 
chacun d'eux ses traces confondues, ces plans coupant la ligne ' 
de terre au même point. 

Soit les deux plans PaP,, RaR, (fig. 60, pl. 3), ax’ est un pre- 
mier point de l'intersection. Pour en trouver un deuxième, cou- 
pons les deux plans donnés par le plan horizontal H,, les deux 
horizontales ainsi déterminées se rencontrent еп mm’; done 
mam'a' est l'intersection demandée. Les deux triangles mvv,, 
a'v'v', sont égaux comme ayant un côté égal 09, = v'v’, adjacent 
à deux angles égaux chacun à chacun. Donc mv est égal ap”, par 
suite ma” est parallèle à vv’. En résumé, la ligne de rappel du 
point m passe par a, et alors 272201“ est dans un plan de profil. 
D'un autre côté, les deux longueurs am, 2711 sont égales entre 
elles, puisqu'elles sont égales toutes deux à vv’; donc aan’ est 
Pintersection du plan de profil avec le premier plan bissecteur. 
G:tte droite est alors perpendiculaireau deuxième plan bissecteur, 
d'où il résulte, comme nous le savions déjà (87), que les deux 
plans PaP,, ВоВ, sont perpendiculaires tous deux au deuxième 
plan bissecteur. | 


122. — Exemple VII. — Intersection de deux plans dont 
les traces de noms contraires coincident. 

Soit les deux plans PaP,, R2R, (fig. 61, pl. 5); ax’ est toujours 
un premier point de l'intersection. Pour en trouver un deuxième, 
coupons les deux plans donnés par le plan horizontal H,. On 
obtient ainsi le point mm’ dont:les deux projections coincident. 

Cette propriété tient à l'égalité des deux triangles mvv'a'p'v”,. 

Donc l'intersection des deux plans mam’a’ est dans le deuxième 
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plan bissecteur. On aurait pu prévoir ce résultat de la manière 
suivante: La trace horizontale P coincidant avec la trace verti- 
cale R,, ces deux droites sont symétriques par rapport au 
deuxième plan bissecteur. 11 en est de même pour la trace hori- 
zontale В et pour la trace verticale P,. Donc les deux plans sont 
symétriques par rapport au deuxième plan bissecteur, et par 
suite, leur intersection est contenue dans ce deuxième plan bis- 
secteur. 


123. — Exemple VIII. 一 Intersection de deux plans 1 
les traces ne se coupent pas dans les limites de l’épure. 

Au lieu d’employer comme plans auxiliaires les plans de pro- 
jection, on prendra ici des plans parallèles aux plans de projec- 
tion, par exemple le plan horizontal le plus haut ou le plus Баз 
dans les limites de l’épure et le plan de front le plus en avant ou 
le plus en arrière dans les limites de l’épure. 

On peut encore chercher la direction de l’intersection, en rem- 
plaçant les deux plans donnés par deux plans parallèles dont les 
traces se coupent dans les limites de l’épure, puis on déterminera 
un point de l’intersection, et par ce point on mènera une paral- 
lèle à la direction trouvée. 


124. — Problème 1. — Mener par un point une droite s’ap- 
puyant sur deux drottes données. 

Par le point et les deux droites, on fait passer deux plans dont 
Pintersection est la droite demandée. Pour trouver cette inter- 
section, il suffit d'en chercher un point, puisqu'on connaît déjà 
le point donné. 


125. — Problème II. — Mener une parallèle à une droite 
donnée s'appuyant sur deux droiles données. 
. Par les deux droites, on mènera deux plans parallèles à la 
direction donnée, leur intersection sera la droite demandée. Ici 
encore, il suffit de chercher un seul point de 18 droite inconnue, 
puisqu’on en connait la direction. 


IV. — POINT COMMUN A TROIS PLANS. 


126. — Soit à trouver le point commun aux trois plans PxP,, 
ВВВ,, SyS, (fig. 62, pl. 8). 
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Pour résoudre cette question, il suffit de déterminer les inter- 
sections de ces plans deux à deux. Soit, par exemple, aba’d’, 
cdc'd’, efe'f ces intersections; comme vérification, ces trois 
droites se rencontrent au même point mm’ qui est le point 
demandé. 


127. — Ponctuation I, 一 Proposons-nous de représenier 
dans cette épure, le système des trois plans donnés et des deux 
plans de projection, ces plans étant supposés tous opaques. 

Occupons-nous d’abord de la projection horizontale. La ver- 
ticale х rencontre les deux plans SyS,, R&R, au-dessus du point 
ax du plan PaP,. Donc le point « du plan PaP, est caché simul- 
tanément par les deux plans R et S. Si alors nous marchons sur 
aP dans le sens aP, en arrivant en e, on traverse le plan y; et 
par suite la droite «P redevient vue par rapport à y, mais elle 
reste cachée par le plan В. Il en est ainsi jusqu’en « qui est le 
point de rencontre de Pa avec le plan В. Donc aP jusque l'infini 
à droite est vue. | 

De même, le point В du plan RGR, est caché par les deux plans 
a et y. En marchant dans le sens BR, nous arrivons en cc’ dans 
le plan y, et alors la droite n'est plus cachée que par le plan a, 
ceci ayant lieu d’ailleurs jusqu’en а. 

Passons maintenant à la trace Sy. Le point y est caché par le 
plan х. A partir de с, la droite Sy est cachée par les deux plans 
a, В jusqu'en e, et à partir de ce point, la droite Sy n'est plus 
cachée que par le plan В. 

Voyons ensuite les intersections des plans deux à deux. En ne 
s’occupant que du système des trois plans, on n’a qu’à établir la 
ponctuation de l'intersection des deux plans par rapport à un 
troisième ; il faudra après cela tenir compte du plan horizon- 
tal. 

Prenons d’abord la droite aba’b’, mm’ est la limite de la pone- 
tuation de cette droite par rapport au plan y, d’ailleurs nous 
avons reconnu que le point аа’ était vu, donc toute la région 
am est vue en projection horizontale. À gauche de а, la droite 
ab est cachée par le plan horizontal, et à droite de m, elle est 
cachée par le plan y. 

De méme, le point cc' étant caché, la droite cd est vue en 
projection horizontale à gauche de т jusque Vinfini. Enfin, le 
point e étant caché, la droite ef est vue en projection horizontale 

于 CARON. — Géom. descrip. élém. 4 
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à droite de m jusque Pinfini. On pourrait d’ailleurs vérifier di- 
rectement à l’aide des verticales d et f que les deux points dd’ 
et ff' sont vus. 

Un raisonnement identique au précédent donnera la ponctur- 
tion de la projection verticale. 


128. — Ponctuation II. 一 Proposons-nous cette fois de 
représenter le trièdre formé par les trois plans «By, ce trièdre 
devant contenir la portion af de la ligne de terre (fig.63, pl.5). 

Nous aurons ici, outre la distinction des parties vues et ca- 
chées, à faire la distinction des parties existantes et des parties 
enlevées, car le trièdre n’est formé que par des portions parfaite- 
ment déterminées des plans donnés. 

Puisque af est la portion de la ligne de terre à l’intérieur 
du trièdre que nous voulons représenter, c'est que a et В sont les 
points de rencontre de la ligne de terre avec des faces utiles du 
trièdre. Autrement dit, les points х et В des deux plans Р et В 
sont conservés. 1l en est de même de toutes les régions voisines 
des mêmes plans jusqu’aux arêtes du trièdre. 

Ainsi aP est conservé dans le sens ae jusqu’en e, puisque 
Paréte ef est dans le plan a, et dans l’autre sens jusque l'infini, 
puisque nous ne rencontrons plus dans ce sens la deuxième arête 
ab du même plan a, le reste est enlevé et se marque en trait 
mixte. De même la région bfP, jusque l'infini est enlevée, et se 
marque en trait mixte. L’aréte ef est donc conservée jusque l’in- 
fini à gauche de т, tandis que Paréte ab est conservée jusqu’à 
l'infini а à droite de т. 

Passons maintenant au plan В. Nous savons d’abord que le 
point В est conservé, par suite cf jusque l'infini à droite est con- 
servée, et il en est de même pour bf jusque l'infini à droite. 

Il résulte de là que la portion de l’arête cd à droite de m est 
conservée, et que la partie conservée du plan Y est contenue dans 
Pangle emc. Ainsi donc ec sera conservée, tandis que yS, est 
tout entière enlevée. 

Nous avons donc à représenter le système des trois angles 
emb, cmb, emc. 

La verticale x rencontre maintenant les deux plans Ву dans 
des régions enlevées, donc le point a est vu en projection hori- 
zontale, et il en est de même de toutes les lignes du plan a dans 
le voisinage du point a; ainsi ea est vue. 
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Le somunet du trièdre étant vu, il en sera de même pour l’arête 
me, du point m jusqu’à la trace horizontale. Au delà de e, cette 
aréte est cachée. | 

La trace horizontale c3 est également vue, puisque les régions 
des plans a et y au-dessus de В sont enlevées. Il en résulte que 
l’arête mc est vue jusqu’au plan horizontal. 

La trace horizontale ce du plan Y est encore vue, puisque les 
régions des plans « et 5 qui se trouvent au-dessus sont enlevées. 

Enfin l’arête mb est vue, puisque les portions conservées des 
deux plans « et В sont vues. 

On procédera de la même manière pour établir la ponctuation 
en projection verticale. 


PONCTUATION D'UN SYSTÈME DE PLANS. 


1284. — Pour établir la ponctuation d'un système de sur- 
faces P, 0, В, S, etc. en projection horizontale, il est néces- 
saire de les couper par une série de verticales. Soit p, q, г, 8... 
les points de rencontre d’une verticale quelconque А avec 
toutes les surfaces. Soit de plus pgrs, l’ordre dans lequel on 
rencontre ces différents points, en descendant sur la verticale A. 
Cela veut dire que le point р de la surface P est vu, tandis que 
tous les autres sont cachés. 

Nous établirons comme principe que si la verticale A se 
déplace, de façon à venir occuper la position В, après avoir tra- 
versé la ligne (PQ), intersection des deux surfaces P et Q, il se 
produit une inversion dans l'ordre des lettres р et q ; c’est-à-dire 
que sur la verticale В, l’ordre des points est maintenant gprs. 


128). 一 Remarque I. 一 Une inversion ne peut se pro- 
duire que sur deux lettres consécutives. Les lettres 58 
peuvent en effet être considérées comme les cotes des diffé- 
rents points. Autrement dit, ce sont des nombres rangés dans 
leur ordre de grandeur. Au moment où il se produit une inver- 
sion, deux nombres de cette suite deviennent égaux; ce sont, 
par conséquent, deux nombres consécutifs. 


128:. — Remarque II. — Lorsque l'inversion se produit 
sur les deux premières lettres, la ligne traversée est vue; dans 
tous les autres cas, elle est cachée. 


= 
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1284. — THÉORÈME. — En représentant le système de 
frois surfaces, soit m un point commun à ces trois surfaces, le 
point m étant vu, simple, et n'appartenant à aucun contour 
apparent, les intersections des trois surfaces deux à deux 
passent par le point m, et forment six rayons alternalirement, 
| vus et cachés. 1 
! Dessinons autour du point т un contour suffisamment petit 
| pour être sûr que chaque surface n admet раз de contour appa- 

rent à l’intérieur de ce contour, et considérons seulement les 
régions de chaque surface à l’intérieur de ce contour, et voi- 
sines du point т dans l’espace. Il en résulte que chaque sur- 
face ne sera coupée par une verticale qu’en un point. 

Soit, par exemple, pgr l’ordre des points sur la verticale A, 
que nous allons faire marcher tout le long du contour (fig. 185, 
pl. 47). Pour arriver en В, la verticale a traversé un rayon que 
nous pouvons supposer vu, puisque le point m est vu lui-même. 
Il se produit alors une inversion surles deux premières lettres, 
ce qui prouve : 1° que la ligne traversée est l'intersection des 
deux surfaces P et 0; 2° que sur la verticale В l’ordre des points 
est арг. 

Pour arriver en C, nous traversons un nouveau rayon. 11 va 
se produire une nouvelle inversion entre deux lettres consécu- 
tives. L'inversion possible aura donc lieu entre q et р, ou bien 
entre p et r. Mais, s’il se produisait une nouvelle inversion 
entre q ef ,م‎ c'est que la ligne traversée serait encore l'inter- 

| section des deux surface 0 et P. Cela est impossible, puisque 

le point т est un point simple, et qu’il n’existe par suite qu’un 
seul arc d’intersection de deux surfaces passant parle point т. 
La seule inversion possible aura donc lieu entre p et r. 

Ce raisonnement nous montre : 1° que le nouveau rayon est 
l'intersection des deux surfaces P et В; % que ce rayon est 
caché; 3° que sur la verticale С, l'ordre des points est grp. 

La démonstration du théorème est maintenant complètement 
terminée, car nous reconnaissons qu’aprés une inversion entre 
les deux premiéres lettres, vient une inversion entre les deux 
derniéres, et inversement. Autrement dit, aprés un rayon vu 
vient un rayon caché, et réciproquement, aprés un rayon caché, 
on rencontre un rayon vu. 

Continuons de vérifier le théorème sur la figure 185, planche 17. 

Le troisième rayon rencontré est nécessairement l’intersec- 
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tion des deux surfaces Q et R; il va se produire une inversion 
entre les deux lettres q et r. 

Comme ces deux lettres sont les premières, la ligne traversée 
est vue, de plus en D l’ordre des points est rgp. 

Les nouveaux rayons sont maintenant connus, et, par suite, 
l’ordre des points sur les verticales E, F est aussi déterminé. 

On a donc successivement sur E l’ordre rpg et prq sur Е, ce 
qui prouve qu'entre D et E Parc (PQ) est caché, puis qu'entre E 
et F l'arc (PR) est vu, enfin, qu'entre F et A Parc (QR) est caché. 

Comme application de ce théorème, nous citerons la ponc- 
tuation d’un nombre quelconque de plans, en supposant que 
ces plans ne passent pas plus que trois par trois par un même 
point, le théorème supposant au maximun trois surfaces pas- 
sant par un même point. . 

Pour établir, par exemple, la ponctuation d'une projection 
horizontale, on considére les traces verticales de tous les 
plans; elles se coupent en un certain nombre de points. Parmi 
tous ces points, on peut toujours en trouver au moins un ad”, 
qui est vu en projection horizontale. Nous dirons alors : par le 
«point 6 passe une intersection de deux plans qui est assuré- 
ment vue en projection horizontale. On dessinera donc cette 
ligne en trait plein jusqu'á un premier point commun á trois 
plans. En ce point, nous appliquerons le théoréme, ce qui nous 
donnera deux nouveaux rayons vus. On continuera de se 
déplacer sur ces nouveaux rayons jusqu'á de nouveaux points 
communs, et on procédera de la même manière jusqu’au 
moment où en se déplaçant toujours par ravonnement sur des 
traits pleins, on ne rencontrera plus de points communs à trois 
plans. À ce moment, on peut dire que toutes les intersections 


restantes sont cachées. 


128..— Exemple 1. — Représenter le système des deux plans 
PaP,, RBR,, opaques, illimités, les plans de projection étant 
eux-mêmes opaques et illimités (fig. 186, pl. 17). 

Les intersections des plans deux à deux sont: 1° hvh’v’, inter- 
section des plans P et В. 

2° Pa, intersection du plan P et du plan horizontal; 

3° ВВ, intersection du plan В et du plan horizontal; 

4° Pix, intersection du plan P et du plan vertical, enfin; 

5 R,B, intersection du plan R et du plan vertical. 
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Pour établir la ponctuation de la projection horizontale, nous 
considérons les traces verticales de tous les plans, ce sont les 
droites Pix, В.В, ху. Elles se coupent aux points vv’, aa’, ВВ’. 
Parmi ces trois points, ev’ est vu en projection horizontale, car 
la verticale о ne coupe tout le système qu’en ov’ et en un autre 
point sur la ligne de terre, au- dessous du premier. 

Nous dessinons donc en trait plein la ligne qui passe par © 
jusque l'infini à droite, et à gauche, jusqu’au point hh’. Ce point 
étant commun à trois plans, nous marquons hf caché, ВР vu, 
le prolongement de йо à gauche caché; ensuite AR vu, et enfin 
ha caché, la ponctuation est alors complète en projection hori- 
zontale. | 

Pour la projection verticale, le point Ah’ est assurément vu, 
donc Aio est vu depuis l’infini à gauche jusque v’. Ensuite 2'8' 
est caché, v’P, est vu, puis A'v' est caché à droite de v'. Le rayon 
suivant, v'P, est vu, enfin v'« est caché. 

Il reste à marquer la ligne de terre en trait plein, parce 
qu'elle représente les plans de projection vus par la tranche. 

Exemple II. — Représenter le système des trois plans 
PaP,, ВВВ., SySs, opaques, illimités, les plans de projection 
étant eux-mêmes opaques et illimités (fig. 187, pl. 18). 

Les différentes intersections des plans deux à deux sont figu- 
rées dans le tableau suivant : 


PR aba'b' PH Ра ВУ Ri 
RS cdc'd’ РУ Pa SH Sy 
SP efe'f RH RS SV Si 


‚ Les traces verticales des plans se coupent en bb’, dd’, ff", aa’, 
ВВ’, yy’. Parmi tous ces points, le point dd’, par exemple, est vu 
en projection horizontale. Donc de est vue depuis l'infini à 
gauche jusqu'au point т, qui est le point commun aux trois 
plans PRS. Il en résulte que mb est caché jusque l'infini à droite, 
puis que mf est vue. Le rayon suivant, mc, est caché jusque 
l'infini. Nous rencontrons ensuite le rayon vu ma, et nous arri. 
vous enfin au rayon caché те. 

Marchons maintenant sur le trait plein ma, et arrétons-nous 
en ce point а, qui est encore un point commun à trois plans, 
P,R et H. Les rayons vus sont : am, aP, аВ, les trois autres 
rayons étant cachés. 
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En continuant de se déplacer sur les traits pleins md, mf 
aP, aR, on ne rencontre plus de points communs à trois plans 
donc toutes les autres lignes sont cachées, c’est ce qui a liet 
pour la droite Sy, qui est cachée tout entiére. 


Passons maintenant à la ponctuation de la projection verti 
cale. Les traces horizontales des plans se coupent en аа’, cc’, 
ee’, aa’, BG’, уу’. Parmi tous ces points, le point aa’ est assuré- 
ment vu en projection verticale. La droite a'b' est donc vue 
depuis Pinfini à droite jusqu’en mm’. Le théorème nous donne 
comme rayons vus, m/f’, m'd', les trois autres, т’с’, m'b', m'e’ 
étant cachés jusque l'infini. 

Déplacons-nous sur le trait plein m'd' jusqu’au point dd’, qui 
est commun aux trois plans R, S, V, on en déduit les rayons 
vus фт’, d'f', d'R,, les trois autres étant cachés jusque l'infini. 

Revenons enfin au point f’, soit par d'f', soit par m/f’, et 
appliquons une dernière fois le théorème en ce point qui est 
commun aux trois plans P S V. Nous trouvons ainsi, comme 
dernier trait plein, le rayon f’P,. 

Cette façon d'envisager la ponctuation d'un système de sur- 
faces nous permet de reconnaître très rapidement le nom de la 
surface que l’on voit en un point quelconque, après avoir mené 
une seule verticale. 

Soit, par exemple, la verticale À, choisie arbitrairement dans 
le plan vertical. Ses points de rencontre avec tous les plans se 
trouvent sur leurs traces verticales; il en résulte que l’ordre 
des points, sur cette verticale particulière, est pshr. 

Pour passer de la région А à la région В, on traverse la 
ligne Rf, intersection du plan R8R,, et du plan horizontal, il se 
produira donc une inversion entre h et r, de telle sorte que sur 
la verticale В, l’ordre des points est-psrh, ce qui prouve que la 
ligne traversée est cachée. 

Le même raisonnement s'appliquera pour toutes les autres 


régioris. 

A pshr Е rsph Г rphs M phrs 
В psrh Е rshp ل‎ rpsh № phsr 
С sprh G rhsp K prsh О hprs 
D srph Н rhps L prhs О hrps 
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Les différents traits pleins dessinés forment un certain 
nombre de contours, à l’intérieur desquels on voit successive- 
ment les différents plans. 

Ainsi, d’après le tableau précédent, le plan P se voit dans l'in- 
térieur du contour Pamf; puis le plan R se voit dans le con- 
tour Ramd; ensuite le plan 5 est vu dans l'angle dmf. Enfin, on 
voit le plan horizontal dans l’angle Pak. 

Dans la figure 188, planche 18, on a indiqué ces résultats en 
remplissant chaque région avec des horizontales en projection 
horizontale, et des lignes de front en projection verticale, du 
plan vu dans cette même région. 

La même marche s'applique évidemment à un nombre quel- 
conque de plans, mais il faut avoir soin de ne jamais suivre 
que des traits pleins, le théorème n’étant pas toujours appli- 
cable évidemment à un point commun à trois plans, lorsqu’on 
y arrive par une ligne cachée. 


У. — EXERCICES. 


4. Étant donné six points de l'espace, construire un tétraédre dont les 
arêtes passent respectivement par ces six points. Compter le nombre des 
solutions. 

2. Étant donné quatre points, mener respectivement par ces quatre 
points quatre plans parallèles entre eux et équidistants, ou dont les dis- 
tances soient entre elles dans des rapports donnés. Nombre des solutions. 

3. Représenter une droite, un plan, une droite et un plan, ou un sys- 
tème de plan dans l'hypothèse suivante. Le plan horizontal est la limite 
du sol dont la profondeur au-dessous du plan horizontal est infinie. Le 
plan vertical est la limite d'un mur dont l'épaisseur derrière le plan 
vertical est infinie. Le sol, le mur, la droite et les plans étant de mème 
substance. Ou encore la droite et les plans étant de substance différente 
de celle du mur et du sol. 

4. Employer comme plans auxiliaires, pour trouver l'intersection de 
deux plans, les deux plans bissecteurs des dièdres formés par les plans 
de projection. 
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INTERSECTION DE DEUX POLYÈDRES 


CHAPITRE PREMIER 


I. — DÉFINITIONS. 


129. -- Un polyèdre est un solide limité par des plans. 

La portion de chacun de ces plans qui convient pour le po- 
lyédre s’appelle une face du polyèdre. Cette face est limitée à un 
contour polygonal dont les cétés sont les intersections de la face 
considérée avec toutes les faces adjacentes, enfin ces différents 
côtés sont les arêtes du polyédre. 

La surface d’un polyèdre est l’ensemble des surfaces de toutes 
les faces du polyèdre; nous appellerons intersection de deux 
polyèdres, la ligne commune aux surfaces des deux polyèdres. 

L’intersection de deux polyèdres sera donc un polygone gauche, 
dont les côtés sont donnés par les intersections des faces du pre- 
mier polyèdre avec les faces du second, et dont les sommets sont 
les points de rencontre des arêtes de l’un des polyèdres avec les 
faces de l’autre. 

Il résulte de là deux méthodes pour trouver l’intersection de 
deux polyèdres ; dans la première on cherche les côtés du poly- 
gone, dans la deuxième on détermine directement les sommets. 

Nous emploierons la première méthode dans le cas général de 
l'intersection de deux polyèdres quelconques, et la deuxième 
dans le cas particulier des prismes et des pyramides. 


130. — Remarque I. — Tout mobile assujéti à rester cons- 
tamment sur la surface d'un polyèdre, et se trouvant à un mo- 
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ment donné à l’intérieur d'une face, reste encore un certain 
temps dans la même face. 


131.— Remarque II. — Tout mobile assujéli à rester cons- 
tamment sur la surface Фит polyèdre, et se trouvant а un 
moment donné sur une aréte du polyédre, peut se déplacer arbt 
trairement dans l’une ou l'autre des deux faces qui se coupenz 
suivant Varéte considérée. 


II. — INTERSECTION D'UNE PYRAMIDE ET D'UN PRISME. 


EXEMPLE PARTICULIER. — Avant d'expliquer d’une manière 
générale la marche à suivre pour trouver l'intersection de deux 
polyèdres, nous allons étudier un exemple simple. 


132. — Soit à trouver l'intersection de la pyramide Sahe, 
S'a'b'c' et du prisme defd,e,f,, defd',e'.f”, (fig. 64, pl. 6). 

Choisissons la face Sab, S'a'b' de la pyramide et la face df 
d,f,, d'f d',f', du prisme, puis cherchons l'intersection de ces 
deux plans. | 

En les coupant par le plan horizontal, nous trouvons aba’b’ et 
dfd'f” qui se coupent en хх. Coupons ensuite les deux mêmes 
faces par un deuxième plan auxiliaire, par exemple par le plan 
horizontal d',. Ce plan auxiliaire coupe la face Sab suivant une 
parallèle à ab menée par le point 5, et la face dfd,f, suivant 
д.8’... Nous obtenons donc en ¢,’, un deuxième point de 
l'intersection. Donc aa,, a'a', est l'intersection des deux plans 
considérés. La partie de cette droite aa, contenue à l’intérieur 
des deux faces Sab, dfd,f, se réduit à mn. En effet, en marchant 
dans le sens mn, arrivé en n, on sort de la face dfd,f,, tandis 
qu’en marchant dans le sens nm, arrivé еп m, on sort de la face 
Sab. 

Proposons-nous de parcourir le polygone dans le sens mn. ملآ‎ 
point # étant à l’intérieur de la face Sab et sur le contour de la 
face dfd,f, conservons la face Sab, et remplacons la tace du 
prisme par la face adjacente ded,e,. 

Le point n est déjà un point de Pintersection des deux nou- 
velles faces, puisque c’est le point de rencontre de l’arête dd de 
la face ded,e, avec la face Sab. 11 suffit donc de trouver un 
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deuxién3 point de cette intersection. Nous l’avons obtenu dans 
Pépure, en coupant les deux faces considérées par le plan hori- 
zontal, се qui donne ab et de et par suite le point 68’. Done 
gng'n' est intersection des deux faces Sab, ded,e,. La partie 
utile de cette droite se réduit à non’o’. 

Le point oo’ est ici à l’intérieur de la face ded,e,, et sur le 
contour de la face Sab, nous conservons alors la face ded,e, du 
prisme, pour remplacer la face Sab de la pyramide par la face 
adjacente Sbc. | 

Comme précédemment, nous connaissons un point 00’ de l’in- 
tersection des deux nouvelles faces; pour en trouver un deuxième, 
nous avons coupé les deux faces par le plan horizontal d”,, qui. 
nous donne le point 1:7. Donc oy,0’y’, est Pintersection des 
deux nouvelles faces. Nous n’avons pas pris ici comme plan 
auxiliaire le plan horizontal de projection, parce qu’il donnait 
un point y en dehors des limites de l’épure. 

La partie utile de cette intersection est opo'p'. Nous constatons 
alors que le côté suivant est donné par les deux faces 506, S'b'C”, 
afd,f,, d'f'd',f',. Nous connaissons deux points de cette intersec- 
tion: 4° le point pp’ qui est l’intersection de l’arête dd, avec la 
_face Sbc; 2° le point тт’ qui est Pintersection de l’arête SbS'b’ 

avec la face dfd,f,, d'f'd',f',. Donc pmp'm' est le dernier côté du 
polygone. 

En résumé, mnopm, m'n'0'p'm' est le polygone d'intersection. 


Dans Vépure, nous avons représenté uniquement le polygone 
Tintersection. П est donc vu tout entier dans les deux projec- 
tions, puisque tous les sommets sont contenus dans le premier 
diédre. Quant aux arétes des polyédres, elles sont marquées en 
trait mixte, puisqu’elles ne font pas partie de l’objet qu’on repré- 
sente. 

Généralisons maintenant ces constructions, et appliquons-les 
à deux polyèdres quelconques déterminés par les projections de 
tous leurs sommets. 


Ш. 一 CAS GENERAL, 


133. 一 Pour trouver l'intersection de deux polyèdres, nous 
commencerons par former le tableau de toutes les combinaisons 
des {aces du premier polyédre avec les faces du second. Pour 
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cela, écrivons sur une ligne horizontale les noms des faces du 
premier polyèdré, et sur une ligne verticale les noms de toutes 
les faces du deuxième polyèdre. Le carré commun à une colonne 
verticale et à une bande horizontale figure l’une quelconque des 
combinaisons. 





Nous éliminerons ensuite de ce tableau toutes les combinai- 
sons que Гоп peut reconnaitre inutiles sans le secours d’aucune 
construction. Une combinaison ne peut être utile, que si une 
partie de lintersection des deux faces se trouve simultanément 
dans ces deux faces. 

Il taut donc : 

1° Que les deux faces présentent une partie commune en рго- 
jection horizontale ; 

2 Que les deux mêmes faces présentent une partie commune 
en projection verticale ; 

3° Enfin, en supposant même lexistence des deux parties 
communes en projection horizontale et en projection verticale, 
il faut en outre que ces deux parties communes se correspondent 
par des lignes de rappel. 

Ces trois conditions sont nécessaires pour que la combinaison 
puisse être utile, mais assurément elles ne sont pas suflisantes. 


Soit donc az l’une quelconque des combinaisons qui restent 
dans le tableau après avoir éliminé toutes les combinaisons re- 
connues inutiles. | 

Nous chercherons l'intersection de ces deux faces, en les con 
sidérant comme des plans illimités, déterminés chacun par les 
arêtes qui limitent ces faces; ces arêtes étant à leur tour consi- 
dérées comme des droites illimitées. 
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Nous voici done ramenés au problème connu de Pintersection 
de deux plans déterminés chacun par deux droites. 

Soit I (fig. 65, pl. 6) la droite d’intersection des deux plans a 
et a. La portion de I qui fait partie du polygone d'intersection, 
c'est la portion mz contenue simultanément à l’intérieur des 
deux faces a et а. 

Il est bien évident que pour trouver cette partie utile mn, оп 
peut regarder soit la projection horizontale, soit la projection 
verticale, car en appelant 2074“ la partie ие en projection ver- 
ticale, mm’ et nn’ sont nécessairement des lignes de rappel. 

Ainsi mn, m'n' est un premier côté du polygone d'intersection; 
les deux points mm’, nn’ sont deux sommets consécutifs du poly- 
gone d'intersection. Nous inscrirons mn dans la division corres- 
pondante du tableau. 

Si la droite I n’avait pas présenté de partie utile, nous aurions 
supprimé la combinaison Ga du tableau pour en essayer une 
autre quelconque, et l’on continuerait de même, jusqu’au mo- 
ment où l’on trouverait une partie ие. 


Proposons-nous maintenant de trouver le deuxième côté du 
polygone d'intersection. Dire deuxième côté suppose évidemment 
qu’un mobile parcourt le polygone d'intersection dans un sens 
déterminé, et rencontre successivement tous les côtés dans un 
certain ordre. 

Supposons donc ici, qu’un mobile se déplace sur le polygone 
dans le sens mn, en partant du point m. Ce mobile décrivant le 
polygone d’intersection est assujetti à rester constamment sur les 
surfaces des deux polyèdres. 

Arrivé еп п, le mobile se trouve à l’intérieur de la face ره‎ il est 
donc obligé dy rester encore un certain temps, autrement dit le 
deuxième côté du polygone est contenu dans le plan a. D'ail- 
leurs, nous arrivons en 7 sur le contour de la face a, donc par 
rapport au premier polyédre,le mobile peut passer arbitrairement 
dans l’une ou l’autre des deux faces qui se coupent suivant Paréte 
AB. Soit b la face adjacente à a, et ayant pour aréte commune 
avec @ l’aréte AB sur laquelle se trouve le point п. 

Nous avons donc actuellement deux combinaisons possibles 
ах, ba. Or ax est précisément la dernière combinaison employée; 
donc le deuxième côté du polygone d’intersection est nécessaire- 
ment donné par la combinaison ba。 
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Nous déterminerons alors Pintersection des deux plans b, a, 
soiten les coupant par deux plans auxiliaires, soit en les coupant 
par un seul plan auxiliaire, parce que Pintersection des deux 
plans bx doit nécessairement passer par le point 2. Nous limite- 
rons ensuite celte droite comme nous avons limité I. Le point 
п sera d’ailleurs l’une des limites de ce deuxième côté. Puis 
nous déduirons de cette opération la combinaison qui donne 
le troisième côté, et nous continuerons 311151 jusqu’au moment 
où nous reviendrons au point de départ. 


On reconnaitra que l’on arrive au point de départ, lorsque la 
combinaison nouvelle sera formée : 4° de la face a, 2° de la face 
adjacente à a, et ayant pour aréte commune avec a Paréte sur 
laquelle se trouve le premier sommet m. 

Arrivé à cette dernière combinaison, il se présentera deux 
vérifications, puisque le dernier côté doit passer à la fois par le 
dernier sommet trouvé et par le premier sommet m. 

Ainsi pour les côtés intermédiaires, on peut se contenter d’une 
seule opération, et pour le dernier côté on peut rigoureusement 
se passer de toute espèce de construction. 

Malgré cela, on fera bien de temps en temps de déterminer 
deux points d’un ou plusieurs côtés, de manière à compenser les 
erreurs commises en ne vérifiant pas séparément tous les côtés. 

Nous venons ainsi de former un premier polygone d’intersec- 
tion et dont tous les côtés sont inscrits dans le tableau. On véri- 
fiera alors s’il ne reste pas dans le tableau quelques combinaisons 
non employées. S’il reste des combinaisons, on essaiera l’une 
quelconque d’entre elles, et l’on pourra former de cette manière 
un, deux ou plusieurs polygones d’intersection. 

Dans tous les cas, on devra continuer les essais jusqu’à épui- 
sement complet de toutes les combinaisons du tableau. 


184. — Remarque I. 一 Nous avons dit, en formant le рге- 
mier polygone,que l’on continuait les opérations jusqu’au moment 
où l’on revenait au point de départ, parce que, en général, il en 
est ainsi. En effet, les polyèdres pris séparément n’ayant qu’un 
nombre limité de faces م‎ et p,, il n’y a en tout que p><p, com- 
binaisons possibles. 

Cependant le polygone peut ne pas 86 fermer quand les deux 
polyèdres admettent une face commune, ou bien quand les deux 
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polyèdres s'étendent à l'infini, auquel cas on peut encore dire 
qu’ils ont une face commune à l'infini. Il arrive alors que le 
polygone d'intersection reste ouvert, et se termine à la face com- 
mune. 

Placons-nous dans cette hypothèse d’une face commune; nous 
partirons comme précédemment d’une combinaison quelconque 
Ga, puis nous continuerons jusqu’au moment où nous arriverons 
à ces deux faces communes, et alors le polygone s’arrêtera. 

Pour trouver le reste du polygone, nous reviendrons au point 
de départ et nous marcherons dans le sens 2m pour arriver en- 
core une fois dans ce nouveau sens aux deux mêmes faces com- 
munes. 

Si par hasard on retombait sur deux autres faces communes, 
c'est qu’il y aurait un deuxième polygone non fermé. 

135. — Remarque II. — Pour définir la combinaison qui 
donne le deuxième côté, nous nous sommes appuyés sur ce fait 
que le point % était à l’intérieur de la face « et sur le contour de 
la face a. Supposons comme cas particulier (fig. 67, pl. 6) que le 
point n se trouve à la fois sur les contours des deux faces. Nous 
avons alors comme combinaisons possibles az, a3, bx, b3, en 
appelant 5 et В les faces adjacentes à @ et x passant par п. Le 
point # est alors un sommet commun à deux polygones d’inter- 
section, en supposant que les quatre combinaisons donnent lieu 
à quatre combinaisons utiles. 

Il taudra donc essayer l’une de ces combinaisons, fermer s’il 
y a lieu le polygone correspondant et revenir à l’une des deux 
combinaisons non employées en $. 

On peut énoncer ce cas en disant que deux arêtes se ren- 
contrent. fl contient celui de la remarque précédente, puisqu'il 
suffit pour cela de supposer que les deux faces b et В coincident. 

136. — Remarque III. —Lorsque les deux polyèdres ont un 
sommet commun, le nombre des côtés aboutissant à ce sommet 
peut s'élever áp><p,, р et رم‎ étant le nombre des faces des 
deux angles polyèdres qui ont même sommet. 

137. 一 Remarque IV. — Dans la recherche d’un polygone 
d’intersection, il faudra profiter de toutes les faces perpendicu- 
hires à l’un ou l’autre des plans de projection, et ne pas oublier 
qu’il est inutile d’employer des plans auxiliaires pour toutes les 
combinaisons dans lesquelles entrent ces faces particulières. 

ll sera même avantageux quelquefois, d'employer ces mêmes 
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faces pour plans auxiliaires dans des combinaisons contenant des 
faces adjacentes. 

On simplifiera généralement les constructions, quand les par— 
ticularités précédentes ne se présentent pas, en employant deux 
plans auxiliaires parallèles entre eux, et autant que possible les 
mêmes plans auxiliaires pour toutes les combinaisons. En etfet, 
si les plans auxiliaires sont parallèles entre eux, leurs intersec- 
tions avec une même face sont parallèles entre elles; donc, si 
pourdéterminer la première il faut en chercher deux points, pour 
déterminer la deuxième, il suffira d’en chercher un seul point. 

D'un autre côté, si l’on conserve toujours les deux mémes 
plans auxiliaires pour toutes les combinaisons, l'opération faite 
pour la face @ dans la combinaison az sera toute faite pour la 
même face а dans la combinaison aj. 


137,.— Remarque V. — La partie utile de l’intersection 
de deux faces n’est pas toujours comprise entre les sommets 
qui limitent cette droite, sauf lorsqu’on a des polyédres con- 
vexes. Ainsi (fig. 189, pl. 18), soit asb a'sb', a,s,b, a'15,0"1, les 
faces de deux pyramides illimitées. Pour mettre en évidence 
les parties utiles de ces deux faces, nous avons rempli l’inté- 
rieur de chacune delles avec des hachures paralléles. Soit de 
plus I l'intersection de ces deux faces, la partie utile de cette 
droite va de т jusque l'infini à gauche, pour reprendre de l'in- 
fini à droite jusque n. 

La partie utile pourrait aussi se composer de plusieurs seg- 
ments distincts, c’est ce qui a lieu dans la figure 190, planche 18, 
‚ Où la partie utile se compose de deux segments mn, uv. 

Lorsque ce fait se présente, on continue de déterminer le 
premier polygone, en marchant de т vers п, où on détermine 
le côté suivant; puis, lorsque ce premier polygone est fermé, 
on reprend uv comme origine d’un nouveau polygone, à moins 
qu’on ait eu l’occasion de rencontrer cette droite uv en conti- 
nuant le premier polygone, même en passant par l'infini, comme 
cela s’est présenté dans l'exemple précédent. 


137; — Remarque УТ. — Il n'est pas toujours nécessaire 
d'essayer toutes les combinaisons qui restent, lorsqu’on a 
fermé un certain nombre de polygones d'intersection, après 
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avoir reconnu toutefois que les deux polyèdres n’ont pas de 
faces dans le même plan. 

Remarquons, en effet, que dans le passage d’une case à une 
autre dans le tableau des combinaisons des faces du premier 
polyèdre avec toutes les faces du second, on se déplace, soit 
dans une tranche horizontale, soit dans une colonne verticale. 

Cela tient à ce que deux combinaisons consécutives admettent 
toujours une face commune. Par conséquent, la marche d'une 
case à une autre est analogue à la marche de la tour dans le 
jeu d’échecs. 

Supposons donc qu'après avoir déterminé un certain nombre 
de polygones, en supprimant chaque fois la case correspon- 
dante du tableau, on soit arrivé au résultat indiqué dans 8 
tableau suivant : 





dans lequel les cases marquées d'un X ont été employées ou 
reconnues inutiles. 

Dans ces conditions, on peut supprimer toutes les combi- 
naisons qui restent, en supposant encore une fois qu’il n’existe 
pas, dans ces combinaisons, deux faces dont les plans sont 
confondus et pouvant donner lieu à des polygones ouverts, 
lesquels pourraient se réduire à un seul côté. 

Partons, par exemple, de la case af. Dans la tranche hori- 


¿ontale, il n’y a plus de case libre, et dans la colonne verticale 
J. CARON. 一 Géom. descrip. élém. 5 
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il n’y en a qu'une, donc la case n° 1 est inutile, puisqu’une case 
ne peut-être utile que s’il existe deux chemins permettant d’y 
arriver. | 

Оп en déduit que la case n° 2 est également inutile, et ainsi 
de suite des autres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. 

Dans le tableau que nous avons choisi, les cases inutiles sont 
angées en diagonale, mais elles pourraient occuper d’autres 
positions, l’ordre abcdef ou aBydep étant tout à fait arbitraire. 

Il faut alors, pour que ce raisonnement soit applicable, qu'il 
existe au maximum deux cases vides dans une colonne verticale 
ou dans une tranche horizontale quelconque. Il faut, de plus, 
qu’une colonne et une tranche particulières admettent une 
seule case vide. 


IV. — INTERSECTION D'UN CUBE ET D'UN PRIS ME, 


138. — Trouver l'intersection du cube abcda,b,c,J,, a’b’c'd’ 
a’,b’,c’,d’, et du prisme hexagonal régulier efghk!, e’fg'h'k1 
(fig. 66, pl. 6). | 

Nous ne nous occuperons pas pour le moment de la construc- 
tion de ces deux polyèdres, c’est-à-dire que nous les supposerons 
donnés tous deux par leurs projections. 

Formons d’abord le tableau de toutes les combinaisons des 
faces du cube et des faces du prisme, et supprimons toutes les 
combinaisons inutiles. 
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Partons ensuite de l’une quelconque des combinaisons qui 
restent, par exemple bcb,c, et hk. Nous profiterons ici de ce que 
la face Ak est horizontale; elle rencontre cc,c’c’, en mm’ et 
b,c,d',c”, en ах. 

L'intersection des deux faces est donc mxm’a’, sa partie utile 
est mnm’n’. 

Ргорозопз-л.лаз de parcourir le polygone dans le sens mn. 

Le sommet n étant à l’intérieur de la face bcb,c,, nous reste- 
rons encore dans cette face; mais le mobile n étant sur le con- 
tour de la face №, il faut passer dans la face adjacente hgh’g’. 

Ainsi le deuxième côté est Pintersection des deux 12065 bcb,c, 
et hg. 

Nous connaissons un premier point de cette droite, c'est le 
point 1; pour en trouver un deuxième, coupons les deux faces 
considérées par un plan auxiliaire, par exemple le plan horizon- 
tal g’. Ce plan coupe les deux faces suivant By et g, ce qui donne 
en 0 un deuxième point de Pintersection; no est donc cette 
intersection, de plus Ro en est la partie utile. La combinaison 
suivante est bcb,c,, gf. Pour trouver un deuxième point de Pin- 
tersection de ces deux faces, nous les couperons par exemple 
par le plan a’b’c’d’ qui est perpendiculaire au plan vertical. Ce 
plan auxiliaire nous donne d’un côté bcb’c', de l’autre r2r’s’ et 
par suite le point рр. Le troisième côté du polygone d'intersec- 
tion est donc opo’p’. 


La combinaison suivante est formée des deux faces abcd et fg; 
l'intersection correspondante est 3r, sa partie utile se réduit à pr. 

Il faut alors choisir les deux faces abcd et ef. Ces deux faces 
étant perpendiculaires au plan vertical, leur intersection est 
également perpendiculaire au plan vertical, et sa partie utile se 
réduit a ТТ. . 


Arrivés ici, nous pouvons éviter toute espèce de construction, 
en prolitant de ce que les deux polyèdres sont symétriques par 
rapport au plan de front a, et en même temps par rapport au 
centre du cube. Nous obtenons alors, comme intersection, pre- 
mièrement le polygone mnoprr,p,o,n,, deuxièmement le poly- 
gone PVO POT у . 


П reste maintenant quatre combinaisons non employées dans 
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le tableau, en les essayant successivement, on reconnait qu’elles 
ne donnent aucune partie utile. 


139. — Ponctuation. — Proposons-nous, dans cet exemple, 
de représenter le systeme des surfaces opaques des deux po~ 
lyédres. (Nous reviendrons plus tard sur les différentes combi- 
naisons de surfaces ou de solides que l’on peut former avec deux 
polyèdres.) | 

ll convient avant tout d'établir la ponctuation de chacun des 
polyèdres pris séparément. 


Commençons, par exemple, par le cube. Ge polyèdre n’étant 
coupé par une ligne droite qu’en deux points, il a toujours son 
contour apparent vu. On appelle contour apparent d’un polyédre 
le polygone formé par un certain nombre d’arêtes, et à l’inté- 
rieur duquel se trouvent les projections de toutes les autres 
arêtes. | 

Ainsi cbb,a,d,dc est le contour apparent horizontal du cube. 
Tous les points de la surface du cube se projettent horizontale- 
ment à l’intérieur du contour apparent. Toute verticale ayant 
son pied à l’intérieur du contour apparent horizontal coupe le 
cube en deux points. Si la verticale avait son pied en dehors du 
contour apparent elle ne couperait plus le cube. Enfin la verti- 
cale ayant son pied sur le contour apparent, elle ne rencontre 
le cube qu’en un seul point. C’est pour cette raison que le con- 
tour apparent est toujours vu lorsque le polyèdre comme ici 
n'est coupé qu’en deux points par une droite. 

Il nous reste à faire la distinction des parties vues et cachées 
pour les arêtes à l’intérieur du contour apparent. Nous y arrive- 
rons rapidement dans cet exemple en remarquant que les deux 
sommets 0 et с, sont sur une même verticale, et que le sommet 
с, se trouve au-dessus de a. Donc les trois arêtes C,b,, C,C, Cid, 
sont vues en projection horizontale, tandis que les trois arètes 
aboutissant au sommet 6 sont cachées. 

En résumé, les trois faces c,cbb,, c,cdd,, C,b,a,d, sont vues en 
projection horizontale, et les trois autres sont cachées. 

Pour plus de commodité, nous avons marqué dans le tableau 
les faces vues avec le signe 十 et les faces cachées avec le 
signe —. 

En projection verticale, le contour apparent vertical c'c',a',a' 
est vu. L'aréte d’d’, étant en avant de Paréte b’b’, est vue en pro- 
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jection verticale et cache b’b’,. Il n’y a donc que les deux faces 
cc,bb,, aa,bb, qui soient cachées en projection verticale; nous 
les marquerons dans le tableau avec le signe —. | 


Passons maintenant au prisme. Le contour apparent horizon- 
tal gl est vu, les deux arêtes h et k étant au-dessus des arêtes € 
et f sont vues aussi; donc les trois faces gh, hk, kl sont vues en. 
projection horizontale, tandis que les trois autres faces If, fe et 
60 sont cachées. 

On reconnaitra de même qu’en projection verticale, les deux 
faces gh et gf sont seules cachées. 

Ce travail effectué, nous pouvons maintenant nous occuper du 
système des deux polyèdres. 


140. — RÈGLE I. 一 En représentant le système des sur- 
faces des deux polyèdres, tout côté du polygone d'intersection 
est vu, lorsqu’ti est donné par deux faces vues, en considérant 
les polyèdres isolément. 

En effet, soit ab un côté du polygone d'intersection correspon- 
dant à deux faces vues, et m un point quelconque de Paréte ab. 
Le rayon visuel qui aboutit au point m peut rencontrer le рге- 
mier polyèdre en d’autres points que le point m, mais tous ces 
points sont au delà de т par rapport à Pobservateur. 

De même ce rayon visuel rencontre le deuxième polyèdre en 
d’autres points qui sont au delà dem, puisque par hypothèse 
ab est donné par des faces vues. Donc le point m est encore vu 
dans le système des deux polyédres, puisqu’il est toujours le plus 
rapproché de l’observateur. 

Il est bien évident, au contraire, que si l’une des faces était 
cachée en considérant chaque polyèdre séparément, le côté serait 
caché. Il en serait de même si les deux faces étaient cachées. 

Pour appliquer celte règle, nous n’aurons qu’à donner dans le 
tableau le signe + à toute division correspondant à une colonne 
et à une bande affectées toutes deux du signe +, et le signe 一 
à toutes les autres. 


141. — RÈGLE IT. 一 Toute aréte primitivement vue d'un 
polyèdre, aboutissant à un sommet vu du polygone d’intersec- 
lion, reste vue dans le voisinage de ce point. Au contraire, une 
aréte primilivement vue d’un polyèdre aboutissant à un sommet 
caché du polygone d'intersection est cachée par le second po- 
lyèdre dans le voisinage du point. 
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142. — RÈGLE Ш. — En représentant le système des deux 
surfaces, cela veut dire que ces surfaces sont conservées complé- 
tement, il en résulte alors que la surface de l’un des polyédre 
à l’intérieur de l’autre reste conservée, mats est généralement 
cachée. 

Appliquons ces deux nouvelles règles à notre exemple. | 

L’arête e du prisme est cachée primitivement en projection 
horizontale, donc elle reste cachée tout entière. Il en est de | 
même pour l’aréte f. 

L’aréte و‎ primitivement vue pénètre dans le cube par le point 
O qui est vu; elle reste donc vue à gauche de о. De 0 á o,, elle est 
cachée à l’intérieur du cube, puis elle sort du cube par le point 
w, qui est caché; elle reste donc cachée jusqu’au moment où elle 
sort du contour apparent du cube. 

L’aréte h vue primitivement coupe le cube en deux points vus, 
donc elle n’a de cachée que la partie ñnp,, contenue dans le cube. 

Rappelons ici que s’il y a superposition de traits, les traits 
pleins se marquent avant tous les autres. 

La ponctuation des deux arêtes k et | est la même que celle 
de h et g à cause de la symétrie. 

L’aréte b,a, primitivement vue rencontre le prisme en , qui 
est vu, donc la portion 0,7, est vue aussi. De =, à a,, cette aréle 
est cachée à l’intérieur du prisme. 

L’arête a,7, part de l’intérieur du prisme o' elle est cachée, 
sort du prisme par le point = qui est vu et redevient vue de > 
en 4. 

L’arête d,d qui est hors du contour apparent du prisme reste 
vue. 

L’aréte dc pénètre dans le prisme par le point p, qui est caché, 
donc cette aréte est d’abord vue, puis cachée à l’intérieur du 
contour apparent du prisme, ensuite de p, en c elle est cachée 
aussi, mais à l’intérieur du prisme. 

L’aréte cb est d’abord cachée de c en р à l’intérieur du prisme, 
puis elle sort du prisme par le point p qui est caché, et par suite, 
elle reste cachée jusqu’au moment où elle sort du contour appa- 
rent du prisme. 

L’aréte bb, reste vue, puisqu’elle est hors du contour apparent 
du prisme. 

Le sommet С, étant 311-1685115 du prisme reste vu, il en est de 
même des arêtes partant du point С, jusqu’à leurs points de ren= 
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contre avec le prisme quand il y en a, ¢,m, C,b,, C.d, restent 
donc vues. 

Quant aux arêtes partant du point 0, elles sont toutes trois 
cachces. 

En projection verticale, l’arête ee’ du prisme était primitive- 
ment vue, elle pénètre dans le cube par le point »’ qui est vu 
pour en sortir par le point 7,1’, qui est vu aussi. Donc 1”,v est la 
seule région cachée. 

L'aréte ff’ est cachée de v, еп 7". 

L’aréte gg’ reste cachée tout entière. 

L’argte hh’ est cachée de قرام‎ 2 

L’a‘éte kk’ rencontrant le cube en deux points pp’, 2,7’, vus 
118 les deux, la région n',p” est la seule cachée. 


, EnfinTaréte И’ rencontre le cube aux deux points vus w'w, 0,0'4. 


Donc la région w'o”, est la seule cachée. 
Il nous reste maintenant à examiner ce qui passe pour le cube. 
_L’aréte cc,c'c', rencontre le prisme en mm’, donc cette aréte 
est cachée dans la région m'c' à l’intérieur du prisme. 

De même les arêtes c’b’, c'd’ sont cachées à l’intérieur du cube 
depuis le point cc’ jusqu'aux points pp’, p,p',, mais Paréte c'd' 
sortant du prisme par un point vu redevient vue de p,p’, jus- 
qu’en dd’. 

L'aréte ada'd' qui ne rencontre pas le prisme reste vue tout 
entière, de sorte qu’on n’a pas à s’occuper de aba'b’. 

La ponctuation des deux autres lignes de contour apparent se 
déduit de la précédente, en tenant compte de la symétrie par 
rapport au centre. 

Enfin Paréte dd, qui est en avant du prisme reste vue en pro- 
jection verticale. 


У. — INTERSECTION DE DEUX PYRAMIDES. 


143. 一 Représenter le système de deux pyramides solides 
reposant par leurs bases sur le plan horizontal. 

Soit les deux pyramides Sabcd S'a'b'c'd', S,efgS',e'f'g’ (fig. 63, 
pl. 6). 

Formons d’abord le tableau des combinaisons des faces des 
deux pyramides, 


> 
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puis supprimons les combinaisons manifestement inutiles. 

Au lieu de partir maintenant d’une combinaison tout à fait | 
arbitraire, profitons du fait que nous connaissons déjà un point 
016 

Le point т, par exemple, appartient aux deux faces Sab, S,ef; 
pour trouver un deuxième point de l'intersection de ces deux 
faces, nous les coupons par un plan auxiliaire; soit le plan hori- 
zontal H,, il donne des parallèles à ab et ef menées respective- 
ment par В ets, d’où l’on déduit le point ри’. L’intersection des 
deux faces Sab, S,ef est donc my, m’z’, et sa partie utile se ré- 
duit à mn, тт. 

La combinaison suivante est composée des deux faces Sbc, 
S,ef, nn’ est un premier point de l’intersection de ces deux faces, 
nous en avons un deuxième enw’ à Pintersection des traces 
horizontales des deux mêmes faces. Donc nn’; est Pintersection 
des deux faces considérées, sa partie utile est поп’о’. Le côté 
suivant est donné par les deux faces Sbc, S,fg, nous le détermi- 
nons à l’aide du point 00’ et du point de rencontre des deux traces 
horizontales ww’. La partie utile est opo’p’. 

Enfin le dernier côté pgp'g” est donné par les deux faces Scd, 
S,fg, il est déterminé par le point pp’ et par le point de rencontre 
des deux traces horizontales gq’. La combinaison suivante est 
abcd, efg, elle est formée de deux faces identiques, donc le 
polygone s'arréte en qq’. D'ailleurs, si nous marchons en sens 
contraire, arrivés en mm’, la combinaison suivante est encore 
abcd, efg, donc le polygone s’arréte encore en mm’. 

Quant aux combinaisons qui restent, elles ne donnent que le 
contour de la face commune. 
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144. — Ponctuation. — Nous allons nous proposer ici dC 
représenter le système des deux pyramides sohdes et de même 
substance. 

Commençons comme toujours par établir la ponctuation de 
chaque pyramide prise séparément. 


La pyramide Sabcd a ses deux contours apparents vus. La 
verticale s'appuyant sur ada'd' et SbS’b' rencontre cette dernière 
droite en un point qui est au-dessus du point de rencontre avec 
la première ; donc l’arête sb est vue en projection horizontale, 
tandis que ad est cachée. П en résulte que 56 est vue. 

De même, en projection verticale, Paréte Sd étant en avant est 
vue, tandis que l’arête Sb est cachée. 


La pyramide S,efg a également ses contours apparents vus. 

La verticale qui s'appuie sur ي5‎ et eg rencontre S,f au-dessus 
du point d'intersection avec eg, donc Paréte S,f est vue en pro- 
jection horizontale, tandis que eg est cachée. 

En projection verticale, l’arête S,e est seule cachée, car le point 
ee’ est caché par un point de fgf'g’. 

Pour résumer, les faces vues en projection horizontale sont 
Sa, Sbc, Sed, S,ef, S,fg, et les faces vues en projection verticale 
sont Sad, 506 


145. — RÈGLE I. — Un côté du polygone d'intersection est 
vu lorsqu'il est donné par deux faces vues; dans les autres cas, 
sl est caché. En appliquant cette règle, nous reconnaissons que 
la projection horizontale du polygone d’intersection mnopgq est 
vue tout entière, tandis qu’en projection verticale, la région p'q' 
est la seule vue. 


146. 一 RÈGLE II. 一 La surface de l’un des polyèdres con- 
tenue dans l’autre polyédre n'existe plus, puisqu'elle ne sépare 
plus deux milieux de nature différente; donc toutes les portions 
d’arèles contenues dans ces régions sont marquées en trail 
œixte. Ici nbn'b”, pcp'c', mbm'b', bcb’c’, cac'q', ofo'f”, тт, 
faf'a sont donc marquées en trait mixte. 

147. 一 REMARQUE. — Une fois qu’une arête doit être mar- 
quée en trait mixte, on n’a plus à s'occuper de savoir si elle est 
vue ou cachée, puisque ce trait mixte représente une ligne qui 
actuellement n’existe plus matériellement. 
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148, — RÈGLE Ш. — Une aréte d’un polyèdre aboutissant à 
un point vu du polygone d'intersection est vue dans le voisi- 
nage de ce point; si au contraire elle aboutissail à un point 
caché, elle serait également cachée dans le voisinage du point. 

Ainsi, ab qui est vue primitivement pénètre dans la pyramide 
S, par le point m qui est vu, donc am est vue. 

De même, la portion dg de de reste vue. Sa continuant à for- 
mer un contour apparent est vue. Sb vue primitivement pénètre 
dans la pyramide 5, par un point vu, donc Sn est vue; de même 
Sp et Sd restent vues. Enfin ad reste cachée tout entière. 

Pour la pyramide $, ет,94, S,e, S,0,S,g sont vues, et eg reste 
cachée. En projection verticale, S'a' reste vue comme contour 
apparent, S'b' primitivement cachée reste cachée de S' an’, et 
S'c' aboutissant au point vu pp’ reste vue jusqu’à ce point. 

Quant à l’arête S'd' qui est vue primitivement, elle reste vue, 
car elle est en avant de la pyramide §,. 

L’aréte S’,e’ reste cachée tout entière. 

L’aréte S’,f , aboutissant au point o’ qui est caché, reste cachée 
à l’intérieur du contour apparent de la pyramide S’, enfin Paréte 
S',y' reste vue comme contour apparent. 








CHAPITRE If 


I. — SECTION PLANE DES POLYEDRES. 


149.—La méthode que nous venons d’indiquer pour la détermi- 
nation de Pintersection de deux polyédres peut servir également 
pour la détermination d’une section plane. On commencera dont 
par chercher l'intersection d'une face du polyèdre avec le 1 
sécant, à l’aide de deux plans auxiliaires quelconques; puis on 
prendra la partie utile de cette droite, c’est-à-dire la région 
contenue dans la face considérée, et on en déduira la face qu 
donne 16 côté suivant. En continuant de cette manière, on re- 
viendra au point de départ. On essaiera successivement toutes les 
autres faces, et l’on pourra former un ou plusieurs polygones 
d'intersection. 

On aura soin de vérifier si par hasard il n'existe pas de faces 
perpendiculaires aux plans de projection, parce qu'il sera facile 
alors de trouver les côtés correspondants. De même on profitera 
de Pexistence de faces parallèles dont les interseclions avec le 
plan sécant sont parallèles entre elles, ou bien encore de faces 
passant par une même droite et dont les intersections avec le 
plan sécant se rencontrent au même point. 


Nous verrons plus tard á propos des changements de plans, 
une méthode plus commode pour la détermination d'une section 
plane. L'un des avantages de cette méthode est que les faces 
utiles sont toutes mises en évidence, et Pon n'aura à faire que 
les opérations rigoureusement nécessaires. 


il. — SECTION PLANE D'UN DODECAEDRE RÉGULIER. 


150. — Soit Je dodécaédre abcdea,b,C,d,e,a3202,3 7,2 ,04, 
défini par les projections de tous ses sommets et le plan TOT 
(fig. 69, pl. 6). 
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La trace horizontale du plan sécant rencontre l’arête aba'b' ay 
point mm’ qui est un premier sommet du polygone d’intersec- 
tion. Or Paréte aba’b’ appartient à la face 60832: nous aurons 
donc un premier côté du polygone d’intersection donné par cette 
face. En profitant de cette remarque, nous n’aurons aucun essai 
‚ à faire pour trouver un premier côté du polygone. 

Déterminons un deuxième point du premier côté, et pour cela 
coupons le plan sécant et la face ab83,4 par un plan auxiliaire, 
par exemple, le plan horizontal h’. 

Nous avons d'un côté l’horizontale hh’ du plan sécant, de 
Pautre 2508“, ce qui nous donne le point ff’. Donc mfm'f' est 
l'intersection cherchée; quant à sa partie utile, elle se réduit à 
nn. | 

Nous nous trouvons en # sur le contour dela face @b33,a; il faut 
donc la remplacer par la face adjacente bfe,yc. Le point # est un 
premier point du nouveau côté; pour en trouver un deuxième, 
coupons le plan sécant et la face par le plan horizontal, ce qui 
nous donne d’un côté TO, de l’autre bc, et par suite le point kk’. 
Donc kn est l'intersection cherchée, et sa partie utile se réduit 
à no. 

Nous passons alors dans la face 8 .رقم يءر6‎ En coupant cette 
face et le plan sécant par le plan horizontal h’,, nous avons d’un 
côté d,e,, de l’autre l'horizontale h’,, et par suite le point W’; 
olo'l’ est donc le nouveau côté, et sa partie utile se réduit à 
opo’p’. 

La face adjacente est maintenant @,e,«,~a,, elle nous donne le 
point gg’ à l’aide du plan horizontal h’,. Donc pqp’q’ est le nou- 
veau côté du polygone. 

On continuera de la même manière jusqu’à ce qu’on soit revenu 
au point de départ. 

L'opération sera compiète, car le polyèdre étant convexe, il ne 
peut être coupé par un plan que suivant un seul polygone. 


151. — Ponctuation. 一 Proposons-nous, dans cet exemple, 
de représenter la surface opaque du dodécaédre au-dessous du 
plan sécant. 

Commençons par établir la ponctuation du dodécaèdre pris 
isolément. 

En projection horizontale, le contour apparent a3,Br,ya;SBiey:a 
est vu. Il en est de même de la face supérieure 08,6066, et par 
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suite des arétes &,au, DiBas CY1, 4,31, 612, aboutissant à cette face 
supérieure. Quant aux autres arêtes, elles sont toutes cachées. 

En projection verticale, toutes les arêtes sont marquées en 
trait plein, parce qu’elles sont toutes doubles. 

La région au-dessous du plan sécant étant la même que la 
région derrière le plan, il en résulte que l'intersection est vue 
tout entière en projection horizontale comme en projection ver- 
ticale. 

Il est facile de reconnaître que le sommet aa’ du polyèdre est 
au-dessus du plan, donc il appartient à une région enlevée du 
polyédre; il en résulte que si nous parcourons les arêtes du 
polyédre en partant du sommet a, de manière à arriver au poly- 
gone d'intersection, toutes ces régions d’arétes parcourues sont 
enlevées. | 

Ainsi ат, Av, da, «8, 8,8, Bo, Pn, Yi Vito el, eth, YiCs 6461, 
bs, bir, 0.41, :6و‎ d,€,, e,p,, e,q sont enlevées et par suite sont 
marquées en traits mixtes, en projection horizontale comme en 
projection verticale. Quant aux autres arêtes, elles conserveraient 
leur même ponctuation si on supposait le polyèdre solide. 


Ici, nous nous sommes proposé de représenter sculement la 
surface opaque du dodécaédre; il en résulte que les arêtes pri- 
mitivement cachées redeviennent vues à l’intérieur du polygone 
d'intersection dans les deux projections, 


-一 -一 


CHAPITRE Ш 


I. 一 INTERSECTION D’UNE DROITE ET D'UN POLYEDRE, 


152. — Pour trouver l'intersection d’une droite et d’un polyédre 
quelconque, on fait passer par la droite un plan dont on construit 
le polygone d’intersection avec le polyèdre. 

Les points de rencontre de ce polygone avec la droite sont les 
points demandés. 

Parmi les plans auxiliaires passant par la droite, il sera en 
général préférable de prendre l’un des plans projetants de la 
droite. De plus, il ne sera pas toujours nécessaire de construire 
complétement le polygone d’intersection. En effet, pour que le 
point de rencontre d’une droite avec une face d’un polyèdre soit 
Рип des points de rencontre de la droite et du polyèdre, il faut 
nécessairement que le point trouvé soit à l’intérieur de la face. 
П faut donc : 4° que la droite traverse la face considérée en pro- 
jection horizontale; 2° que la droite traverse la même face en 
projection verticale, et plus généralement, il faut qu’il en soit 
de même dans une projection quelconque; 3° en supposant les 
deux conditions précédentes remplies, il faut en outre que 5 
deux régions de la droite contenues dans les deux projections 
de la face se correspondent par des lignes de rappel. 

Il est bien entendu que ces conditions sont nécessaires, sans 
pour cela être suffisantes. 


II. — INTERSECTION D'UNE DROITE ЕТ D’UNE PYRAMIDE. 


153. — Si au lieu d’un polyèdre quelconque, nous avons une 
pyramide, il est possible alors par un choix convenable du plan 
auxiliaire, de réduire le polygone d’intersection à sa plus simple 
expression; de telle sorte qu’on n’effectuera que les constructions 
strictement nécessaires pour trouver /es points d'intersection, 
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Prenons en effet comme plan auxiliaire un plan passant par la 
uroite et par le sommet de la pyramide, puis cherchons la trace 
de ce plan SF sur le plan de base P de la pyramide (fig. 70, 
pl. 6). Soit f cette droite, elle rencontre la base de la pyramide 
aux deux points mn, et par suite le plan auxiliaire coupe la 
pyramide suivant les deux droites Sm, Sn, qui à leur tour ren- 
contrent la droite donnée aux deux points demandés MN. 

Il est évident que les deux points MN sont utiles, car les points 
mn étant pris le premier entre a et b, le second entre с et d, il 
en résulte que les deux droites Sm, Sn sont à l’intérieur des deux 
faces Sab, 364; donc il en est de même des points M et М. 

La même méthode pourrait s'appliquer au cas d’un prisme, 
en choisissant comme plan auxiliaire un plan parallèle aux aréte” 
du prisme et passant par la droite donnée. 


CHAPITRE IV 


I. --- INTERSECTION DE PRISMES ET DE PYRAMIDES. 一 
PÉNÉTRATION. — ARRACHEMENT. 


154. 一 Jusqu’à présent, nous avons trouvé les polyzones 
d’intersection de deux polyèdres en déterminant les côtés de ces 
polygones. Nous allons nous proposer maintenant d’appliquer la 
deuxième méthode, qui consiste à chercher les sommets, au cas 
particulier où les polyèdres sont des prismes ou des pyramides. 

Les sommets du polygone d’intersection sont, comme nous 
l'avons dit, les points de rencontre des arêtes de l’un des po- 
lyèdres avec les faces de l’autre. 

Nous allons donc ici chercher successivement les points de 
rencontre des arêtes de chaque pyramide avec les faces de l’autre 
pyramide. | 

Les plans auxiliaires passeront par les sommets des aeux pyra- 
mides, et en tournant autour de ja droite qui joint les deux 
sommets pourront contenir successivement toutes les arêtes des 
deux pyramides. 

Étant donné l’un de ces plans auxiliaires passant par une aréte 
de la première pyramide, il sera nécessaire, pour appliquer la 
construction précédente, de construire sa trace sur le plan de 
base de la deuxième pyramide. 

Nous remarquons alors : 

4° Que les traces de tous les plans auxiliaires sur les deux 
plans de base passent par deux points fixes qui sont les points 
de rencontre de la ligne des sommets avec les deux plans de 
base ; 

2° Que les deux traces d’un même plan auxiliaire sur les deux 
plans de base rencontrent l'intersection des deux plans de base 
au méme point. 

Assurément ces deux remarques ne sont pas nécessaires pour 
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la construction de Гёриге, mais elles simplifient tellement la 
construction en général, qu'il serait préférable quelquefois de 
changer les plans de base afin de pouvoir s’en servir comme 
nous allons le faire immédiatement. 


Soit, par exemple, les deux pyramides Sabc, S,def (fig. 74, 
pl. 7). Nous commencerons par chercher les deux points de ren- 
contre de la ligne des sommets SS, avec les deux plans de base. 
Soit ,جه‎ ces deux points. Soit de plus XX, lintersection des deux 
plans de base. 


155,—Remarque. 一 La figure que nous allons continuer est 
par exemple la projection horizontale d’une épure dont la pro- 
jection verticaic a servi seulement pour déterminer les éléments 
ريمه‎ XX,. La suite du raisonnement s'appliquerait au cas où cette 
même figure représenterait une projection quelconque orthogo- 
pale, oblique ou conique. 


Considérons le plan auxiliaire passant par l’arête Sa, il aura 
pour trace sur le plan de base de la pyramide 5 la droite sa qui 
rencontre XX, en a; donc la trace du même plan auxiliaire sur 
le plan de base de la pyramide 5, est .هيه‎ Cette droite rencontre 
la base de la pyramide S, aux deux points 4,4, et par suite ce 
plan auxiliaire coupe la pyramide S, suivant S,a,, S,4,; nous 
avons donc еп m et ñ deux sommets du polygone d'intersection. 
Ces deux sommets sont les points de rencontre de Paréte Sa avec 
les deux faces S,de, Зе]. 

En prenant de même le plan auxiliaire passant par l’arête Sb, 
nous trouverons les deux sommets 0,7, mais si nous appliquons 
la même construction à l’arête Sc, nous reconnaissons que la 
trace du plan auxiliaire sur le plan de base de la pyramide S, ne 
rencontre plus la base de cette pyramide S,. 


Nous passerons alors aux arêtes de la pyramide S,, et nous 
trouverons comme nouveaux sommets les points q, Y, 8, #. 

Maintenant que nous avons tous les sommets du polygone 
d’intersection, il nous reste à les joindre de manière à former le 
polygone. Pour cela, remarquons qu’à un sommet quelcunque, 
т par exemple, correspondent toujours deux points bien déter- 
minés sur les bases; 001, dans le cas actuel, e: un troisième 
point « sur XX,. Considérons alors ces quatre points comme les 
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sommets d’un quadrilatère articulé dont les côtés passent par les 
points fixes SS,55,. Pendant que le point a décrira la droite XX,, 
_ les deux points аа, se déplaceront sur les bases, et en même 
temps le quatrième sommet m décrira le polygone d’intersection. | 

Pour fixer les idées, donnons le numéro (4) aux positions ini- | 
tiales maa,« de ces quatre sommets ou mobiles, puis faisons 
marcher l’un d'eux, «(1), pouren déduire les positions successives 
de tous les autres. 

Le mobile a marchant dans le sens aX arrive en 9; le point a 
peut venir soit en f, soit en f,, supposons, par exemple, qu’il 
vienne en .ور‎ Quant au point &,, il vient nécessairement en f. Le 
quatrième sommet du quadrilatére est alors le point $. 

Donnons le numéro (2) à ces nouvelles positions des quatre 
mobiles; nous allons vérifier que mt ou (1)(2) est un premier 
côté du polygone d’intersection. 

En effet, les deux faces Sab, S,ef coupées par le plan ous, 
donnent Sa, S,a,, et par suite le point m; puis coupées par le 
plan cye,, elles donnent S/,, S,f, et par suite le point $. 

Donc mt est bien la droite d’intersection des deux faces. De 
plus, mt en est la partie utile; en effet, la méthode employée 
permet d’éliminer tous les points de rencontre d’arétes et de 
faces inutiles, et nous n’avons rigoureusement marqué que tous 
rs sommets utiles. D’ailleurs, on peut vérifier sur la figure que 
mt est bien la région contenue simultanément à l’intérieur des 
deux faces. Dans tous les cas m et € sont les extrémités de la 
partie utile. 

La méthode pour joindre les points étant justifiée, nous allons 
continuer de l’appliquer. 

Le mobile qui était en 9 marche dans le même sens 2+ et 
arrive еп В. Les points fa et f des deux bases viennent nécessai- 
rement en b et b,. Quant au point t, il vient en o, donc to ou 
(2)(3) est le deuxième côté du polygone d’intersection. 

Le premier mobile qui était en В continue jusqu’en à, се qui 
nous donne comme positions correspondantes d,, d et r; or est 
donc le troisième côté (3)(4) du polygone d’intersection. 

Arrivé en 8, le premier mobile ne peut plus continuer dans le 
même sens, puisque s’il continuait, le plan sécant ne couperait 
plus la pyramide S,. C’est pour cette raison qu’on appelle le plan 
e37, un plan limite. 

Ainsi cc est une position limite du plan sécant pour la pyra- 
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mide S,. Le premier móbile va donc marcher en sens contraire. 


du sens précédent et revenir en В. 

Le mobile qui était en 4, revient nécessairement еп 6, ; quant 
à celui qui était еп 4, il peut revenir en b, ou continuer son che- 
min dans le même sens pour aller en b,. Dans la première hypo- 
thèse, on trouverait comme sommet le point 0 que nous avons 
déjà rencontré ; il faut donc rejeter cette hypothèse pour prendre 
la seconde. En résumé, nous mettons le chiffre (5) aux points 
В, b, bs, р, et rp sera le quatrième côté du polygone d’intersec- 
tion. 

Maintenant le premier mobile arrive еп +. Celui qui était en 
b vient en f,; d’ailleurs celui qui était en b, prend une position 
qui n’était pas marquée, et que nous appellerons f,. А priori, 
on pourrait croire que nous avons oublié de déterminer un som- 
met, mais il n’en est pas ainsi, car aucune des deux droites Sf,, 
$: [з n’est une aréte de l’une des deux pyramides. 

Le point correspondant à cette position du plan sécant appar- 
tient cependant à l'intersection des deux polyédres, mais ce n’est 
pas un sommet. 

En résumé, ce point se trouvera compris entre les deux som- 
mets du côté donné par les faces Sab, S,de, et comme il est inu- 
tile de marquer trois points pour déterminer une ligne droite, 
nous sauterons la position о, pour continuer jusqu’en a, ce qui 
nous donnera le cinquième côté рп. 

Nous arrivons de nouveau en exe, à une position limite du 
plan sécant, mais cette fois pour la pyramide 8. 

Le premier mobile va donc marcher en sens contraire et venir 
jusqu’en 3 en passant par-dessus les positions intermédiaires q 
et В qui ne donneraient pas de sommets. Nous obtenons ainsi le 
sixième côté ng, puis on continuera de la même manière, jusqu’à 
ce que l’on soit revenu au point de départ. 

Si après avoir fermé ce premier polygone on reconnaissait 
qu’il existe encore des sommets non employés, il faudrait prendre 
Рип d’eux comme point de départ, et former un nouveau poly- 
gone d'intersection. 


156. — Arrachement. — Pénétration, — En supposant 
les deux pyramides convexes, on dit qu’il y a arrachement, 
comme dans l’exemple que nous avons traité, lorsque des deux 
plans limites, l’un d'eux correspond à une pyramide et l’autre 
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plan a 1autre pyramide. Il en résulte que sur chaque pyramide, 
il existe des arêtes qui ne rencontrent pas l’autre pyramide, et 
l'intersection se réduit à un seul 201750116. Il y a au contraire 
pénétralion, lorsque les deux plans limites correspondent à la : 
même pyramide. Dans ce cas, toutes les arêtes de la pyramide 
comprise entre les deux plans limites rencontrent l’autre pyra- 
mide qui, de son côté, a des arêtes de part et d’autre des deux 
plans limites ne rencontrant pas la première pyramide. 

L’intersection se compose alors de deux polygones que l’on 
appelle, l’un d’eux le polygone d’entrée, et l’autre le polygone de 
sortie. 

11 est inutile d’insister plus longtemps sur cette distinction en 
pénétration ou en arrachement qui, on le conçoit bien, n’avance 
pas beaucoup la construction du polygone commun aux deux 
pyramides. 


IL. — PONCTUATION. 


157. — 1. Système des deux pyramides solides et 6 
nême substance. 

158. — RÈGLE 1. 一 Un c:té du polygone d'intersection est 
vu, lorsqu'il est donné par deux faces vues, en considérant les 
deux polyèdres séparément. 

Supposons, par exemple, que Sab, Sbc, 5,06, S,df (fig. 74, 
pl. 7) soient les faces vues dans la projection que nous avons 
dessinée, mf provenant de S,ef sera cachée, to provenant de Sab 
et 5, /4 est vue, de même or, гр et рп sont vues. Les autres côtés 
sont tous cachés. 

159. — RÈGLE II. — Les portions d’arétes de l’une des py- 
ramides contenues dans l’autre n'existent plus ; donc les por- 
tions mn, op, qr, st sont marquées en traits mixtes. 

160. — RÈGLE III. — Toute aréte primitivement vue, et arri- 
vant à un point vu du polygone d’interseclion, est vue jusqu’à 
ce point. Si au contraire elle aboutit à un point caché, elle est 
cachée avant d'arriver a ce point. 

Ainsi l’arête Sa partant du point 5 aboutit au point п qui est 
vu; donc Sn est vue, elle sort ensuite de la pyramide 5, par le 
point m qui est caché; donc elle reste cachée à partir du point 
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т jusqu’au moment où elle sort du contour apparent de la pyra- 
mide S,. C'est seulement à partir de ce point qu’elle redevient 
vue. 

L’aréte Sb coupe la pyramide $, en deux points vus 0 et р; 
donc les régions Sp et ob sont vues. 

Quant à l’arête Sc, elle ne coupe pas la pyramide S,, mais le 
plan auxiliaire mené par cette aréte est en avant du plan limite 
«5, ; donc Paréte Sc est vue tout entière. 

On opère de la même manière pour les arêtes S,d et S,f. Enfin 
Paréte S,e se trouve dans un plan auxiliaire au delà du plan 
limite vas, ; donc cette aréte peut être cachée par la pyramides, 
et c’est ce qui a lieu ici dans l’intérieur du contour apparent de 
la pyramide 5. 


161. 一 9. Système des surfaces opaques des deux 
pyramides. 

La seule différence qui existe entre cet exemple et le précé= 
dent, c’est que les portions d’arétes mn, op, qr, st (fig. 72, pl. 7) 
qui étaient enlevées, sont maintenant conservées, mais cachées, 


162. — 3. Système des deux pyramides solides et do 
substances différentes, la pyramide S étant plus dense que 
la pyramide S, (fig. 73, pl. 7). 

En vertu de l’impénétrabilité de la matière, il est impossible 
de représenter le système des deux pyramides solides et de sub- 
stances différentes, à moins, comme nous Рауопз fait, d'indiquer 
quelle est la pyramide la moins dense. Cette pyramide sera 
enta: ke pour laisser passer l’autre pyramide. 

La pyramide $, étant entamée , les portions d’arétes gr, st 
seront enlevées; d’ailleurs, la pyramide S restant entière, les 
portions d’arétes mn, op sont conservées, mais cachées. Quant 
au reste, la ponctuation est la même que dans les deux exemples 
précédents. 


163. 一 4, Partie solide de la pyramide 8, extérieure 
& la pyramide 8 (fig. 74, pl. 7). 
164. — RÈGLE 1. — Commençons par établir la ponctuation 


3 —_ 
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du polygone sur la pyramide S, supposée seule et conservée 
tout entière. La région 10121145 est donc vue. 

165. — RÈGLE IT. — Enlevons des arêtes de la pyramide S,, 
ce qui est contenu dans la pyramide 5 ainsi gr et st sont enle- 
vées. 

166.— RÈGLE Ш. 一 Conservons des arêtes de la pyramides, 
la région contenue dans la pyramide S,. Ici, par exemple, les 
portions mn et 02 sont conservées mais cachées. 

167.— RÈGLE IV. — Une partie Sk du polygone d’intersection 
redevient vue comme contour apparent. Dans la région ksgnprok, 
on voit une partie de la face Sac qui est conservée à l’intérieur 
de S,. 

Pour l'indiquer, on remplit quelquefois cette région avec des 
hachures, parallèles par exemple à ab. 


168. — 5. Partie solide de la pyramide 8 extérieure 
à la pyramide 8,. Ce solide a été représenté fig. 75, pl. 7. 


169. —6. Solide commun aux deux pyramides (fig. 76, 
pl. 7). 

170. — RÈGLE I. — Établissons la ponctuation du polygone 
comme dans le système des deux corps solides el de même sub- 
stance, ou sur Pune des pyramides supposée solide seule et 
conservée tout entière. 

171. — RÈGLE II. 一 Conservons avec sa ponctuation primi- 
tive la portion d’aréte de chaque pyramide contenue dans 
Vautre pyramide. 

Ainsi mn, op, gr, st sont conservées et vues. 

172. — RÈGLE Ш. — Les côtés tm, пд, qs du polygone d'in- 
tersection redeviennent vus comme contours apparents. 


173. — 7. Surface de la pyramide 8, extérieure à la 
pyramide 8 (fig. 77, pl. 7). 

174. — RÈGLE 1. — On établit la ponctuation du polygone 
sur la pyramide S, supposée opaque seule et conservée tout 
entière. 

175. — RÈGLE II. — Оп enlève les portions d'arétes de la py- 
ramide S, contenues dans la pyramide S. 

176. — REGLE Ш. — Les arêtes de la pyramide 5 sont enle- 
vées complétement. 
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Dans la région ksgnprok, on voit la face S,ef de la pyramide S,, 
et on Pindique en remplissant cette région avec des hachures pa- 
rallèles à ef. 


17'7.—8. Surface opaque de la pyramide 8 extérieure 
à la pyramide S,. 
Cette surface est représentée figure 78, planche 7. 


178. — 9. Surface opaque de la pyramide 8, contenue 
dans la pyramide $ (fig. 79, pl. 7). 

179. — RÈGLE I. — On établit la ponctuation du polygone 
sur la pyramide $, supposée réduite à sa surface opaque seule 
et conservée tout entière. 

180. — RÈGLE II. — On conserve seulement des arêtes de la 
pyramide S, et avec leur ponctuation primilive, les régions 
contenues dans la pyramides. 

181. 一 RÈGLE Ш. — Les arètes de la pyramide $ sont enle- 
vées complétement. 

182. — RÈGLE IV. — La partie tmkt du polygone d'inter- 
section redevient vue comme contour apparent. 

Dans la région tmkt, on voit la face S,ef à l’intérieur, et on 
Pindique en remplissant cette région avec des hachures parallèles 
à ef. 


183.— 10. Surface opaque de la pyramide 8 contenue 
dans la pyramide S,. 
On a représenté cette surface figure 80, planche 7. 


184. — Pyramide et prisme. — Si au lieu de deux pyra- 
mides, on avait un prisme et une pyramide, on prendrait 
comme plans auxiliaires, des plans parallèles aux arêtes du 
prisme, et passant par le so. met de la pyramide. La ligne des 
sommets serait donc remplacée par une parallèle aux arêtes du 
prisme menée par le sommet de la pyramide. 

Deux prismes. 一 Enfin dans le cas de deux prismes, on 
emploie comme plans auxiliaires des plans parallèles aux arètes 
des deux prismes. Pour cela, par un point de l’espace, on mène 
des parallèles aux arêtes des deux prismes; elles déterminent un 
plan dont on cherche les traces sur les deux plans de base; pr, 
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p,= sont alors les directions des traces des plans auxiliaires sur 
les deux plans de base. 

On peut dire que, les points ce, sont à l'infini dans les direc- 
tions <p тра. 

Toutes les autres constructions sont alors les mémes que dans 
le premier cas. | 


185. — Remarque I.— Nous avons jusqu’à présent supposé 
les deux plans de base différents, mais la méthode reste la même 
en supposant ces deux plans identiques ; seulement les construc- 
tions se simplifient, puisqu'on n’a plus besoin que des traces du 
plan auxiliaire sur le plan de base commun. Les deux points و‎ 
sont donc confondus, et la droite XX, ne joue plus aucun rôle. 


186. — Remarque II. — Nous n’avons effectué les construc- 
tions que dans une projection, la projection horizontale par 
exemple. Dans une épure, on pourrait les répéter en projection 
verticale et vérifier ensuite que les projections des sommets 6 
correspondent par des lignes de rappel. Ou bien on peut se ser- 
vir directement des lignes de rappel pour trouver les projections 
verticales, seulement on n’aurait plus de vérification. 


III. EXEMPLE. 


187. — Intersection de deux prismes ayant pour base dans 
le plan horizontal un même hexagone abcdef, les arêtes des 
deux prismes élant parallèles aux droites aca’a’, aaa’a’, (fig. 
81, pl. 8). 

Représenter la parte du solide commun au-dessus du plan 
horizontal. 

Commençons par construire un plan parallèle aux arêtes des 
deux prismes. Ce plan est déterminé par axa'2, az,a’2’,. 

Cherchons la trace des plans auxiliaires sur le plan de base ou 
sur un plan parallèle, soit par exemple aa,, a'a’,. 

Menons ensuite les plans auxiliaires par toutes les arêtes. 

Par exemple, le plan passant par le sommet b a pour trace 
horizontale bb, qui rencontre les deux bases aux points bb,. Fai- 
sons passer par ces deux points des parallèles aux arêtes des 


PONCTUATION. 89 


deux prismes, et nous aurons quatre points d’intersection 
mobp,b,. | | 

Les deux points bb, appartiennent à la base commune qui fait 
évidemment partie de l’intersection. Si ensuite nous projetons 
verticalement les points p, et m sur les arêtes correspondantes, 
nous reconnaissons que le point p, est au-dessous du plan hori- 
zontal; donc le point mm’ convient seul pour le problème que 
nous nous sommes proposé. 

En faisant la même remarque pour les autres plans auxiliaires, 
nous obtiendrons finalement comme sommets utiles a, т, о, 4, 
р, п correspondant aux plans auxiliaires menés par a, b, с, d, 
e, f. | 

Pour joindre les points, partons de la position limite a où 
nous mettons le numéro (4) trois fois (deux fois pour les bases, 
une fois pour l'intersection). 

Faisons marcher le premier mobile sur la base du premier 
prisme dans le sens ab, celui du second prisme dans le sens af. 
Nous arrivons en b pour le premier prisme et en b, pour le se- 
cond, ce qui nous donne le sommet m. 

Puis nous arrivons en f, pour le premier prisme, et en f pour 
le second, ce qui nous donne le point п. 

Les positions suivantes des trois mobiles sont alors CC,0, puis 
ee,p, et enfin le point 4. 

En continuant à la manière ordinaire, on aurait trouvé la ré- 
gion du polygone au-dessous du plan horizontal, et on serait 
revenu au point de départ. 


188. — Ponctuation. — En projection horizontale, le côté 
am étant donné par les deux faces vues af du premier prisme et 
- ab du second prisme est vu; il en est de même pour mn, no, 
ор, ab ; nous nous réserverons pour pd, bc, cd, de, ef, fa. 

Les portions d’arétes fn, ep du premier prisme sont conser- 
vées et vues; il en est de même des portions d’arêtes mb, co du 
deuxième prisme. 

Enfin les côtés pd, bc, cd, de, ef, fa redeviennent vus comme 
contours apparents. 

En projection verticale, les côtés dp, po sont vus comme pro- 
venant de faces vues primitivement, de, ef du premier prisme et 
cd du deuxième prisme. 

Les arêtes fn, ep du premier prisme sont vues, et il en est de 
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même de Paréte co du deuxième prisme. Quant à l’arête bm du 
deuxième prisme, elle reste cachée dans sa partie conservée. 
Enfin le côté on redevient vu comme contour apparent. 


ГУ. — SECTION PLANE D'UN PRISME OU D'UNE PYRAMIDE. 


La méthode que nous avons indiquée pour trouver l’intersec- 
tion de deux pyramides peut s’employer aussi pour la détermi- 
nation des sections planes d’un prisme ou d’une pyramide. 


189. 一 50%, par exemple, à déterminer une section plane de 
la pyramide Sabc (fig. 82, pl. 8). 

Nous ménerons d’abord par le sommet une droite quelconque 
dont nous déterminerons les points de rencontre «7, avec le plan 
de base et avec le plan sécant. Soit de plus XX, Pintersection du 
plan de base et du plan sécant. 

Nous emploierons comme plans auxiliaires des plans passant 
par la droite Sse, et successivement par toutes les arêtes de la 
pyramide. 

Ainsi le plan auxiliaire mené par Sa a pour trace sur le plan 
de base 62ه‎ et coupe le plan sécant suivant сна, ce qui nous 
donne en 4, un sommet du polygone d'intersection. 

La même construction, répétée pour les autres arêtes, nous 
donne successivement les sommets b, et c.. 

Enfin le polygone s’obtiendra en joignant les sommets trouvés 
dans le même ordre que les sommets correspondants de la base. 


190.—RemarqueI.—Comme droite fixe Sse,, on peut choi- 
sir, par exemple, l’une des projetantes du sommet, ce qui revient 
à employer comme plans auxiliaires les plans projetants des arêtes 
de la pyramide. 


191. 一 Remarque II. — Si l’un des points «By sortait des 
limites de l’épure, on pourrait remplacer la droite See, par une 
autre droite mieux choisie. En se donnant en 5 le point de ren- 
contre de cette nouvelle droite fixe avec le plan de base, la cons- 
truction précédente permettrait de trouver en 3, son point de 
rencontre avec le plan sécant. 

Si, par exemple, on choisit Sb, on en déduit que les droites 
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ba, b,a, doivent rencontrer XX, au même point, de même pour 
bc et b,c,. 

Il résulte de cette remarque, que Pon peut, connaissant un 
sommet du polygone, en déduire tous les autres, sans construire 
aucune ligne supplémentaire. 


192. 一 Exemple. — Intersection de la pyramide Sabc, 
S'a'b'c par le plan D3D, (fig. 83, pl. 8). 

Considérons la perpendiculaire au plan vertical S'; elle coupe 
le plan D3D, au point 0,9’, et le plan de base à l'infini dans la 
direction aa’. L'intersection du plan de base avec le plan sécant 
est D3. 

Le plan auxiliaire mené par Sa, S'a' coupe le plan de hase en 
projection horizontale suivant az, et le plan sécant suivant o,a, 
ce qui donne le sommet а. а’. 

Nous obtenons de même les sommets b,b”,, C,C',. 

Comme vérification, a,b,a’,b',, aba’b’ coupent la trace hori- 
zontale du plan au même point; il en est de même pour aca’c’, 
014606 

198. — PONCTUATION. 一 Proposons-nous de représenter la 
surface opaque de la pyramide comprise entre le plan horizon- 
tal et le plan sécant. 

Le polygone a,b,c,, @’,b’,c’, est vu tout entier dans les deux 
projections. 

Les portions d’arétes aa,a’a’,, bb,b’b’,, cc,c'c’, sont conscrvées 
avec leur ponctuation en supposant le tronc de pyramide so- 
lide, mais en représentant la surface, la portion de ces arétes à 
Pintérieur du polygone en projection redevient vue, 
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FIGURES CONVEXES. 


194. — Définition. 一 On dit qu'un polygone plan est con- 
vexe, lorsque ce polygone est tout entier d'un même côté par 
rapport à un côté quelconque du polygone, celte droile étant 
prolongée dans les deux sens. 

Il résulte de cette définition que tout polygone convexe n'est 
coupé qu’en deux points par une ligne droite. En effet, si la 
droite A coupait le contour polygonal aux trois points mnp, le 
point intermédiaire # appartiendrait à un côté ab du polygone; 
donc ce polygone ayant deux points de son contour de part et 
d’autre de ab, ne serait pas tout entier du même côté par rap- 
port à ab. 

Inversement, tout polygone plan coupé en deux 7011115 seule- 
ment par une ligne droite quelconque, la région comprise en!re 
les deux points appartenant à la surface du polygone, est con- 
vere. 

En effet, si 16 polygone n’était pas convexe, il existerait des 
droites, en particulier des cétés du polygone coupant en plus de 
deux points le contour polygonal. 

D’une manière analogue, un polyèdre est convexe, lorsqu'il 
est tout entier d’un même côté par rapport à une face quelconque 
prolongée indéfiniment. On en déduit qu’un polyèdre convexe 
est coupé en deux points seulement par une ligne droite, et in- 
versement que si un polyèdre est coupé par une droite quel- 
conque en deux points seulement, la région solide traversée étant 
comprise entre les deux points, le polyèdre est convexe. 


195. — THÉORÈME I.— Toute section plane d’un polyèdre 
Convexe est un polygone convexe. 
En effet, ce polygone ne peut être coupé qu’en deux points 
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par une ligne droite, la région de la droite comprise entre les 
deux points appartenant à la surface de la section, puisqu'elle 
traverse la partie solide du polyèdre. 


196. — THÉORÈME II. — Toutes les faces du solide com- 
mun à deux polyèdres convexes sont des polygones convexes. 

Soit en effet, a (fig. 84, pl. 8) une 1866 du premier polyèdre, 
le plan de cette facc coupe le deuxième polyèdre suivant la sec- 
tion =. 

La région commune aux surfaces des deux polygones a et % 
constitue une face du solide commun. 

Or une droite quelconque coupe le polygone & en deux points 
mn et le polygone 7 aux deux points р», les régions contenues 
dans les surfaces polygonales étant comprises entre mn ou py. 
Donc le contour polygonal qui constitue la face du solide com- 
mun est coupé seulement en deux points pa par une droite 
quelconque, la région contenue dans la face du solide commun 
étant comprise entre les deux points م‎ et n. 

La face considérée du solide commun est donc bien convexe. 


197. — THEOREME III. — Le solide commun à deur 
polyèdres convexes est lui-même un polyèdre convexe. 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du pré- 
cédent, en appelant mn, py les points de rencontre d’une droite 
quelconque avec les deux polyèdres donnés. 


198. 一 THEOREME IV. 一 Le contour apparent d’un 
polyèdre convexe est un polygone convexe. 

En effet, si ce contour apparent n’est pas convexe, on peut 
le couper par une droite en quatre points au moins afy3, et par 
suite deux régions différentes de la droite traversent ce contour 
apparent (fig. 85, pl. 8). 

Prenons dans chacune de ces deux régions un point, © dans 
la première, b dans la seconde. Ces deux points peuvent être 
considérés comme les projections de deux points А, B à Pinté- 
rieur du polyèdre. 

Or la droite AB, en partant du point à l’intérieur du polyèdre, 
coupe nécessairement le polyèdre en un point au moins pour 


arriver en P hors du polyedre; de même, elle coupe le polyèdre 
au moins en un point entre © et M. 
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Enfin la même droite AB coupe nécessairement le polyèdre en 
deux points au moins projetés entre y et 3; donc le polyédre 
n'est pas convexe, ce qui est contraire à l’"hypothése, 

Comme application de ce théorème, nous pouvons dire que le 
contour apparent du solide commun à deux polyèdres convexes 
est un polygone convexe. 

Les théorèmes que nous venons de démontrer sont vrais en 
employant des projections obliques ou orthogonales; ils s'ap- 
pliquent en même temps à l’ombre au soleil, mais ils ne s’ap- 
pliquent pas toujours aux projections coniques ou à ombre au 
flambeau. 

Il sera bon de tenir compte de ces différents théorèmes lors- 
qu’on aura trouvé l’intersection de deux polyèdres, et l’on pourra 
ainsi corriger des erreurs graphiques qui sont quelquefois inévi. 
tables, et qui sans ces remarques passeraient inaperçues. 





CHAPITRE VI 


I, — DETERMINATION DES OMBRES. 


Etant donné un objet, on peut éclairer cet objet, soit 4 Paide 
d'une source lumineuse à distance finie, c’est le cas de l’ombre 
au flambeau ; soit à l’aide d’une source lumineuse placée à l’in- 
fini, et c’est alors le cas de l’ombre au soleil. 

Le problème se décompose en deux parties; premièrement, 
ombres propres, c’est-à-dire ombres sur le corps; deuxième- 
ment, ombres portées par le corps sur les corps environnants. 


199. — Ombre d'un point. — Si nous tracons le rayon lu- 
mineux qui joint le point donné à la source lumineuse, tous les 
points de cette droite au delà du point considéré, par rapport à la 
source lumineuse, sont dans l'ombre. En effet, les rayons qui 
joignent ces différents points au point lumineux sont interceptés 
par le point considéré M avant d’arriver jusqu’à eux. 

Jl en résulte que Pombre portée par le point M sur un objet 
quelconque sera le premier point de rencontre du rayon SM avec 
cet objet. Par exemple (fig. 86, pl. 8), l'ombre portée par le point 
M sur le plan P, c’est le point de rencontre m du plan P avec le 
rayon lumineux SM. Ceci nous montre que, trouver l’ombre 
d’un point n’est autre chose que trouver la projection conique 
du même point dans le cas de l’ombre au flambeau, ou la projec- 
tion oblique dans le cas de l’ombre au soleil. 


200. — Ombre d'une ligne. — L’ombre portée par une 
ligne est le lieu des ombres portées par les différents points de 
la ligne. 


201. 一 THEOREME. — L'ombre portée par une ligne 
droite sur un plan est une ligne droite; excepté, lorsque la 
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droite passe par le point lumineux, auquel cas l'ombre de la 
droite se réduit à un point. 

Ce théorème est la reproduction de celui que nous avons 
énoncé pour la projection d’une droite; il est donc inutile d’en 
renouveler la démonstration. 

Il résulte de ce théorème que pour trouver l’ombre portée par 
une droite sur un plan, il suffit de joindre par une ligne droite 
les ombres portées de deux points de la droite. 


202.— Ombre portée par une droite sur une droite. 
— Pour trouver l’ombre portée par une droite А sur une droite В, 
on mène par À et la source lumineuse S un plan (fig. 87, pl. 8) 
dont on cherche l'intersection avec la droite В; on a ainsi le 
point demandé. Cette construction se simplifie lorsqu'on a les 
ombres portées des deux droites sur une même surface, et en 
particulier sur un plan. 

Soit, par exemple, a,b les ombres portées par les deux droites 
A Bsur le plan P. Le rayon lumineux Sm qui passe par le point 
de rencontre de © et b s’appuie simultanément sur les deux 
droites А,Веп M et M.. 

Le problème est ainsi résolu ; SMM, étant par exemple l’ordre 
des points sur le rayon lumineux commun, on en déduit que le 
point M de A projette en M, une ombre sur B. 


203. — Ombre portée par un polyèdre sur le plan 
horizontal. — Étant donné un polyèdre quelconque, détermi- 
nons successivement les ombres portées par tous les sommets sur 
le plan horizontal, et joignons tous ces points dans le même 
ordre que les points correspondants du polyédre ; autrement dit, 
cherchons les ombres de toutes les arêtes sur le plan horizontal. 
On reconnait alors qu’une partie de ces droites forme un poly- 
gone à l’intérieur duquel se trouvent toutes les autres. C’est ce 
polygone qui constitue le contour de 1 ombre portée par le ро- 
lyèdre sur le plan horizontal. 

Pour continuer de montrer l’analogie entre les ombres et les 
projections, nous dirons que 16 contour de l’ombre portée est la 
même chose que le contour apparent en projection conique du 
polyèdre. 

Les arêtes du polyèdre dont les ombres ont donné le contour 
de Pombre portée forment sur le polyèdre un polygone qu 
constitue le contour de l'ombre propre. 
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Le contour de l’ombre propre partage la surface du polyèdre 
en deux régions; l’une d'elles, dirigée du côté de la source lumi- 
neuse, est éclairée; l’autre, opposée à la source lumineuse, est 
dans l’ombre. 


Il. — OMBRE D'UN TETRAEDRE. 


204. 一 Problème. 一 Soit a trouver Vombre propre et 
Pombre portée sur le plan horizontal, par le tétraèdre Sabe, : 
S'a'b'c' éclairé par des rayons lumineux parallèles à AA’ (fig. 
88, pl. 8). 

Les ombres des sommets sont «3ys, et par suite celles des arêtes 
a3, By, ya, sa, oB, vy. 

Le contour de Pombre portée est aBeyz, donc toute la région 
du plan horizontal contenue dans ce polygone est dans l’ombre ; 
on la remplit dans sa partie vue avec des hachures parallèles, ou 
_bien avec une teinte plate. 

Le contour de Pombre propre sera absca, a'b's'c'a'; il par- 
tage la surface du tétraèdre en deux régions, premièrement asb, 
asc, deuxièmement abc, sbc. 


П reste à distinguer laquelle de ces deux régions est éclairée. 

Pour cela, nous construirons un rayon lumineux quelconque, 
dont nous chercherons les deux points de rencontre avec le 
tétraèdre ; celui de ces deux points qui sera le plus rapproché de 
la source lumineuse appartiendra à une face éclairée, l’autre 
point sera dans l’ombre. 

Considérons, par exemple, le rayon lumineux déterminé par 
le point de rencontre de fy et de «a; il coupe bc еп m et Sa en 
p. Donc le point p est éclairé, tandis que le point m est dans 
l'ombre, 

Il résulte de là que les deux faces Sac, Sab sont éclairées et 
que les deux autres faces Sbc, abc sont dans ombre. 

On remplit les faces dans l’ombre avec des hachures ou avec 
une teinte plate, lorsque ces faces sont vues. 


Ш. 一 RELEVEMENT DE L’OMBRE SUR LE PLAN VERTICAL. 


205. 一 Jusqu’à présent, nous n’avons parlé que de l'ombre 
portée sur le plan horizontal. Or il peut arriver qu’une partie de 
3. CARON. — Géom. descrip. élém. 7 
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cette ombre se trouve dans la région postérieure du plan hori- 
zontal. Dans ce cas, un certain nombre de rayons lumineux ra- 
sants sont arrêtés par le plan vertical avant d’atteindre le plan 
horizontal. Л convient donc de chercher l'ombre portée sur le 
plan vertical. On l’obtiendra de la même manière que Pombre 
portée sur le plan horizontal; c'est-à-dire en cherchant les 
traces verticales des rayons lumineux passant par les sommets 
du polyèdre. 


206. — Remarque I. — En supposant connue complétement 
l'ombre portée sur le plan horizontal, il suffit de prendre les 
traces verticales des rayons lumineux passant par les sommets 
du contour de l’ombre propre. 


207. — Remarque II. — Le contour de l'ombre portée sur 
le plan horizontal, et le contour de l’ombre portée sur le plan 
vertical coupent la ligne de terre au même point. 


IV. — OMBRE D'UN TRONC DE PRISME. 


208. 一 Soit à trouver les ombres propres et portées sur les 
deux plans de projection par le tronc de prisme abca,b,c,, a'b'c' 
a’,b’,c’, (fig. 89, pl. 8). | 

Les sommets abc ont pour ombres sur le plan horizontal les 
points «31; done аоВуса est le contour de l’ombre portée sur 
13 plan horizontal. 

La région món étant derrière le plan vertical, il faut la rele- 
ver sur le plan vertical, et pour cela, il suffit de chercher la 
trace verticale du rayon lumineux bgb'P”, soit 6:8,’ ; m'P”,n' sera 
donc dans sa partie utile l’ombre portée sur le plan vertical. 


V.—OMBRE D'UN POLYEDRE SUR UN AUTRE POLYÈDRE. 


209. — Soit à déterminer toutes les ombres produites par un 
système composé du prisme abcda,b,c,d,, a’b'c'd'a’,b'c’,d', et 
de la pyramide Sefg, Se'Fg”, ces deux corps étant éclairés par 
des rayons lumineux parallèles à DD' (fig. 90, pl. 8). 

Nous déterminerons d’abord les ombres portées par les deux 
polyèdres sur le plan horizontal. Soit 03134 le contour de 
l'ombre portée par le prisme, et [се le contour de l’ombre portée 


Ф 
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par la pyramide. La région «y3r étant à l’intérieur de ombre 
portée par la pyramide, c’est que la région correspondante du 
prisme donne une ombre sur la partie éclairée de la pyramide. 

Considérons, par exemple, le rayon lumineux passant par le 
point »; il rencontre les arêtes Sf et bc aux deux points n et т; 
donc le point m de l’arête be projette en 名 une ombre sur 
Varéte sf. 

Le point n est un premier point de l’ombre portée par Paréte 
bc sur la face éclairée Sef. Pour en trouver un deuxième, nous 
allons déterminer le point de l’ombre portée par bc sur une 
droite quelconque de la face Sef, soit ef. 

Le point A est précisément l’ombre portée par bc sur ef, donc 
An est Pombre de bc sur la face Sef. Enfin la partie utile de 
cette droite est ny,, le point y, étant sur le rayon lumineux du 
point C. 

П faut ensuite trouver l’ombre portée par cd sur la face Sef. 
Nous en avons un premier point еп y,, le deuxième s'obtient da 
la même manière que A, c’est-à-dire en cherchant l’ombre portée 
par cd sur ef, soit w ce point. L’ombre cherchée est donc Yio， 
sa partie utile se réduit à y,3,. Enfin Pombre portée par la verti- 
cale 6 se réduit .رق‎ 


En résumé, la région fny,2,7f de la face Sef est maintenant 
dans l’ombre. On a déterminé la projection verticale de ce nou- 
veau contour, en projetant les sommets y,3, sur les rayons lumi- 
neux correspondants, et les points Aux sur la ligne de terre. 

Enfin on a redressé l'ombre de la pyramide sur le plan vertical . 
suivant @ ор’. Jae 


LIVRE IV 


DROITES ET PLANS RECTANGULAIRES 


CHAPITRE PREMIER 


1. 一 DROITES RECTANGULAIRES. 


210. — THÉORÈME. 一 Un angle drott se projette sur un 
plan parallèle à l’un des côtés suivant un angle droit. 

Soit, par exemple, langle droit ABC (fig. 94, pl. 8) que nous 
projetous sur le plan P parallèle au côté ab. 

Premièrement, AB étant parallèle au plan P, cette droite est 
aussi parallèle à sa projection AB. 

Deuxièmement, en employant des projections orthogonales, 
les deux droites AB et Bb sont rectangulaires ; donc la droite AB 
est perpendiculaire sur le plan projetant BCbc, à cause de Pangle 
droit ABC. 

La parallèle ab à AB sera aussi perpendiculaire sur le même 
plan et en particulier sur bc qui passe par son pied dans ce 
plan. 

211. — Remarque. 一 Ce théorème, comme nous l'avons 
déjà dit, suppose Pemploi des projections orthogonales; il sup- 
pose de plus que la droite BC se projette suivant une ligne droite. 
Ainsi le théorème est en défaut lorsque BC est perpendiculaire 
au plan P, auquel cas Pangle se projette uniquement suivant la 
droite ab. 


213. — Réciproque I. — Un angle se projetant sur un plan 
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parallèle à Рип de ses côtés suivant un angle droit est lui-méme 
un angle droit. 

Soit, par exemple, l’angle ABC (fig. 91, pl. 8) dont la projec- 
tion orthogonale sur le plan P parallèle à AB est un angle droit 
abc. 

Comme précédemment, les droites AB et ab sont parallèles 
entre elles. 

La droite ab est perpendiculaire sur le plan projetant bcBC, à 
cause des deux angles droits abc, abB. 11 en est donc de même 
pour la parallèle AB, et par suite AB est perpendiculaire sur BC 
qui passe par son pied dans le plan bcBC. 

% 

213. — Réciproque II. — Un angle droit se projetant зиг- | 
vant un angle droit а au moins l’un de ses côtés parallèle au | 
plan de projection. 

Soit l’angle droit ABC se projetant orthogonalement sur le 
plan P suivant l’angle droit abc (fig. 91, pl. 8). 

Supposons que BC ne soit pas parallèle au plan P. 

Premièrement, la droite AB étant perpendiculaire sur BC, elle 
est contenue dans un plan perpendiculaire à BC, et par suite, 
perpendiculaire sur le plan projetant BCbc. 

Deuxiémement, la droite ab étant perpendiculaire sur bc, la 
droite AB est contenue dans le deuxiéme plan abAB perpendi- 
culaire aussi sur le plan BCbc. Donc AB est perpendiculaire sur 
le plan BCbc comme intersection de deux plans perpendi- 
culaires à un troisième. Or BCbc est un plan projetant, donc 
AB est paralléle au plan de projection. 


Cette démonstration suppose que les deux plans dont AB est 
Pintersection ne sont pas confondus. Sil en était ainsi, c'est que 
la droite ВС qui leur est perpendiculaire serait parallèle au 
plan de projection. Cette hypothèse est donc contraire à la pre- 
mière, ou bien elle suppose le théurème démontré. 


П. — DROITES ET PLANS RECTANGULAIRES. 


214. 一 THEOREME. — Toute droite pernendiculaire sur 
un plan a ses projections perpendiculaires sur les traces de 
mime nom du plan. 

Pour fixer les idées, supposons qu'il s'agisse d’une projection 
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horizontale. Considérons alors l'horizontale du plan passant par 
le pied de la perpendiculaire sur le plan. Cette horizontale forme 
avec la droite un angle droit dont l’un des côtés est parallèle au 
plan horizontal, et qui par suite se projette horizontalement 
suivant un angle droit. Ainsi la projection horizontale de la 
droite est perpendiculaire sur une horizontale déterminée du 
plan ; elle est donc perpendiculaire sur toutes les horizontales du 
plan, et en particulier sur la trace horizontale. 

Cette démonstration est en défaut dans le cas où la droite est 
verticale, puisqu’alors Pangle droit qu’elle forme avec l’horizon- 
tale ne se projette plus que suivant une droite. Dans ce cas, le 
plan donné est horizontal. 


215. 一 Réciproque. — Toute droite ayant ses projections 
dans deux systèmes différents perpendiculaires sur les traces 
de même пот d'un plan est perpendiculaire sur ce plan. 

Pour fixer les idées, supposons que le premier plan de projec- 
tion soit le plan horizontal. 

Considérons alors l’horizontale du plan qui passe par le point 
de rencontre de la droite avec le plan; elle forme avec la droite 
un angle qui se projette sur le plan horizontal suivant un angle 
droit. La droite donnée est donc perpendiculaire sur une hori- 
zontale du plan. 

De même le deuxième plan de projection étant le plan verti- 
cal, la droite dans l’espace est perpendiculaire sur une ligne de 
front du plan, et par suite finalement la droite est perpendicu- 
laire au plan. 

Cette démonstration est en défaut lorsque l'horizontale et la 
ligne de front du plan sont parallèles à la ligne de terre, c’est-a- 
dire lorsque le plan est parallèle à la ligne de terre, ou, ce qui 
revient au même, lorsque la droite est dans un plan de profil. 


Ш. — PLANS RECTANGULAIRES., 


Les deux théorèmes précédents et leurs récipro‏ — .م215 
ques conduisent au théorème suivant, en substituant aux deux‏ 
d'un angle droit, deux plans qui leur sont respectivement‏ 20465 
rectangulaires.‏ 


THEOREME. — Étant donné deux plans étant rectangu: 
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laires, si Рип d'eux est perpendiculaire sur le plan de projec- 
tion, leurs traces sont rectangulaires. 


1° Réciproque. — Étant donné deux plans dont les traces 
sont rectangulaires, si l’un deux est perpendiculaire sur le plan 
de projection, dans l'espace ils sont rectungulaires. 


2° Réciproque. — Étant donné deux plans rectangulaires 
dont les traces sur un même plan de projection sont rectan- 
gulaires, l’un deux, au moins, est perpendiculaire sur le plan 
de projection. 


CHAPITRE II 


1. 一 PERPENDICULAIRE SUR UN PLAN. 


216. — Problème. — Abaisser d’un point une perpendicu- 
luire sur un plan, et trouver le pied de cette perpendiculaire 
sur le plan. 

Nous commencerons par déterminer une horizontale et une 
ligne de front du plan. Soit, par exemple, HH'FF’ (fig. 92, pl. 8) 
ces deux droites, puis nous 383155610115 des deux points a,a’ des 
perpendiculaires sur H et Е’. La droite ainsi obtenue AA’ est la 
perpendiculaire demandée. 

Pour trouver le pied de la perpendiculaire, abaissée du point 
аа’ sur le plan НЕН’Е’, il suffit de déterminer Pintersection de 
la droite AA’ avec ce plan. Soit mm’ ce point. En mesurant la 
distance des deux points aa’,mm’, on aurait la distance du point 
au plan. 

Dans la figure 93, planche 9, on a résolu le méme probléme, 
mais en supposant le plan donné par ses traces. 


11. — PLAN PERPENDICULAIRE SUR UNE DROITE. 


217. 一 Problème. — Mener par un point un plan perpen- 
laire diculaire sur une droite. 

Soit le point aa’ et la droite AA’ (fig. 94, pl. 9). L’horizontale 
du plan inconnu menée par le point aa' aura sa projection ver- 
ticale parallèle à la ligne de terre et sa projection horizontale 
perpendiculaire sur А. De même, la ligne de front du plan 
inconnu menée par aa’ aura sa projection verticale perpendicu- 
laire sur А’, et sa projection horizontale parallèle à la ligne de 
terre. Nous avons ainsi suivant HH’ et FF’ deux droites pour dé- 
terminer le plan. 

Cette construction n’est pas applicable dans le cas où la droite 
est dans un plan de profil, puisqu’alors les deux droites HH’ et 
FF’ sont confondues. Nous indiquerons une solution de ce cas 
particulier en parlant des changements de plan. 
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Ayant ainsi déterminé deux droites du plan, on peut en dé- 
duire toutes les droites que l’on veut, et en particulier les traces. 





Proposons-nous de déterminer uniquement l’une des traces 
du plan, par exemple, la trace horizontale. 

On commencera par tracer la ligne de front FF’ dont on cher- 
chera la trace horizontale ff’ (fig. 95, pl. 9); puis par ce point, 
on mènera Pz perpendiculaire sur A, et Pon aura ainsi la trace 
horizontale demandée. 

De même, si l’on avait voulu trouver uniquement la trace ver- 
ticale du plan, on aurait commencé par dessiner l’horizontale 
HH’ sans tracer la ligne de front FF’. 


111. — PERPENDICULAIRE SUR UNE DROITE. 


218. 一 Problème. 一 Abaisser d’un point une perpendicu- 
laire sur une droile. 

Soit le point aa’ et la droite AA’ (fig. 94, pl. 9); nous méne- 
rons par le point aa’ un plan perpendiculaire sur AA’: Ce plan 
est ici déterminé par l’horizontale HH’ et la ligne de front FF’. 
Puis nous déterminerons l’intersection de АА’ avec ce plan 
ЕНЕ’Н’. Enfin en joignant le point ainsi obtenu mm’ au point 
donné aa’, nous aurons la perpendiculaire demandée. 

Lorsque nous saurons trouver la distance de deux points, еп 
mesurant la longueur ama'm”, nous aurons la distance du point 
аа’ à la droite AA’. 


2189:. — Comme nous l’avons dit plus haut, les construc- 
tions précédentes sont en défaut, lorsque le plan est parallèle à 
la ligne de terre, ou lorsque la droite est de profil. Nous avons 
indiqué de plus la méthode des changements de plans de pro- 
jection pour la résolution de ces problèmes, dans le cas parti- 
culier qui nous occupe. On peut cependant se proposer de les 
résoudre directement, sans employer des changements de plan 
ou des rotations. 


213,. 一 Problème I. 一 Abatsser d'un point une perpendi- 
culaire sur un plan parallèle à la ligne de terre. 

Soit le plan parallèle à la ligne de terre PP, (fig. 191, 
pl. 18), et le point аа’. Nous commencerons par dessiner 
dans le plan PP,, une droite quelconque be, b’c’, puis, par le 
point aa’, nous ménerons un plan RR, perpendiculaire sur cette 
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droite bc, 6’c’. La perpendiculaire inconnue est l'intersection de 
tous les plans analogues à RR,. En particulier, c’est l'intersec- 
tion du plan RR, avec le plan de profil aa’. On a donc déterminé 
la trace horizontale R du plan RR, (217), elle coupe la trace 
horizontale du plan de profil а en hh’, qui est la trace horizon- 
tale de la perpendiculaire demandée. En résumé, la perpendi- 
culaire abaissée du point да’ sur le plan PP, est déterminée par 
les deux points aa’, hh’. 


218c. — Problème IL 一 Mener par un point un plan per- 
pendiculaire sur une droite de profil. 

Soit le point aa’, et la droite de profil bc, b'c' déterminée par 
les deux points 5b’, cc’ (fig. 192, pl. 18). L'application directe 
du théorèine sur les droites et plans rectangulaires (214) donne, 
comme horizontale et comme ligne de front du plan inconnu, 
une seule droite, qui est la parallèle à la ligne de terre menée 
par аа’. Pour trouver une autre droite quelconque, il suffit de 
mener, par bc, b’c’, un plan arbitraire, et d'abaisser de аа’ une 
perpendiculaire sur ce plan. 

Pour simplifier les constructions, on a défini le plan arbi- 
traire mené par bc, 6’c’, à l’aide d’une horizontale bf, b'f' menée 
arbitrairement par bb, et on en a déduit, suivant cfc’B', une 
ligne de front du méme plan. 

Il suffit donc d'abaisser de a une perpendiculaire sur bf, et 
de a’ une perpendiculaire sur с'В'. 

On a ainsi, suivant ad, a'd', une droite du plan inconnu. Le 
plan demandé sera donc déterminé par la droite ad, a'd’, et par 
la parallèle à la ligne de terre aea’e’. 


IV. 一 PERPENDICULAIRE COMMUNE A DEUX DROITES. 


Nous décomposerons ce probléme en deux parties; dans la 
premiére, nous chercherons la direction de la perpendiculaire 
commune, et dans la deuxième, la position de la perpendiculaire 
commune. 


219. — 4° Direction de la perpendiculaire commune. 
Pour obtenir cette direction, on peut dire que la perpendicu- 
(ге commune est perpendiculaire sur un plan parallèle aux 
deux droites,.ou bien qu’elle est parallèle à l’intersection de 
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deux plans perpendiculaires respectivement aux deux droites. 

Si nous voulons appliquer le premier procédé, par un point 
de l’espace, par exemple оо’ (fig. 97, pl. 9), menons des paral- 
lèles aux deux droites, soit AA’ et B,B’,, puis déterminons une 
horizontale Ah’ et une ligne de front ff’ du plan AB,A’B’,. La 
perpendiculaire commune a alors sa projection horizontale per- 
pendiculaire sur h, et sa projection verticue perpendiculaire 
sur f’. 

Pour appliquer le deuxième procédé, nous mènerons les deux 
plans PaP,, ВВВ, perpendiculaires respectivement sur AA’ et 
BB’. L'intersection mnm'n’ de ces deux plans donne la direction 
demandée (fig. 96, pl. 9). 


220. — 2 Position de la perpendiculaire commune. 

Il ne nous reste plus qu’à construire une parallèle à la direc- 
tion trouvée mam'n' s'appuyant sur les deux droites données 
АА’ВВ’. Pour cela, par le point 00’ de АА’, menons une paral- 
lèle à la direction connue, elle détermine avec AA’ un plan 
AAA’A’ dont nous cherchons l'intersection avec BB’. Soit bb ce 
point. Enfin, en menant par bb’ une parallèle à A4’, on aura la 
perpendiculaire commune demandée. 

Quand nous saurons trouver la distance de deux points, en 
mesurant la longueur 0006/5“, nous aurons la plus courte distance 
entre les deux droites. 


У. — CAS PARTICULIERS DE LA PERPENDICULAIRE COM- 
MUNE A DEUX DROITES. 


221. — 4° L'une des droites est perpendiculaire sur Рип des 
plans de projection. 

Soit, par exemple, la verticale АА’ (fig. 98, pl. 9) et la droite 
quelconque BB’. 

La perpendiculaire commune devant être perpendiculaire sur 
ane verticale, elle est parallèle au plan horizontal. Cette perpen- 
diculaire commune forme donc avec BB’ un angle droit qui se 
projette horizontalement suivant un angle droit. 

П résulte de ce raisonnement que la projection horizontale de 
la perpendiculaire commune s’obtient en abaissant du point А 
une perpendiculaire sur В; soit ab. Quant à la projection ver- 
ticale a’b’, elle s'obtient en projetant verticalement b en b' 
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sur B',et en menant par ce point une parallèle à la ligne de 
terre. | 

222. — Remarque.— La plus courte distance entre les deux 
droites est mesurée ici par ab, puisque la perpendiculaire com- 
mune est parallèle au plan horizontal. 


223. — 2° Les deux droites sont parallèles a Pun des plans 
de projection. 

Soit, les deux droites AA’, BB’ (fig. 99, pl. 9) parallèles toutes 
deux au plan horizontal. | 

La perpendiculaire commune est alors verticale, et par suite 
elle se projette horizontalement au point de rencontre ab des 
projections horizontales des deux droites; d’ailleurs sa projec- 
tion verticale n’est autre chose que la ligne de rappel du point 
ab. 

224. — Remarque. — La perpendiculaire commune étant 
parallèle au plan vertical, la plus courte distance entre les deux 
droites est mesurée par ab”. 


225. — 3° Les deux droites ont deux projections de même 
nom parallèles entre elles. 

Soit, par exemple, les deux droites АА’, ВВ’ (fig. 400, pl. 9) 
dont les projections verticales sont parallèles entre elles. Nous 
connaissons immédiatement un plan parallèle aux deux droites, 
c'est le plan projetant verticalement A’ ou В’. La perpendicu- 
laire commune est donc perpendiculaire sur ce plan, et par suite 
sa projection horizontale est parallèle à la ligne de terre, tandis 
que sa projection verticale est perpendiculaire sur А’. 

Il ne reste donc plus qu’à construire une parallèle à une direc- 
tion donnée s’appuyant sur deux droites données. On obtient 
ainsi suivant aba'b' la perpendiculaire commune demandée. 

226. — Remarque. 一 Comme dans les cas précédents, on a 
en même temps la longueur de la plus courte distance entre les 
deux droites ; elle est mesurée par a'b', ou plus simplement par 
la distance entre A’ et В’. 


227. 一 如 L'une des deux droites est horizontale, et Pautre 
de front. 

Ici encore, nous connaissons la direction de la perpendiculaire 
commune; en projection horizontale, elle est perpendiculaire 
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sur H (fig. 101, pl. 9), et en projection verticale, elle est perpen— 
diculaire sur Е’. Il ne reste donc plus qu’à appliquer à la manière 
ordinaire la deuxième partie de la construction 


REMARQUE. — Dans ce cas particulier, on trouve assez sim- 
plement la perpendiculaire commune aux deux droites, mais 
on n’a pas la plus courte distance entre ces deux droites, parce 
que la perpendiculaire commune n’est pas parallèle à l'un des 
plans de projection. 


L’une des deux droites est la ligne de terre.‏ دق 

Proposons-nous, dans ce cas particulier (fig. 109, pl. 9), de 
trouver directement la perpendiculaire commt ле sans le secours 
des changements de plans ou des rotations, ce qui, soit dit en 
passant, donnerait lieu à des constructions plus simples, et en 
même temps plus naturelles. 

Cherchons d’abord la direction de la perpendiculaire сот- 
mune, en prenant Pintersection des deux plans PzP,, SaS, рег- 
pendiculaires respectivement aux aeux droites. Soit xma'm' cette 
intersection. 

Par la ligne de terre, menons un plan parallèle à cette direc— 
tion; il est déterminé par la ligne de terre et le point mm’, ou ” 
bien par la ligne de terre et CC’. Enfin, cherchons l'intersection 
de ce plan avec AA’, soit aa’. Finalement, aba’b’ est la perpen- 
diculaire commune demandée. 


On suivrait une marche analogue pour trouver, sans change- 
ment de plans ni rotations, la perpendiculaire commune à 
deux droites, lorsque ces deux droites étant quelconques, la 
perpendiculaire commune est de profil. - 

La première méthode indiquée (219) pour trouver la direc- 
tion de la perpendiculaire commune, est ici en défaut, parce que 
le théorème sur lequel on s’appuie est lui-même (215) en 
défaut. Il n’en est plus de même lorsqu'on utilise le deuxième 
procédé (219), parce qu'il définit la direction de la perpendicu- 
laire commune comme l'intersection de deux plans, et que Гоп 
peut toujours trouver autant de points que l’on veut de l’inter- 
section de deux plans. 

On mènera donc deux plans perpendiculaires respectivement 
aux deux droites AA’, BB’, et leur intersection mn m'n' sera la 
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direction demandée. Pour trouver ensuite la direction de la 
perpendiculaire commune, on méne, par AA’, un plan paralléle 
à la direction connue de la perpendiculaire commune mn, m'n”. 
Ici, nous retrouvons une difficulté analogue aux précédentes, 
toujours parce que mn, m'n' est de profil. Pour éviter cette diffi- 
culté, marquons sur AA’ un point arbitraire аа’, et menons la 
ligne de rappel aa’, sur laquelle nous prendrons un point bb’ 
tel que ba = nm, b'a' 一 n'm', les segments ab, a'b' étant de 
même sens que les segments égaux mn, m'n'. 11 reste à trouver 
intersection du plan Aab, A'a'b' avec la droite BB’. Mais encore 
une fois, comme nous ne pouvons pas utiliser la droite de 
profil ab, a'b', nous la remplacerons par une autre droite du 
plan, par exemple, une parallèle à АА’ menée par bb’. 


6° Les deux droites sont parallèles à un plan bissecteur. 

La perpendiculaire commune est de profil, et se projette 
suivant une ligne de rappel équidistante des points de rencontre 
des projections de même nom des deux droites. 

Soit АА’, BB’ (fig. 193, pl. 18), deux parallèles au deuxième 
plan bissecteur. Le plan de profil ab, a'b', équidistant des points 
р et q, coupe les deux droites en aa’, bb’, tels que les seg- 
ments ab, a'b' sont égaux et de sens contraires. La droite aba'b' 
est donc bien une perpendiculaire sur le deuxiéme plan bis- 
secteur, s'appuyant sur les deux droites; et, par suite, c'est la 
perpendiculaire commune cherchée. 

La construction est la même, lorsque les droites АА’, BB’ 
(fig. 194, pl. 18) sont paralléles au premier plan bissecteur. Les 
segments ab, a'b' sont encore égaux, mais dirigés dans le 
méme sens. Donc cette fois, la droite ab, a'b’ est perpendicu- 
laire sur le premier plan bissecteur, et s’appuie sur les deux 
droites AA’, BB’. 

L'égalité des segments ab, a’b’, résulte de l'égalité des 
triangles abp, a'b'q', qui sont égaux comme étant semblables 
avec des hauteurs homologues égales. 


EXERCICES. 


4. Abaisser d'un point une perpendiculaire sur un plan parallèle à la 
ligne de terre (sans changement de plan ni rotation). 

2. Trouver les relations entre les projections des arêtes et les traces 
des faces d'un triédre trirectangle. 
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3. Construire un trièdre trirectangle, connaissant les traces horizon- 
tales des trois arêtes en supposant l’une des arêtes parallèle au plan 
vertical. 

4. Méme question, les arêtes ayant des positions arbitraires. 

5. Construire un triédre trirectangle, connaissant les projections du 
sommet SS’ et les projections horizontales des trois arêtes Sa, Sb, Sc. 
Relations entre ces trois rayons Sa, Sb, Sc, pour que lé problème soit 
possible. 

6. Étant donné un sommet d'un parallélipipède rectangle, et une 
projection de ce solide, trouver l'autre. 








LIVRE V 


CHANGEMENTS DE PLANS. — ROTATIONS. — RABATTEMENTS 


CHAPITRE PREMIER 


228. — Le but des changements de plans est le suivant : Étant 
donné une figure déterminée par ses projections dans un systéme 
de deux plans de projection rectangulaires, trouver les nouvelles 
projections de la méme figure dans un nouveau système de deux 
plans de projection rectangulaires quelconques. 


I. — CHANGEMENT DE PLAN POUR UN POINT. 


229. — Changement de plan vertical. 一 Commençons 
par changer un seul des deux plans de projection, par exemple 
le plan vertical. 

Nous nous proposons donc ici de remplacer le système des 
deux plans de projection primitifs par un autre système composé, 
premièrement, du plan horizontal ancien, et deuxièmement, 
d’un nouveau plan vertical déterminé par sa trace horizontale 
У. 

La trace horizontale 7,y,. du nouveau plan vertical étant Pin- 
tersection des deux plans de projection qui constituent le nou- 
veau système, elle sera précisément la nouvelle ligne de terre. 

Voyons alors quelles sont les nouvelles projections d’un point 
défini par ses deux projections аа’ dans le système primitif (fig. 
103, pl. 9). 

4° La projection horizontale a ne change pas, puisque le plan 
horizontal est commun aux deux systèmes ; 

2° La nouvelle projection verticale se trouve sur une nouvelle 
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ligne de rappel perpendiculaire à x,y, et menée par la projection 
horizontale 4 commune aux deux systèmes ; 

30 La nouvelle projection verticale q”, est à une distance de 
la nouvelle ligne de terre x,y,, égale à la distance de l’ancienne 
projection verticale à l’ancienne ligne de terre ху. En eftet, de 
part et d'autre, cette distance représente la distance du point de 
l’espace au plan horizontal commun aux deux systèmes ; 

4° Enfin cette longueur doit être portée dans notre exemple 
au-dessus de x,y, en lisaut 7,y, de gauche à droite, puisque 
dans le système primitif, le point donné était au-dessus du plan 
horizontal, et qu'il doit y rester. Autrement dit la cote conserve 
son signe. 

Ce que nous venons de dire pour un point quelconque peut 
évidemment s'appliquer à tous les points d’une figure quel- 
conque; donc le problème du changement de plan vertical est 
complétement résolu. 


230. — Changement de plan horizontal. — Proposons- 
nous maintenant d’effectuer un changement de plan horizontal, 
c'est-à-dire de remplacer le système des deux plans de pro- 
jections primitifs par un autre système composé: 4° du plan 
vertical; 2° d’un nouveau plan horizontal perpendiculaire par 
conséquent au plan vertical, et déterminé d’ailleurs par sa trace 
verticale 2,¥;. 

Comme précédemment, 2.9, (fig. 104, pl. 9) sera la nouvelle 
ligne de terre. | 

Pour trouver les nouvelles projections d'un point aa’, nous 
dirons : 

do La projection verticale a” ne change pas, puisque le plan 
vertical est commun aux deux systèmes ; 

2° La nouvelle projection horizontale se trouve sur une nou- 
velle ligne de rappel perpendiculaire à x,y, et menée par la pro- 
jection werticale 4” commune aux deux systèmes ; 

3° La nouvelle projection horizontale est à une distance de la 
nouvelle ligne de terre, égale à la distance de l’ancienne projec- 
tion horizontale, à l’ancienne ligne de terre; car l’éloignement est 
le même dans les deux systèmes ; 

4° Enfin, dans l'exemple actuel, l'éloignement a,x, doit étre 
compté au-dessous de la ligne de terre, parce que dans le sys- 
tème précédent, le point était en avant du plan vertical, et qu'il 
doit y rester dans le second svstème. 
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231. — Remarque. 一 Le sens suivant lequel on doit porter 
la côte ou l’éloignement d’un point est parfaitement déterminé 
lorsqu’on a effectué le changement de plan pour un point, de telle 
sorte qu’on peut alors continuer les opérations du changement 
de plan sans écrire les lettres x,y,. 

Par exemple, étant donné deux points dans le premier système 
ayant 1>urs projections verticales du même côté de ху, en faisant 
un changement de plan vertical, les deux nouvelles projections 
_ verticales doivent se trouver du même cAté par rapport à la nou- 
velle ligne de terre. 


11. — CHANGEMENT DE PLAN POUR UNE DROITE. 


233. 一 Pour trouver la nouvelle projection dune droite, il 
suffit d'effectuer le changement de plan pour deux points de cette 
droite. 

Parmi les points de cette droite, il est avantageux de choisir 
la trace qui ne change pas, c’est-à-dire la trace sur le plan com- 
mun aux deux systémes. 

Soit 4 effectuer le changement de plan vertical 2,y, pour la 
droite AA’ (fig. 108, pl. 9). 

Nous choisirons comme premier point la trace horizontale 
aa’. 

L’avantage qu’il y a à choisir ce point, c’est que sa nouvelle 
projection verticale se trouve sur la ligne de terre; on n’a donc 
pas de céte 4 transporter. 

Il est bien entendu que si ce choix particulier ne pouvait pas 
réussir, on n'aurait qu’à prendre un autre point quelconque, bb’ 
par exemple, qui a pour nouvelle projection verticale b”,. 

Ainsi donc a’,b’, est la nouvelle projection verticale de la 
droite. 


233. 一 Problème. — Trouver directement dans l'exemple 
précédent la nouvelle trace verticale de la droite AA’ (fig. 105, 
pl. 9). 

La nouvelle trace verticale de AA’ doit se projeter horizonta- 
lement dans le nouveau système sur la nouvelle ligne de terre 
2%,Y1. П suffit donc d'effectuer le changement de plan pour le 
point ce’ qui se projette horizontalement sur æ,7,, et qui a pour 
nouvelle projection vertical ci. 
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Ainsi cc’, est la nouvelle trace verticale de la droite. 
On reconnait par là que pour trouver la nouvelle trace verti- 
cale de la droite, il n’était pas nécessaire de connaitre la nouvelle 
projection verticale A’, de la droite. 


Ce que nous venons de faire pour un changement de plan 
vertical s’appliquerait bien entendu à un changement de plan 
horizontal. 


Ш. 一 CHANGEMENT DE PLAN POUR UN PLAN. 


234. — Si Pon veut déterminer un plan dans un nouveau sys- 
temo, il suffit d'effectuer le changement de plan pour trois 
points du plan, ou, ce qui revient au même, pour une droite et 
un point, ou enfin pour deux droites. 


235. — Exemple I. — Soit à effectuer le changement de 
plan vertical x,y, pour le plan ABA’B’ (fig. 106, pl. 9). 

Nous marquerons sur chacune des deux droites un point; aa’, 
bb’, ces deux points avec le point de rencontre 00' détermineront 
le plan; puis nous effectuerons le changement de plan indiqué 
pour ces trois points. Soit a’,b’,o’, leurs nouvelles projections 
verticales. Le plan est donc maintenant déterminé par les trois 
points aa’,, bb’,, 00’,, ou par les deux droites 0a, 0',@’,, obo",b',. 


236. — PROBLÈME. — Trouver direclement dans Vexemple 
précédent la nouvelle trace verticale du plan. 

Pour résoudre cette question, il suffit de joindre par une ligne 
droite les traces verticales nouvelles des deux droites qui déter- 
minent le plan donné. 

Ainsi хВа’, 6’, est la nouvelle trace verticale demandée. 


237. — REMARQUE. — Si la construction ne pouvait pas 
réussir, on n’aurait qu’à remplacer les deux droites qui déter- 
minent le plan donné par d’autres droites mieux choisies dans 
le plan pour résoudre le problème. 


238. — Exemple II. — Dans ce nouvel exemple, nous allons 
nous proposer de trouver les nouvelles traces d’un plan, en 
supposant le plan déterminé primitivement par ses traces. La 
marche à suivre est la même que précédemment, et pour s’en 
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rendre compte, il suffit d’employer les mêmes notations, en арре- 
lant, par exemple, la trace horizontale AA’; et la trace verticale BB’. 

Soit donc à effectuer le changement de plan vertical x,y, pour 
le plan PP, (fig. 107, pl. 9). 

Nous dirons : 4° la trace horizontale Pa ne change pas, puisque 
le plan horizontal est commun aux deux systèmes ; 2° cherchons 
la nouvelle trace verticale, et pour cela déterminons les traces 
verticales nouvelles qa”,, bb’, des deux droites qui déterminent 
le plan donné. 

Finalement, a’,b’, est la nouvelle trace verticale demandée. 


Voici comment on peut encore énoncer cette construction : 
4° la trace horizontale Px ne change pas ; 2 son point de rencontre 
аа’ avec la nouvelle ligne de terre appartient à la nouvelle trace 
verticale; 3° effectuons le changement de plan pour le point bb’ 
du plan qui se projette horizontalement au point de rencontre 
des deux lignes de terre. Le point ainsi obtenu bb’, ayant son 
éloignement nul appartiendra aussi à la trace verticale nouvelle, 
Donc @’,b’, est cette trace verticale nouvelle demandée. 

Cette explication présente un inconvénient que n’a pas la рге- 
mière, c’est qu’on ne se rend pas compte du moyen de transfor- 
mer la construction lorsqu'elle ne réussit раз; tandis qu’avec la 
première explication, on comprend bien que si la construction 
ne réussit pas avec certaines droites particulières du plan, on a 
toujours le droit d’en choisir d’autres dans le même plan. 


IV. — PRENDRE UN PLAN QUELCONQUE COMME PLAN 
DE PROJECTION. 


239. — Étant donné un plan quelconque PaP, (fig. 108, pl. 10), 
il est impossible, d’après ce que nous avons vu précédemment, 
de le prendre directement comme plan horizontal de projection, 
à moins que 16 plan donné soit perpendiculaire au plan vertical. 

Il est donc indispensable de commencer par rendre le plan 
donné perpendiculaire au plan vertical. Pour cela, il faudra né- 
cessairement effectuer un changement de plan vertical. 

Le nouveau plan vertical doit être perpendiculaire sur le plan 
horizontal dans le système primitif, et sur le nouveau plan hori- 
zontal PzP, dans le nouveau système. Autrement dit, le nouveau 
plan vertical est perpendiculaire sur Ра. 


be 
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En résumé, pour prendre le plan PaP, comme plan hori- 
zontal, commençons premièrement par effectuer un changement 
de plan vertical, en prenant comme ligne de terre T,Y, une per- 
pendiculaire sur la trace horizontale Pa du plan donné. Ce chan- 
gement de plan a pour but de rendre le plan donné perpendicu- 
laire au plan vertical. Soit, par exemple, «,P’, la nouvelle trace 
verticale du plan donné. 

Maintenant que le plan est perpendiculaire au plan vertical, 
on a le droit de le prendre comme plan horizontal. La deuxième 
opération est donc un changement de plan horizontal, en prenant 
P',a, comme ligne de terre. 


V. — RENDRE UNE DROITE VERTICALE. 


240. — Ce problème est identique au précédent; en effet, si 
Pon rend une droite АА’ (fig. 109, pl. 10) verticale, c’est qu’on 
a pris un plan PaP, perpendiculaire à la droite comme plan hori- 
zontal de projection. 

dre OPÉRATION. — Changement de plan vertical, ayant pour 
but de rendre le plan PaP, perpendiculaire au plan vertical, ou, 
ce qui revient au méme, ayant pour but de rendre la droite AA’ 
parallèle au plan vertical. Il faut donc choisir comme ligne de 
terre æ,y, une parallèle à А. Soit A’, la nouvelle projection уег- 
ticale de AA’. 

2° OPERATION. — Changement de plan horizontal ayant pour 
but de rendre AA’ verticale ou bien de rendre le plan PaP',hori- 
zontal. П faut donc choisir cette tois la ligne de terre ولإونك‎ per- 
pendiculaire sur А’.. 

Après ces deux opérations, la droite se projette verticalement 
suivant A’, et horizontalement suivant le point Aj. 


Lorsqu’on a l’occasion d’effectuer, comme nous venons de le 
faire, plusieurs changements de plans successifs, on n’a pas à 
tenir compte des relations que les différentes figures obtenues 
pourraient avoir entre elles. Nous voulons dire par là qu’il faut 
appliquer mécaniquement les règles du changement de plan 
pour chaque point, sans chercher à se rendre compte si ces 
points se déplacent, car il n’y a ici aucun déplacement. 

Aussi en lisant une épure de changement de plan, il ne faut 
voir dans chaque système que les projections concernant ce sys- 

ème, en faisant abstraction de toutes les autres, 
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Ainsi dans le premier système, il ne faut s'occuper que des 
points aa’, bb’, cc’, etc.; dans le deuxième système, il ne faudra 
voir que les points a@’,, bb’,, cc’,, etc., et de mème pour tous les _ 
changements de plans successifs. 


VI. — REMPLACER LE SYSTEME DES DEUX PLANS DE 
PROJECTION PAR UN AUTRE SYSTÈME DE DEUX PLANS 
RECTANGULAIRES QUELCONQUES. 


241. — Nous arrivons enfin au problème général des change- 
ments de plans, dans lequel on se propose de changer simulta- 
uément les deux plans de projection. 

Soit, par exemple, PaP, (fig. 140, pl. 10) le plan qui doit être 
pris comme plan horizontal de projection, et ИГР Pintersection 
de ce plan avec celui qui doit servir plus tard de plan vertical. 

Nous ne pouvons rien nous donner eu pius du nouveau plan 
vertical, car il est complétement déterminé par une droite, puis- 
qu'il doit étre perpendiculaire sur le plan PaP,. 

A laide de deux opérations, nous prendrons le plan PxP, 
comme plan horizontal, et ensuite nous choisirons le deuxiéme . 
plan comme plan vertical de projection. 


Voici donc la série d’opérations a effectuer : 

dre OPERATION. — Changement de plan vertical x2,Y, ayant 
pour but de rendre le plan PzP, perpendiculaire au nouveau 
plan vertical. 

Appliquons ce changement de plan a tous les éléments de la 
figure et remarquons que dans ce système Z,¥,, tous les points 
du plan PaP, se projettent verticalement sur sa trace verticale. 

2° OPÉRATION. 一 Changement de plan horizontal .r,y, en pre- 
nant comme ligne de terre la trace verticale nouvelle du plan 
PaP,. Actuellement, le plan PaP, est pris comme plan horizontal 
de projection ; quant à l’autre plan, il est maintenant vertical et 
a pour trace horizontale .واوا‎ 

3° OPÉRATION. — Changement de plan vertical Lf,. Après ces 
trois opérations, le problème général que nous nous étions pro” 
posé est enfin résolu. 


Comme exercice, on fera bien de reprendre les raisonnements 
précédents, de manière à choisir le plan PaP, comme plan ver-- 
tical, et le deuxième plan donné comme plan horizontal. 





CHAPITRE II 


I. — ROTATION D'UN POINT. — RELATION ENTRE №3 
ROTATIONS ET LES CHANGEMENTS DE PLANS. 


242. — Le but général des rotations est le suivant: Étant 
donné deux plans rectangulaires, amener ces deux plans а 
coincider avec les deux plans de projection à l’aide de mouve- 
ments de rotation autour d'axes convenablement choisis. 

En tournant autour d’une droite fixe, un point quelconque 
décrit une circonférence dont le plan est perpendiculaire à l’axe 
de rotation, et dont le centre est sur Гахе. De plus, le rayon 
aboutissant à la nouvelle position du point fait avec le rayon 
aboutissant à l’ancienne position du point un angle égal à Pangle 
de rotation, et compté dans le sens de la rotation. 

Pour qu'il soit possible de représenter Parc de cercle décrit 
par chaque point. dans ce mouvement, il est nécessaire que le 
plan de ce cercle soit parallèle à l’un des plans de projection. 
Nous supposerons donc toujours l’axe de rotation perpendicu- 
hire sur l’un des plans de projection. 


243. — Rotation d'un point autour d'un axe vertical. 
一 Proposons-nous, par exemple, de faire tourner le point aa’ 
(fig. 141, pl. 40) autour de la verticale о d'un angle a dans le 
sens de la flèche F. 

4° L’axe de rotation étant vertical, la circonférence décrite par 
je point se projette horizontalement suivant une circonférence 
décrite du point 0 comme centre, avec 00 pour rayon, et verti- 
ealement suivant une parallèle à la ligne de terre menée par a’. 

2° Le nouveau rayon 04, fait ave: l’ancien 04 en projection 
sorizontale un angle égal à l’angle de rotation а. 

3° Cet angle aoa, est compté dans le sens de la rotation indi- 
juée par la flèche Е. 
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244. 一 REMARQUE. — Le résultat trouvé après une rotatior 
peut s'obtenir également par un changement de plan.Autremen 
dit, une rotation et un changement de plan sont choses équi- 
valentes. . 

Dans Рехетрю précédent (fig. 114, pl. 10), faisons tourner 
la ligne de terre zy d’un angle égal à Pangle de rotation, mais 
en sens contraire du sens indiqué; soit 2.9. la nouvelle position 
de ху. 

Effectuons ensuite Je changement de plan vertical ху, pour 
tous les éléments de la figure primitive. 

Nous allons vérifier que la figure obtenue après la rotation 
dans le système primitif zy est identique avec la figure obtenue 
après le changement de plan vertical х.у.з. 

En effet, faisons tourner la figure obtenue après le change- 
ment de plan autour du point o, d’un angle & dans le sens de la 
rotation. 

La droite ош, prend la position ow, 00 vient coincider avec 
004: Lis, qui est perpendiculaire à ow,, prend la position zy 
perpendiculaire sur ow. 

Puis la droite رو02‎ qui est perpendiculaire sur 7,¥,, coincide 
avec 4,4, perpendiculaire sur zy. Enfin, lo point а’, vient en 
а’,, parce que les deux cotes @',%, 4,9, sont égales; donc les 
résultats sont bien identiques. 


Jusqu’à présent, nous avons fait tourner simplement un point 
autour d’un axe vertical, mais si au lieu d’un point on avait une 
figure quelconque, on n’aurait qu’à faire tourner successivement 
tous les points de la figure. 

Enfin la marche à suivre est la même, lorsqu’au lieu d'un axe 
vertical, on a un axe perpendiculaire au plan vertical. 


Il. — ROTATION D’UNE DROITE. 


245. 一 Pour faire tourner une droite autour d’un axe, il 
suffit d’en faire tourner deux points. Parmi les différents points 
de cette droite, il est assez utile de choisir le pied de la perpen- 
diculaire commune entre la droite et l’axe. 

Soit à faire tourner Ja droite AA’ autour de la verticale о 
(fig. 112, pl. 40). 

Choisissons comme premier point le pied аа’ de la perpen- 
diculaire commune entre la droite et Paxe, il vient en a,a’,. I! 


ni 
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résulte de là que la nouvelle projection A, de Ja droite A est une 
perpendiculaire sur 04, menée par 4.. 

Tel est le principal avantage qu’il y a à choisir comme premier 
point le point aa’. 

Faisons ensuite tourner un deuxième point de la droite, soit 
la trace horizoutale hh’. Comme vérification, le point №, doit se 
trouver sur A,. En choisissant ce deuxième point, on fait une 
économie d’une parallèle à la ligne de terre qui ici est remplacée 
par la ligne de terre elle-même. Ainsi donc a,h,, a',h', sont les 
nouvelles projections de la droite. 


Ш. — ROTATION D'UN PLAN. 


246. — Pour faire tourner un plan autour d’une droite, il 
suffit d'en faire tourner trois points, ou bien une droite et un 
point, ou enfin deux droites. 

Il est utile de choisir comme premier point, le point de ren- 
contre du plan avec l’axe, parce que ce point reste fixe. 

Soit à faire tourner le plan PaP, (fig. 443, pl. 40) autour de la 
verticale 0. 

Commençons par déterminer le point fixe 00’ à l’aide de la 
ligne de front du plan ofo’f’ qui rencontre l’axe, puis faisons 
tourner une droite quelconque du plan, par exemple la trace 
horizontale. 

Soit R$ la nouvelle trace horizontale du plan; le nouveau plan 
sera déterminé par sa trace horizontale ВВ et le point 00’. On a 
suivant 0¢0'o’ une ligne de front du plan dans sa nouvelle posi- 
tion, il en résulte que la nouvelle trace verticale R,@ s’obtient en 
menant par В une parallèle à 0’9’. 


IV. — RENDRE UN PLAN HORIZONTAL. 


247. — En faisant tourner un plan quelconque autour d’un exe 
vertical, l’angle de ce plan avec le plan horizontal n° change 
pas ; donc il ne peut pas devenir nul. 

De même, en faisant tourner un plan autour d’un axe perpen- 
diculaire au plan vertical, l’angle du plan avec le plan vertical 
ne change раз; donc il ne peut pas devenir un angle droit. 

Il est donc impossible, à l’aide d’une seule rotation, d'amener 
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un plan à être horizontal, à moins cependant que le plan soit 
déjà perpendiculaire au plan vertical. 

En effet, soit PaP, (fig. 444, pl. 10) un pla. perpendiculaire 
au plan vertical, en le faisant tourner autour d'un axe perpendi- 
culaire au plan vertical, le plan reste constamment perpendicu- 
laire au plan vertical, tandis que langle du plan avec le plan 
horizontal prend toutes les grandeurs possibles, et en particulier 
peut devenir nul. Il suffit, pour arriver à ce résultat, d’amener la 
trace verticale P,a à être parallèle à la ligne de terre. L’angle de 
rotation est donc mesuré par &'o'a’,, qui indique en même temps 
le sens de la rotation. Ainsi après cette rotation, le plan donné 
est devenu le plan horizontal H,. 

Revenons maintenant á la question primitive, rendre un plan 
horizontal. Il est entendu que ce problème ne peut se résoudre 
à l’aide d’une seule rotation, que si le plan est déjà perpendicu- 
laire au plan vertical. Donc, le plan donné étant quelconque, il 
faut commencer par le rendre perpendiculaire au plan vertical. 

Cette nouvelle opération ne peut se faire que par une rotation 
autour d'un axe vertical, qui ne change раз Pangle du plan avec 
le plan horizontal, mais permet à l’angle avec le plan vertical de 
devenir droit. Il suffit en effet, d’amener la trace horizontale, à 
être perpendiculaire à la ligne de terre. 


Voici donc, en résumé, la série d'opérations à effectuer pour 
rendre ud plan horizontal (fig. 115, pl. 10). 

{ге OPÉRATION. 一 Rotation autour de Рахе vertical 0, ayant 
pour but d’amener le plan PaP, à être perpendiculaire au plan 
vertical. Cette rotation est mesurée par l’angle a04,, elle donne 
au plan la position ВЗВ.. 

2e OPÉRATION. — Rotation autour de la perpendiculaire au 
plan vertical w’, ayant pour but d’amener le plan RSR, à être 
parallèle au plan horizontal. Cette nouvelle rotation est mesurée 
par langle b'w’b",. 

Finalement, le plan donné est devenu le plan horizontal H,. 


V. — RENDRE UNE DROITE VERTICALE. 


Comme nous Pavons vu à propos des changements de plan, 
ce problème est identique au précédent; aussi nous contente- 
rons-nous d'indiquer les opérations successives qui permettent 
de le résoudre, 
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Soit à rendre la droite AA’ verticale (fig. 146, pl. 10). 

Ire OPÉRATION. —Rotation autour de la verticale 0, ayant pour 
but de rendre la droite parallèle au plan vertical. Cette rotation 
est mesurée par Pangle a0a,, et la droite AA’ prend la position 
А.А’. 

26 OPÉRATION. 一 Rotation autour de la perpendiculaire au 
plan vertical w’, permettant de rendre la droite verticale. Cette 
nouvelle rotation est mesurée par langle b’,w'b’,; et la droite 
А.А’, devient la verticale A,. 





248. — Problème. 一 Amener deux plans rectangulaires à 
être parallèles au plan de projection. 

Pour résoudre ce dernier problème général des rotations, il 
faudra, comme cela s’est présenté pour les changements de 
plan, trois opérations successives. Les deux premières opéra- 
tions rendent le premier plan horizontal, et la troisième rend le 
second plan paralléle au plan vertical. 


CHAPITRE Ш 


RABATTEMENTS. 


Parmi les différents problèmes que nous venons de résoudre, 
le plus souvent employé est celui dans lequel on rend un plan 
parallèle à l’un des plans de projection. 

Nous savons résoudre ce problème, soit avec deux change- 
ments de plan successifs, soit à l’aide de deux rotations succes- 
sives. 

D'ailleurs, nous savons qu’un changement de plan et une 
rotation sont choses équivalentes ; donc au lieu de deux opéra- 
tions successives de même nature, on peut faire successivement 
un changement de plan puis une rotation. 

L'ensemble de ces deux opérations dans l’ordre indiqué cons- 
titue ce qu’on appelle un rabattement. 

Voici une autre manière d’envisager cette question. Pour 
rendre un plan horizontal, la marche naturelle consiste à le faire 
tourner autour de l’une de ses horizontales, d'un angle égal à 
angle du plan donné avec le plan horizontal. Or, pour ramener 
cette rotation aux rotations ordinaires, il est nécessaire de rendre 
Paxe, ou la charnière, perpendiculaire à lun des plans de 
projection; delà le changement de plan primitif suivi enfin d’une 
rotation. On pourrait aussi commencer par la rotation pour 
finir par le changement de plan, mais cette façon de procéder 
ne s’emploie pas généralement. 

249. — Problème. — Soit, par exemple, à rabattre le plan 
aHa'B' sur le plan horizontal H' (fig. 117, pl. 10). 

ire OPÉRATION. — Changement de plan vertical T,Y,, ayant 
pour but de rendre la charnière НН’ perpendiculaire au plan 
vertical. 

L’axe a pour nouvelle projection verticale le point H’,, et le 
point aa’ vient se projeter verticalement en @’,. Il résulte de lA 
que le plan a pour trace verticale a’, H/;. 

2° OPERATION. 一 Rotation autour de la perpendiculaire au plan 
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vertical H’, ayant pour but de rendre le plan donné horizontal. 
Cette rotation est mesurée par langle a’,H’,a’;, qui indique en 
méme temps le sens du rabattement. Enfin le point aa’, a pour 
rabattement a,a’,. 


I. 一 RABATTEMENT D'UN POINT QUELCONQUE. 


Proposons-nous d’appliquer au point mm’, les opérations que 
nous venons d'indiquer. La première opération nous donne en 
т’, la nouvelle projection verticale du point. 

Pour effectuer simplement la deuxième, abaissons du point 
mm’ une perpendiculaire 和 rp ip sur le plan, et au lieu de 
faire tourner le point lui-même, faisons tourner le point ры’, qui 
vient en pau’.. Quant au point mm’,, il vient en m,m’,, la lon- 
gueur p’,m’, étant égale à قرم‎ 

En employant cette manière de procéder, on n’a pas à cons- 
truire Pangle т’,Н’,т’, égal à Pangle de rotation. De plus, en 
demandant le rabattement du point, c’est le point т, qu'il faut 
trouver, donc il est en général inutile de marquer le point m’,. 


IT. 一 RABATTEMENT D'UN POINT DU PLAN. — SIMPLI- 
FICATIONS. 


Les constructions précédentes se simplifient, lorsque le point 
que Pon veut rabattre est contenu dans le plan qu'on rabat. 

Soit par exemple (fig. 118, pl. 10) m la projection horizontale 
d'un point du plan аНа’Н’. Dans le système 2:1, ce point se 
projettera verticalement en т’; sur la trace verticale du plan 
donné; la rotation l’amène en m,m’,. 

250. — Règle du triangle rectangle. — Nous pouvons 
donc dire que le rabattement m, d’un point quelconque du plan 
se trouve sur une perpendiculaire à la projection horizontale 
de la charnière menée par la projection horizontale du point, 
et à une distance de la projection horizontale de la charnière 
qui est Vhypoténuse d'un triangle rectangle, ayant pour côtés 
de Tangle droit,les distances des deux projections du point aux 
deux projections de même nom de la charnière. 

Cette règle, comme nous l'avons dit en commençant, ne s’ap- 
nlique qu’aux points contenus dans le plan. Nous engageons le 
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tecteur à ne Pemployer que dans le cas où nn n’a qu’un petit 
nombre de points à rabattre, parce que les différents triangles 
rectangles construits pour chaque point génent la lecture de l’é- 
pure, tandis qu'il n’en est pas de même en faisant le changement 
de plan une seule fois. 

Voici encore une autre simplification du même problème en 
supposant connu le rabattement d’un premier point du plan. 

Soit par exemple H la projection horizontale de la charnière 
(fig. 449, pl.40), a la projection horizontale d’un point du plan, 
et a, le rabattement de ce point. 

Soit enfin m, la projection horizontale d’un point quelconque 
du plan. Joignons am; cette droite rencontre H en un point fixe 
رم‎ donc elle se rabat suivant Gyu, et par suite le point m se rabat 
еп M, sur y. 

On peut encore se servir du rabattement d’une droite du plan, 
pour en déduire le rabattement d’un point quelconque p du plan. 

Menons en effet l'horizontale px (fig. 119, pl. 10), elle se rabat 
suivant une parallèle à H menée par x, rabattement de +; done 
le point р se rabat en pz. Par ce dernier procédé, on n’a pas à 
craindre que le point م‎ sorte des limites de l’épure. 


On pourra choisir, par exemple, comme droite Gu, la trace 
verticale du plan. 


On peut encore trouver le rabattement des différents points 
contenus dans le plan que l’on rabat, sans décomposer cette 
opération en changement de plan et rotation, mais encore une 
fois, la construction particulière que nous avons en vue, ne 
s'applique, comme les précédentes, qu’à des points contenus 
dans le plans que l’on rabat. 

Soit un plan déterminé par le point mm’ et l'horizontale HH’ 
(fig. 195, pl. 18); nous nous proposons de rabattre ce plan sur 
le plan horizontal H’ autour de l’horizontale HH’. 

Considérons la ligne de front mf m'f' du plan passant par le 
point donné, elle coupe la charnière au point ff’, qui restera 
fixe dans le rabattement. Quant au point тт’, il se rabat sur 
une perpendiculaire à la projection horizontale de la char- 
nière H, menée par la projection horizontale m du point. Enfin, 
il se trouve à une distance du point f, égale à la longueur de la 
ligne de front mf m'j'. Or, cette longueur est connue, elle est 
mesurée en projection verticale par m'f'. 

Il suffit donc de dessiner une circonférence de f comme 
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centre avec m/f’ comme rayon, elle donne en male rabattement 
demandé. | 

Cette façon particulière de procéder revient à remplacer les 
deux opérations du rabattement par une rotation autour du 
point ff’, seulement la construction à laquelle nous sommes 
conduits est en défaut, lorsque la charniére est paralléle 4 la 
ligne de terre. 

Insistons encore une fois sur ce fait que les constructions 
particulières du rabattement caractérisées par l’emploi du 
triangle rectangle, ou bien par le rabattement d’un premier 
point ou d’une droite (ce qui revient 4 considérer la deuxiéme 
figure comme une transformation homographique de la pre- 
miére), ou encore par la ligne de front; toutes ces construc- 
tions, disons-nous, ne s’appliquent qu’au rabattement et au 
relévement des points contenus dans le plan. 

Aussitôt qu’on a à rabattre ou à relever des points en dehors 
du plan, il est indispensable de décomposer le rabattement en 
changement de plan et rotation. 


Ш. — EMPLOI DES CHANGEMENTS DE PLANS. — ROTATIONS. 
— RABATTEMENTS. 


251. — Jusqu’à présent, nous avons exposé les méthodes des 
changements de plans, rotations et rabattements sans en montrer 
les applications. Avant d’aborder ce chapitre, il faut indiquer 
comment ces méthodes peuvent être employées dans la résolu- 
tion des problèmes. 

Étant donné un problème de géométrie descriptive à résoudre, 
il faut d’abord s’occuper de la partie purement géométrique 
du problème, ensuite on examinera les positions particulières 
que Pon peut faire prendre aux données, pour qu'il soit facile 
d'exécuter les constructions indiquées dans la solution géomé- 
trique. On est donc conduit à effectuer des changements de plan, 
rotations ou rabattements ayant pour but d'amener les données 
dans des conditions particulières par rapport aux plans de pro- 
ection。 

Comme exemple simple, citons la construction d’un cube. П 
résulte des propriétés géométriques du cube, qu'il est excessive- 
ment facile de construire ce solide, lorsqu'il a une face dans le 
plan horizontal. Si donc avec les éléments connus du cube, on 
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peut mettre en évidence le plan d’une face, il sera bon de choi- 
sir c plan particulier comme plan de projection, à l’aide de 
deux changements de plans successifs, ou de deux rotations suc- 
cessives, ou enfin à l’aide d’un rabattement. 

Quant au choix de l’une ou l’autre de ces inéthodes, il appar 
tient tout entier à celui qui fait Pépure, puisque nous avons dé- 
montré l’équivalence des trois procédés. | 

En général, on pourrait cependant préférer les changements 
de plans comme génant moins l’épure. En effet, après un chan- 
gement de plan, on n’a que trois projections du système à dessi- 
ner, tandis qu’aprés une rotation, on a en tout quatre projections 
du même système à dessiner. Cependant, il n’en serait pas de 
même ‘si le système était de révolution, et qu’on pat choisir 
comme axe de rotation Paxe du système. 

On fera donc bien d’examiner si d’après la disposition des 
données, telle méthode ne donnerait pas lieu accidentellement à 
des constructions plus simples que telle autre méthode. 

Enfin on n’oubliera pas que des notations bien choisies, en 
soulageant la mémoire, facilitent toujours le travail. 


3. CARON. — Géom. descrip. élém. y 








CHAPITRE 1V 


I. 一 DISTANCE DE DEUX POINTS. 


Pour résoudre cette question, nous nous appuierons sur ce fail, 
que toute figure plane se projette sur un plan parallèle au plan 
de la figure, suivant une ligne égale. 

П suffit donc, pour trouver la distance de deux points, d’ame- 
ner la droite qui joint ces deux points à être parallèle à l’un des 
plans de projection. 

On arrive d’ailleurs à ce résultat à l’aide d’un changement de 
plan ou d’une rotation. 

252. 一 Problème. — Soit, par exemple, d trouver la dis- 
tance de deux points aa'bb' (fig. 120, pl. 40). 

Effectuons un changement de plan vertical ayant pour but de 
rendre aba’b’, parallèle au plan vertical. Nous choisirons alors 
comme ligne de terre æ:7, une parallèle à ab, par exemple ab 
elle-même. Les nouvelles projections verticales des deux points 
sont @’,,b’,; donc Q 5“: mesure la distance des deux points. 

253. — Elévation du plan horizontal. — Étant donnée 
une figure quelconque, si on diminue les cotes des différents points 
d'une même quantité, on obtient une figure égale à la première. 
Dans l’exemple précédent, diminuons les cotes des deux points 
aa',bb' de la quantité @’x, nous aurons ainsi en @’,b’, (fig. 421, 
pl. 11) la nouvelle projection verticale de la droite. 

Ainsi donc, au lieu de compter les cotes jusqu’au plan hori- 
zontal primitif, nous les comptons seulement jusqu’au plan 
horizontal а’. On dit qu’on a élevé le plan horizontal jusqu’en a’. 

Pour mieux rattacher cette construction aux constructions 
ordinaires, sans pour cela introduire de nouvelles conventions,il 
suffit de dire qu’on a choisi comme ligne de terre L,T,, la lon- 
guour a',x, étant égale à d'a. 

Au liev d’un changement de plan vertical, on serait arrivé au 
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méme résultat, avec un changement de plan horizontal, en pro- 
nant la ligne de terre parallèle à a’b’. 

La figure 422, planche 10, nous dónne encore la distance des 
deux points aa’, bb’ à l’aide cette fois d’une rotation. Nous avons 
choisi comme axe la verticale a. En faisant tourner la droite de 
Pangle bab,, elle devient la ligne de front ab,a'b',, de sorte que 
finalement @’b’,; mesure la distance des deux points. 

Enfin on aurait pu effectuer une rotation autour d’un axe per- 
pendiculaire au plan vertical, de manière à rendre la droite 
parallèle au plan horizontal. 

Nous savons donc maintenant trouver la distance d’un point à 
un plan, d’un point à une droite et la plus courte distance de 
deux droites.Nous allons quand même, comme exercice,résoudre 
directement ces différents problèmes. 





II. — DISTANCE D'UN POINT A UN PLAN, 


254. — Pour résoudre се problème, nous le ramènerons au 
cas particulier où le plan est perpendiculaire à l’un des plans de 
projection. 

Soit donc à trouver (fig. 123, pl. 40) la distance du point AA’ 
au plan PaP,. Effectuons le changement de plan vertical 2,7, 
ayant pour but de rendre le plan PP; perpendiculaire au plan 
vertical. 

Soit, par exemple, «,P’, la nouvelle trace verticale du plan, et 
A’, la nouvelle projection verticale du point. : 

Dans le système actuel, la perpendiculaire au plan a pour pro- 
jection AmA’:m’,, et de plus A’,;m’, mesure la distance du point 
au plan. 

Si nous revenons au système primitif, nous aurons en A’m’ la 
projection verticale de la perpendiculaire, et en même temps en 
mim’ le pied de la perpendiculaire. Comme vérification, A’m’ est 
perpendiculaire sur Px. 


Ш. — DISTANCE D’UN POINT A UNE DROITE. 


255. 一 On peut résoudre ce problème, en rendant la droite 
perpendiculaire à l’un des plans de projection, ou bien en ren- 
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dant le plan déterminé par le point et la droite parallèle à l’un 
des plans de projection. 

Seulement, ces solutions nécessitant deux changements de 
plans ou deux rotations ou un rabattement, nous choisirons de 
préférence la première méthode qui consiste à mener la perpen- 
dicalaire et ensuite à en chercher la longueur. On n’appliquera 
donc les autres constructions énoncées précédemment que comme 
exercices. 


ГУ. 一 PLUS COURTE DISTANCE ENTRE DEUX DROITES. 


٠ 256. — Pour résoudre ce problème, il suffit d’amener les 
droites dans les positions particulières où nous avons reconnu 
qu’il était facile de construire la perpendiculaire commune. 

Par exemple, on peut amener l’une des droites à être perpen- 
diculaire sur Рип des plans de projection, ou bien les deux 
droites à étre parallèles à l’un des plans de projection, ce qui 
nécessitera deux opérations. 

On peut encore rendre deux projections de même nom des 
deux droites parallèles entre elles,à l’aide d’une seule opération, 
changement de plan ou rotation. Cette manière de procéder sera 
l'une des meilleures, lorsqu'on voudra trouver uniquement la 
plus courte distance, sans chercher la perpendiculaire com- 
mune. | 

Quant au dernier cas particulier d’une horizontale et d’une 
ligne de front, il ne nécessite réellement que deux opérations, 
mais on n’en déduit pas assez rapidement la perpendiculaire 
commune, ni la plus courte distance, pour qu’on puisse s’en ser- 
vir avantageusement. 

Comme exercices, nous allons appliquer les trois méthodes à 
trois exemples de perpendiculaires communes. 


257. — Exemple 1. — Trouver la perpendiculaire commune 
aux deux droites AA’, BB’ et leur plus courte distance (fig. 124, 
pl. 44), à l’aide de changements de plans ayant pour but de 
rendre AA’ verticale. 

¿re OPÉRATION. — Changement de plan vertical x.y; ayant 
pour but de rendre AA’ parallèle au plan vertical; A,’,B,’ sont 
les projections verticales nouvelles des deux droites. 

2e OPERATION. 一 Changement de plan horizontal 2,43 rendant 
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la droite AA’, verticale. La droite А a pour nouvelle projection 
horizontale le point Ay, et la droite В se projette horizontalement 
suivant Во. 

Actuellement, a,b, mesure la plus courte distance entre les 
deux droites; d’ailleurs, dans le système х.у., la perpendiculaire 
commune est horizontale, et elle a pour projections a,b,a',b',. 

Dans le système 1,Y,, les deux pieds de la perpendiculaire 
commune se projettent horizontalement en a et b sur А et В, et 
enfin dans le système xy, ils se projettent verticalement en C et 
b’ sur A’ et В’. 

Ainsi finalement aba’b’ est la perpendiculaire commune; en 
même temps 4,0, mesure la plus courte distance entre les deux 
droites. 


258. — Exemplell. — Trouver la perpendiculaire commune 
et la plus courte distance entre les deux droites AA'BB' (fig. 495, 
pl. 11), a l’aide de rotations ayant pour but de rendre les deux 
droites parallèles au plan horizontal. 

Commençons par construire un plan parallèle aux deux 
droites, et pour cela menons par un point de l’espace des paral- 
lèles aux deux droites. 

Nous avons choisi comme point de l’espace, le point 00’ de 
AA’ et projeté horizontalement sur B. pour n’avoir à mener que 
la parallèle à В’. 

47° OPÉRATION. — Rotation autour de la verticale о ayant pour 
but de rendre le plan ABA'B perpendiculaire au plan vertical. 

Nous choisissons autant que possible comme axe la verticale 
o qui rencontre les deux droites données, dans le but d'intro- 
duire des points fixes. 

Effectuons d’abord la rotation pour A et В, puis nous en dé- 
duirons B,B’, qui doit être parallèle à 6,8’, et menée par le point 
fixe de BB’. 

Après cette rotation, on a la plus courte distance entre les 
deux droites, elle est mesurée par la distance entre les projec- 
tions verticales A’, et B’.. | 

2° OPÉRATION. — Rotation autour d’un axe perpendiculaire au 
plan vertical, par exemple la perpendiculaire au plan vertical w’. 
Cette rotation mesurée par Pangle o’w’o’, amène A, et В, en 
А.А’. et В.В ’.. 11 reste à faire tourner un point quelconque de 
B,B’, soit 919”, qui vient en q,9’,. Nous menons ensuite par ce 
point 4:0’. une parallèle à В,6’,. 
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La perpendiculaire commune est alors la verticale @,b,@’,b’s. 

Effectuons enfin sur cette droite des opérations inverses des 
précédentes, ce qui donne @,b,@’,b’; avant la deuxième rotation 
et aba’b’ avant la première. 


259. 一 Exemple III. 一 Trouver la plus courte distance ef 
la perpendiculaire commune aux deux droites AA'BB' (fig. 126, 
pl. 44), à laide d'un rabattement ayant pour but de rendre les 
deux droites parallèles au plan horizontal. 

(re OPÉRATION. — Changement de plan vertical 7,y, ayant pour 
bat de rendre le plan AB, qui est parallèle aux deux droites, 
perpendiculaire au plan vertical. Les deux droites A et В ont 
pour nouvelles projections verticales A”, et В’, qui coincident 
avec la trace verticale actuelle du plan АВ. Quant à la projection 
verticale B',, étant parallèle à В’., elle sera déterminée par un 
point. 

La DEUXIÈME OPÉRATION est la même que dans l’exemple pré- 
cédent. 

Après ces deux opérations, la perpendiculaire commune est la 
verticale @,b,, @’:0'.. Une opération inverse de la rotation nous 
donne aba’.b':, et enfin, dans le système primitif aba’b’ est la 
perpendiculaire commune cherchée. D'ailleurs, la plus courte 
distance était mesurée après le premier changement de plan par 
la distance entre A’, et B',. 


У. — ANGLE DE DEUX DROITES. 


260. 一 Définition. — On appelle angle de deux droites, 
l'angle de deux parallèles à ces deux droîtes menées par un 
même point de l'espace. 

Nous pouvons donc, d’après cela, supposer que les deux droites 
données se rencontrent. On aura alors l’angle des deux droites, 
en amenant le plan de ces deux droites à être parallèle à l’un des 
plans de projection, à l’aide de deux changements de plan, ou 
bien de deux rotations, ou enfin d’un rabattement. 

La construction la plus simple étant donnée par un rabatte- 
ment, nous avons employé cette méthode (fig. 127, pl. 44) pour 
trouver langle des deux droites oa0'a”, obo’b’. Il suffit, en effet, 
d’appliquer la règle du triangle rectangle au point 00’, les deux 
points de rencontre des deux droites avec la charnière aba'd 
étant fixes. Ainsi 40,0 est Vangle demandé. 
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VI. — ANGLE D'UNE DROITE ET D'UN PLAN. 


261. — Cet angle est le complément de l'angle de la droite 
avec une perpendiculaire au plan. 

On mènera donc par un point de la droite une perpendiculaire 
sur le plan, puis on déterminera, comme dans l'exemple précé- 
dent, l’angle de ces deux droites; son complément sera l'angle 
cherché. 

262. — Cas particulier. — Le plan donné est l’un des plans 
de projection, par exemple le plan horizontal. 

L’angle demandé s’obtiendra à l’aide d’un changement de plan 
vertical ayant pour but de rendre la droite parallèle au plan ver- 
tical. Ainsi (fig. 128, pl. 44) après le changement de plan vertical 
%1Y,, Pangle de la droite avec le plan horizontal est mesuré par 
l'angle de la nouvelle projection verticale A’, avec la nouvelle 
ligne de terre 21 

De même (fig. 129, pl. 44) l’angle de la droite donnée avec le 
plan vertical est mesuré par langle de A, avec 1,Y,, après avoir 
fait un changement de plan horizontal x,y:, qui rend la droite 
parallèle au plan horizontal. 


УП. — ANGLE DE DEUX PLANS. 


263. — Définition. — L’angle de deux plans est mesuré par 
Vangle de deux perpendiculatres à ces deux plans menées par 
un même point de l’espace. 

On peut encore couper les deux plans par un troisième per- 
pendiculaire à leur intersection et chercher l’angle des deux 
droites ainsi obtenues. 

Enfin en amenant l'intersection des deux plans à être verticale, 
à l’aide de deux changements de plans, deux rotations ou un 
rabattement, l'angle demandé est mesuré par langle des traces 
horizontales des deux plans. 

264. 一 Problème. 一 Soit, par exemple, à trouver l'angle 
des deux plans PaP,R£R, (fig. 130, pl. 12), à Paide d’un rabat- 
tement ayant pour but de rendre l'intersection verticale. 

Commençons par déterminer l'intersection des deux plans 
hoh'v' 

ire OPERATION. — Changement de plan vertical en prenant 
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comme ligne de terre une parallèle à hv. Ce changement de pian 
a pour but de rendre hvh’v’ parallèle au plan vertical. 

2° OPERATION. — Rotation autour d’un axe perpendiculaire au 
plan vertical dans le système x,y, permettant de rendre “لم‎ 
verticale. 

Pour simplifier cette construction, choisissons l’axe de manière 
à mettre en évidence les points fixes. Par exemple, choisissons 
Paxe dans le plan horizontal et rencontrant les traces horizon- 
tales des deux plans dans les limites de l’épure. 

Nous avons pris ici comme axe la perpendiculaire au plan 
vertical 0”, qui rencontre les deux plans aux deux points fixes 
PP ave 

Après cette rotation, la droite hoh',v”, est devenue la verticale 
h,v,h’,v’,. Les deux plans donnés sont donc maintenant verticaux 
et déterminés, le premier par pp’,, hyv,h’,v’,, le deuxième par 
“ار‎ hyv,h’,v’,. Ils ont donc pour traces horizontales h,uh,y, et 
par suite ¿hy mesure l'angle des deux plans. 

265. — Cas particulier. — Angles d'un plan avec les 
deux plans de projection. 

L'angle avec le plan horizontal (fig. 131, pl. 49) s’obtient par 
un changement de plan vertical 2:1, ayant pour but de rendre 
le plan donné perpendiculaire au plan vertical. Cet angle est 
mesuré par Pangle de la nouvelle trace verticale avec la nouvelle 
ligne de terre. L'angle avec le plan vertical (fig. 132, pl. 12) a été 
obtenu après le changement de plan horizontal æ:y, qui rend le 
plan donné vertical. L’angle demandé est mesuré par l’angle de 
la nouvelle trace horizontale du plan avec la nouvelle ligne de 
terre. 


VIII. — SECTIONS PLANES DES POLYEDRES. 


266. — Nous avons déja dit, en nous occupant des sections 
planes des polyédres, qu’on pouvait résoudre cette question en 
amenant le plan sécant à être perpendiculaire à l’un des plans de 
projection. suffit pour cela d'un changement de plan ou d’une 
rotation. | 

Proposons-nous d’appliquer cette méthode avec un changement 
de plan. 

267. — Problème. 一 Soit, par exemple (fig. 133, pl. 19), 
un solide composé du tétraédre dabcd a be es de trois prismes 
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construits sur les trois faces latérales et dont les arétes sont 
respectivement parallèles à celles du tétraédre. 

Cherchons la section de ce solide par le plan PxP,. 

On a effectué le changement du plan vertical L,T, ayant pour 
but de rendre le plan sécant perpendiculaire au plan vertical. 

L’intersection se projette verticalement dans le système L,T, 
suivant la trace verticale actuelle du plan 7’:p',. 

La face aba est coupée suivant mnm’,n’,. En marchant dans 
le sens mn, nous reconnaissons qu'il faut passer dans la face «yda 
qui nous donne no, et ainsi de suite jusqu’au point de départ. 

On trouve ainsi le polygone mnopqrstuvæm. 

Puis опа projeté successivement tous ces sommets verticale- 
ment dans le système ху, en vérifiant autant que possible les 
cotes données dans le système L,T;. 

On a représenté la partie du solide au-dessous du plan sécant. 

Les arêtes du solide au-dessus du plan sécant sont enlevées, et 
on les reconnaît facilement dans le système L,T,. Quant aux 
arêtes conservées, elles conservent aussi leur ponctuation, sauf 
* pour les régions de ces arêtes qui redeviennent vues comme 
contour apparent. 

Si, pour compléter la question que nous venons de traiter, on 
demandait la grandeur de la section, il faudrait faire une 
deuxième opération sur cette section, ayant pour but de rendre 
le plan sécant horizontal. 


IX. — DÉTERMINER UNE FIGURE DANS UN PLAN 
DE PROFIL. 


268. — Nous savons que tous les points d’un plan de profil 8 
projettent horizontalement et verticalement sur les deux traces du 
plan, et qu’il est impossible de déterminer une figure de ce plan 
connaissant seulement une projection de cette figure. 

On obviera à cet inconvénient, en prenant le plan de profil 
comme plan de projection. 

269. — Exemple, — Trouver la distance d’un point mm 
(fig. 13%, pl. 49), à un plan parallèle à la ligne de terre et dé- 
terminé par ses traces RR,. 

П suffit pour cela d’effectuer le changement de plan vertical 
2,41 et de continuer les opérations à la manière ordinaire. La 
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distance cherchée est mesurée par т :0’,; d’un autre côté, 
трт’р’ est la perpendiculaire demandée, pp’ étant le pied de la 
perpendiculaire. 


Citons encore, comme application des méthodes précédentes, 
la mesure des éléments d’un polyèdre, soit la grandeur des faces, 
des arêtes et des dièdres du polyèdre. La connaissance de ces 
différents éléments permet de construire matériellement le po- 
lyèdre. 

À ce propos,nous engageons beaucoup les commençants, après 
avoir fait ’épure de l'intersection de deux polyédres, à cons- 
truire en papier une combinaison des surfaces des deux po- 
lyèdres, ce qui leur permettra de vérifier la ponctuation sur 
Pobjet lui-même, 


oe mena es eee ee 





CHAPITRE Y 


J. 一 PORTER SUR UNE DROITE UNE LONGUEUR DONNÉE, 


2770. — Nous commencerons par rendre la droite AA’ (fig. 135, 
pl. 12) parallèle à l’un des plans de projection, puis dans cette 
position nous porterons la longueur donnée, et nous effectuerons 
enfin sur le point ainsi obtenu une opération inverse de la pre- 
mière. 

Nous avons employé ici une rotation autour de la verticale du 
point origine 00’. Cette rotation donne la droite A,A’,. Portons 
ensuite la longueur o’m’, égale à la longueur donnée et dans le 
520$ donné, puis faisons tourner ‘le point mm’, en sens con- 
traire de la rotation précédente, ce qui donne le point mm’. 

271. — Application. — Mener un plan parallèle à un plan 
donné à une distance donnée du premier. 

Soit, par exemple le plan PaP, (fig. 436, pl. 19). Elfectuons le 
changement de plan vertical 2,Y, qui rend le plan PaP, perpen- 
diculaire au plan vertical. Dans le système actuel, le plan inconnu 
a sa trace verticale parallèle à la trace verticale du plan donné, 
et à une distance égale à la distance donnée. Soit c’; cette trace 
verticale; on en déduit la trace horizontale R8 du plan inconnu 
parallèle à Pa, et par suite la trace verticale В.В du même plan 
inconnu parallèle à P,x dans le système primitif. 

Ce problème présente comme le précédent deux solutions. 


fI,— MENER DANS UN PLAN, PAR UN POINT DU PLAN, UNE 
DROITE FAISANT UN ANGLE DONNÉ AVEC UNE DROITE 
DU PLAN. 


272. — Soit oo’ (fig. 137, pl. 42) le point donné et оао’а’ la 
droite du plan. Rendons le plan horizontal, puis tracons la droile 
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inconnue, et faisons-lui subir des opérations inverses des précé- 
dentes. 

Le plan donné étant PaP,, оп Ра rabattu sur le plan horizon- 
tal. La droite о@ prend la position 0,4. Le rabattement de la 
droite cherchée est alors 0,b que nous avons relevée à l’aide de 
son point de rencontre avec la charnière suivant obo'b”. 


Ш. 一 MENER PAR UNE DROITE D'UN PLAN, UN PLAN 
FAISANT AVEC LE PREMIER UN ANGLE DONNÉ. 


273. 一 Soit 222, (fig. 138, pl. 12) le premier plan donné, 
aba'b'la droite de ce plan. 

Effectuons d’abord un rabattement ayant pour but de rendre 
aba’b’ verticale. Soit a, la projection horizontale de la droite 
après le rabattement, pa, est alors la nouvelle trace horizontale 
du premier plan. La trace horizontale nouvelle du deuxième 
plan passera par le point a, et fera avec dau langle donné; soit 
par exemple vay. 

Le plan inconnu est alors déterminé par aba'b' et le point » 
du plan horizontal; on en déduit sa trace horizontale av3, et par 
suite sa trace verticale 6b’ 


IV. — MENER PAR UN POINT, UNE DROITE FAISANT AVEC 
LES DEUX PLANS DE PROJECTION DES ANGLES DON- 
NÉS. 


274. — Supposons le problème résolu, et soit oao’a’ la droite 
demandée (fig. 139, pl. 12). En faisant tourner cette droite au- 
tour dela verticale о, de manière à la rendre parallèle au plan ver- 
tical, 0’&'iw” sera l’angle a de la droite avec le plan horizontal. 

Si maintenant nous faisons tourner la droite autour de la 
perpendiculaire au plan vertical 0’, de manière à la rendre ра- 
ralléle au plan horizontal, a,04, sera langle В de la droite avec 
le plan vertical. Mais en même temps nous avons 04, égale à 
0’а’, comme représentant la distance des deux points 00’,aa’; 
cette remarque va nous permettre de reconstruire la figure. 

Menons d’abord (fig. 140, pl. 12) o’a’, faisant avec la ligne de 
terre l'angle а, puis traçons 04, égale à 0'a”, et faisant avec la 


PROBLÈMES INVERSES. 441 


ligne de terre Pangle В. La trace horizontale © de la droite est 
alors le point de rencontre de la parallèle à la ligne de terre 
menée par و0‎ avec la circonférence décrite de o comme centre, 
et ayant pour rayon 04,. 

Ce problème présente en tout quatre solutions, la droite 0 
en donne déjà deux, les deux autres proviennent des points sy- 
métriques de @, par rapport au point o; оао’а’, obo'b', oco'c’, 
odo'd' sont ces quatre solutions. 

Pour que le probléme soit possible, i] faut et il suffit que la 
parallèle à la ligne de terre a, rencontre la circonférence décrite 
par le point a,; on doit donc avoir نوا‎ < 04;. 

Or on a d,p = 04, sin B et 0a, == a’ 1w = 0'4', cos a= و00‎ COS a. 


il faut donc que Pon ait sin В < cosa ou sin В < sin E — a) ce 


qui donne 8 < 5 — 2, puisque les angles dont nous nous occu- 
pons sont aigus. En résumé, la somme des angles a + В doit être 
plus petite qu’un angle droit. 

Dans le cas particulier où les deux angles a, В sont complé- 
mentaires, la droite 06 est tangente à la circonférence o, et le 


problème ne présente plus que deux solutions dans le plan de 
profil 9. 


On peut encore trouver la condition » + 3 > 5 Par le raison- 
nement suivant. L’angle de la droite cherchée avec une verticale 
st 5 — a, or l’angle В de la droite inconnue avec le plan vertical 


doit être plus petit que l’angle de cette droite inconnue avec une 
droite quelconque du plan vertical, et en particulier avec uno 


verticale. On doit donc avoir В < 3 —a0ua+ p< 5 . 


Lorsqu'on a a+ م‎ = 5, c’est-à-dire В = 5 —«a, C'est que la 


projection verticale de la droite inconnue est verticale, donc alors 
la droite est dans un plan de profil, 
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V.— MENER PAR UN POINT, UN PLAN FAISANT AVEC 
LES DEUX PLANS DE PROJECTION DES ANGLES DON- 
NÉS. 


275. — Une perpendiculaire au plan ferait avec les deux plans 
de projection des angles complémentaires des angles donnés 
a, В; nous pouvons donc construire cette droile, et il ne reste 
plus qu’à lui mener un plan perpendiculaire par le point 00”, 

Pour que le problème soit possible, il faut avoir 


Е 


a-+B> <>. 


c’est-à-dire 


Dans le cas particulier où «-+ 6 = >> la perpendiculaire au 


plan est dans un plan de profil, donc le plan est alors parallèle 
á la ligne de terre. 


VI. — MENER PAR UN POINT, DANS UN PLAN, UNE DROITE 
FAISANT AVEC UN PLAN DONNÉ UN ANGLE DONNE. 


2'76. — Examinons d’abord le cas particulier où le deuxième 
plan R est l’un des plans de projection, le plan horizontal par 
exemple. Supposons d’ailleurs le premier plan donné déterminé 
par sa trace horizontale Рх et le point 00’ par lequel doit passer 
la droite (fig. 141, pl. 12). 

Faisons tourner la droite inconnue autour de la verticale о, de 
manière à la rendre parallèle au plan vertical, elle prendra la 
position 0a,0’a’;, l'angle 0'6' س‎ étant égal à l’angle donné. 

En tournant en sens contraire de la rotation précédente, le 
point @, doit venir se placer sur la trace horizontale du plan, en 
aa’ par exemple, donc 0a0'a' est la droite demandée. 

Ce problème présente deux solutions. Pour que le problème 
soit possible, il faut que l’angle donné soit plus petit que l’angle 
du plan P avec le plan horizontal 0'c',w. La ligne oco’c’ est done 
la droite du plan P faisant avec le plan horizontal le plus grand 
angle aigu. 
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C'est pour cette raison qu’on appelle oco'c' la ligne de plus 
grande pente du plan. Nous reconnaissons en même temps que 
la ligne de plus grande pente du plan est perpendiculaire sur les 
horizontales du plan, elle définit donc le plan. 

Passons maintenant au cas général où le deuxième plan R est 
quelconque; on raménera ce cas au précédent, en prenant le plan 
R comme plan horizontal de projection. 

277. 一 Remarque. 一 Au lieu de se donner l’angle de la 
droite avec le plan R, on pouvait se donner l’angle de la droite 
inconnue avec une droite quelconque АА’. Il faudrait alors 
rendre cette droite AA’ verticale. 


УП. — MENER PAR UNE DROITE, UN PLAN FAISANT UN 
ANGLE DONNÉ AVEC UN PLAN DONNÉ. 


278. 一 Examinons, comme précédemment, le cas particulier 
où le plan donné est l’un des plans de projection, par exemple le 
plan horizontal (fig. 142, pl. 13). 

Faisons tourner le plan autour d’une verticale 0 rencontrant 
la droite donnée,de manière à le rendre perpendiculaire au plan 
vertical, il prendra la position Q3Q,, 0’В étant l'angle donné. 

Si maintenant nous faisons tourner le plan en sens contraire 
de la rotation précédente, la trace horizontale reste tangente à la 
circonférence décrite de о comme centre, avec 06 pour rayon. 
Nous aurons donc la trace horizontale P du plan inconnu, en 
menant par @ une tangente à cette circonférence. Le plan inconnu 
est alors déterminé par sa trace horizontale P et par oao’a’. 

Le problème présente deux solutions, et pour qu’il soit pos- 
siblé, il faut que Pangle donné soit plus grand que langle de la 
droite avec le plan horizontal. 

Lorsque le plan donné sera quelconque, on raménera le pro- 
blème au précédent, en rendant ce plan horizontal. 

279. 一 Remarque. — Au lieu de se donner l’angle du plan 
inconnu avec un plan, on peut se donner Pangle du plan avec 
une droite, il faut alors rendre cette droite verticale. 


Vill. 一 EXERCICES. 


4.— Trouver la distance d’an point à une horizontale, une ligne de 
front, une parallèle à la ligne de terre, une parallèle au deuxième plan 
bissecteur. 
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2. — Trouver la perpendiculaire commune et la plus courte distance 
entre une droite quelconque et une horizontale ou une ligne de front. 

3. — Mener par un point mm’ une droite faisant avec le plan hori- 
zontal un angle donné, connaissant la projection horizontale de la droite. 

&. — Trouver les plans bissecteurs d’un angle. 

5. — Trouver le lieu des points à des distances égales de deux droites 
qui se coupent. 

6. — Angle de deux droites, l’une d'elles étant parallèle à l’un ds3 
plans de projection. 

7. — Angle d'une droite avec la ligne de terre. 

8. — Construire les plans bissecteurs d'un diédre. 

9. 一 Merer par un point dans un plan п rayons faisant entre eux des 


, 27 
angles égaux à ré 


10. — Angle d'un plan avec un plan perpendiculaire sur l’un des plans 
de projection. 

44. — Intersection de deux plans déterminés chacun par sa ligne de 
plus grande pente. Angle de ces deux plans. 

12. — Intersection d'une droite et d'un plan déterminé par sa ligne 
de plus grande pente. 

13. — Construire une pyramide réguliére ou un prisme régulier, соп- 
naissant le plan de base, le centre de la base, un sommet de la base et 
la hauteur. 

15. 一 Section droite d'un prisme oblique. 

15. — Développer sur un plan la surface latérale d'un prisme ou d'une 
pyramide. 

16. — Plus court chemin d'un point à un autre sur la surface d'un 
polyèdre, en passant sur des arêtes déterminées à l’avance, ou forme 
d'un fil tendu entre deux points sur la surface d'un polyèdre. 

17. 一 Méme problème le polyèdre étant un prisme ou une pyramide, 
le fil pouvant tourner une, deux, trois fois, etc. autour de la pyramide. 

18. — Mener par une aréte d'un polyédre,un plan faisant avec une face 
ou une autre aréte du polyédre un angle donné. Trouver la section faite 
par ce plan. 

19. 一 Construire un trièdre trirectangle, connaissant les traces des 
trois arêtes sur un même plan. Conditions de possibilité. 

20. — Construire un cube,connaissant trois points appartenant à trois 
arêtes qui aboutissent à un même sommet. On connait de plus la lon- 
gueur de l’arête du cube. 

21. — Mener par un point de l’espace une droite ou un plan faisant 
avec deux plans rectangulaires des angles donnés. 

99. 一 Amener un tétraèdre ayant un sommet aa dans le plan hori- 

ontal, à être dans une position d'équilibre par des rotations autour d'un 
axu, ou de deux axes convenablement choisis et passant par le point аа’. 


EXERCICES. 145 


23. 一 Faire tourner une figure d'un angle donné et dans un sens 
donné autour d'un axe placé d'une manière arbitraire dans l’espace. 


2%. — Faire tourner un tétraèdre autour d’une aréte, de manière à 
l’amener dans une position d'équilibre. 

25. — Reprendre les problèmes 22 et 24 pour un parallélipipède. 

26. 一 Mener par un point mm’ une droite BB’ faisant avec une droite 
donnée AA’ un angle donné, la plus courte distance entre les deux droites 
АА’, BB ayant une grandeur donnée, 


3. Canon. — Géom. descrip. élém. 10 
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LIVRE VI 


RÉSOLUTION DES TRIÉDRES 


280. — Les éléments d'un trièdre sont au nombre de six, les 
trois faces abc et les trois dièdres ABC. Trois de ces éléments suf- 
fisent pour déterminer le trièdre; nous aurons donc à examiner 
les six cas suivants dans lesquels on connaît : 

4° Les trois faces FFF. 

2° Deux faces et le dièdre compris FDF. 

3° Deux faces et le dièdre opposé à l’une 061165 FFD. 

&o Une face et les deux dièdres adjacents DFD. 

5° Une face, un dièdre adjacent et le dièdre opposé ОБЕ. 

6° Les trois dièdres DDD. 

La résolution de ces six cas peut se ramener à celle de trois 
d’entre eux, en employant le trièdre supplémentaire. 

En effet, soit à construire un trièdre connaissant deux faces و0‎ 
b et le dièdre compris С. Les suppléments de ces angles 7 — а, 
х — 9, z— ( seront deux dièdres et la face adjacente du trièdre 
supplémentaire. Donc, si l’on sait résoudre le quatrième cas, on 
pourra construire le trièdre supplémentaire, puis en cherchant 
les suppléments de ses nouveaux éléments, on aura les éléments 
inconnus du trièdre primitif. 

En résumé, on peut résoudre arbitrairement le premier cas ct 
le sixième, puis le deuxième et le quatrième, et enfin le troi- 
sième ou le cinquième. 

Nous traiterons en particulier les trois premiers cas, en nous 
réservant d'étudier les trois autres plus tard. 
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I. — DETERMINATION DES ÉLÉMENTS D'UN TRIÉDRE, 
CONNAISSANT LES PROJECTIONS COTÉES DES ARÊTES 
SUR LE PLAN D’UNE FACE. 


281. — Prenons comme plan horizontal, le plan de la face 
connue ASB (fig. 143, pl.13). Soit de plus Sc la projection hori- 
zontale de la troisième arête, et donnons-nous en même temps 
la cote du point 6 de cette troisième aréte. 

Les éléments inconnus du trièdre sont les deux faces ASC, BSC 
et les trois trièdres. 

Pour trouver le dièdre А, choisissons comme plan vertical de 
projection le plan vertical ху perpendiculaire sur Paréte A. Dans 
le système ry, le point ¢ se projette verticalement enc’ à une 
distance au-dessus de la ligne de terre égale à la cote connue, et 
il résulte de là que c’ac mesure le dièdre A. 

Nous pouvons nous servir de cette opération pour en déduire 
la face ASC; en effet, il suffit de faire tourner ce plan autour de 
sa trace horizontale, de manière à le faire coincider avec le plan 
horizontal. Cette rotation amène le point cc’ dans le plan hori- 
zontal en GC, donc ASC mesure la face b. 

Deux opérations analogues aux précédentes nous donneront, 
suivant © 36 le dièdre В, et suivant BSC, la face a. Comme vé- 
rification, les deux longueurs SG, SC, sont égales, puisqu'elles 
représentent toutes deux la distance du point 5 au point с de 
l’espace. 

Il ne reste plus maintenant qu’à trouver le diédre C. 

4re CONSTRUCTION. 一 Choisissons comme ligne de terre Sc, 
puis effectuons une rotation autour de la perpendiculaire au plan 
vertical 0',, de manière à rendre ScS’,c’, verticale. Les traces 
horizontales actuelles des deux plans ASC, BSC sont С.А, GB; 
donc AC,B mesure le dièdre C. 

Comme nouvelle vérification, S’,c’, est égale à SC. 

2° CONSTRUCTION. 一 Coupons les deux plans ASC, BSC par un 
troisième perpendiculaire à leur intersection et mené par le point 
с de l’espace. Ce nouveau plan coupera les deux premiers, suivant 
deux perpendiculaires à l’arête Sc menées par le point © de Рез- 
pace. D'ailleurs ces deux droites se rabattent successivement sur 
le plan horizontal autour de АЗ et BS, suivant des perpendicu- 
laires à SC, SC; menées Dar С et Cu. Soit CA,C.B ces deux droites, 
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Le plan auxiliaire coupe donc le trièdre suivant un triangle 
dont nous connaissons les trois côtés AB, СА, C,B. On a cons- 
truit ce triangle en AC,B, donc AC,B est l’angle dièdre cherché. 

Comme vérification, les points A,,B trouvés par cette deuxième 
construction coincident avec les points A,B donnés par la рге- 
mière. 

En n’employant que la deuxième construction, AB doit être 
perpendiculaire sur Sc, et enfin le point C, doit se trouver 
sur SC. 


Ir. — ter CAS DES TRIÈDRES. ' 


282. 一 Problème. — Construire un trièdre connaissant les 
trois faces (fig. 144, pl. 43). 

Prenons comme plan horizontal de projection le plan de lune 
des faces, par exemple le plan de la plus grande face ASB. Repré- 
sentons ensuite les rabattements des deux autres faces sur le 
plan horizontal, successivement autour de AS et BS. Soit ASC, 
В$С.. 

Si nous prenons les deux longueurs SC, SC; égales entre elles, 
nous pourrons alors considérer les deux points G,G, comme les 
deux rabattements autour de SA et SB, d’un même point de Га- 
rête Sc. Or en relevant la face ASC autour de AS, le point C dé- 
crit en projection horizontale la droite Cx perpendiculaire sur 
AS, de méme en relevant le point C; autour de SB, il décrit en 
projection horizontale la droite C.$ perpendiculaire sur SB. Nous 
avons donc finalement en С la projection horizontale d'un point 
de la troisième aréte. 

Donc Sc est la projection horizontale de la troisième aréte. 

Il reste à déterminer la cote du point с, dont nous connaissons 
la projection horizontale c, et le rabattement C autour de AS. 

La cote inconnue est le côté cc’ du triangle rectangle c'ac,dans 
lequel nous connaissons le deuxième côté ca et l’hypoténuse 
Ca = (а. 

Nous pouvons considérer maintenant le problème comme ré- 
solu, puisque avec les éléments que nous venons de trouver, 
nous avons déterminé dans le problème précédent tous les élé- 
ments inconnus. 

Pour que le problème soit possible, il faut que le point C se 
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trouve à l’intérieur de la circonférence décrite du point S comme 
centre, avec SC pour rayon; il faut donc que l’on ait c <a حل‎ b, 
c'est-à-dire la plus grande face plus petite que la somme des 
deux autres. 

Si nous supposons de plus les trois angles donnés obtus, l’angle 
с étant toujours le plus grand, la condition précédente devient, 
en remplaçant les angles actuels par les angles adjacents, pour 
retrouver des angles aigus comme dans l’exemple primitif 


> م لز ل 0 (x—a)+(r—b)>c ou‏ 


Les conditions de possibilité du trièdre sont donc en résumé : 

1° La plus grande face plus petite que la somme des deux 
auires ; 

2 La somme des trots faces plus petite que quatre droits. 

Ces conditions étant remplies, le problème de la construction 
du trièdre présente deux solutions, car on peut prendre le 
point с que nous avons trouvé au-dessus ou au-dessous du plan 
SAB. 

Si l’on demandait simplement de construire la droite Sc faisant 
avec les deux droites Sa, Sb les angles a, b, sans tenir compte 
des directions Sa, Sb; le problème pourrait alors présenter 
quatre solutions. 

Remplacons en effet l’angle с par son supplément, et appli- 
quons à cet angle la condition trouvée précédemment. Nous 
trouvons alors comme condition de possibilité : 


r—C<a+b ou a+b+c>=. 
Nous pouvons donc résumer cette discussion dans le tableau 


suivant : 
a+b+c<2 
a+b+c>=z ( quatre solutions. 
c<a+b 
ل ( ل ن‎ > | 
c<a+b deux solutions. 





III. — 2 CAS DES TRIEDRES. 


283. 一 Problème. — Construire un triédre, connaissant 
deux faces et le dièdre compris. 
Prenons comme plan de projection le plan de l’une des faces 
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connues ASB (fig. 145, pl. 43), et comme plan vertical, un plan 
perpendiculaire sur l’arête SA du dièdre connu. 

Dans ce système, le plan ASC a pour trace verticale Pia qui 
fait avec la ligne de terre l’angle A. D’ailleurs, connaissant la 
face b, nous pouvons représenter son rabattement ASC sur le 
plan horizontal autour de AS. 

П reste alors à relever l’arête SC dans le plan PizS，ce qui 
amène le point С en cc’. Donc Sc est la projection de la troisième 
aréte, et cc’ la cote du point с; le problème est ainsi résolu, 
puisqu'il est ramené au problème primitif. 

Ce problème présente deux solutions, celle qui est indiquée 
dans l’épure. et le trièdre symétrique par rapport au plan hori- 
zontal. 


IV. — 3e CAS DES TRIÈDRES. 


284. — Problème. 一 Construire un trièdre, connaissant 
deux faces et le dièdre opposé à l’une d’elles (fig. 146, pl. 43). 

Prenons comme plan horizontal le plan de la face connue 
adjacente au dièdre donné. Soit ASB cette face, B étant le dièdre 
donné. 

Dans le système ررق‎ le plan BSC aura pour trace verticale 
p'iBqui fait avec x,y, l’angle donné В. D'ailleurs, la face b étant 
connue, nous pouvons la représenter par son rabattement АЗС 
sur le plan horizontal autour de AS. 

Il reste donc à relever Paréte SC autour de AS, de manière à 
amener dans le plan BSC. Il nous suffit pour cela d’effectuer ce 
relèvement pour un point quelconque C de SC. Or dans le système . 
xy, le point С décrit dans le plan vertical une circonférence 
ayant pour centre x et pour rayon aC; nous reconnaitrons qu'il 
a été amené dans le plan BSC, lorsqu’il sera sur la trace verticale 
de ce plan dans le système ху. Soit yp' cette nouvelle trace ver- 
ticale. 

Le point C est donc relevé en cc’, et par suite SC est la pro- 
jection horizontale de la troisième arête, en mème temps Cc’ est 
la cote du point c. 

Le problème est donc résolu, puisqu’on est ramené encore une 
fois au problème primitif. 

Pour que le problème soit possible, il faut que la trace verti- 
cale p’y du plan BSC coupe la circonférence décrite par le point 





459 - RESOLUTION DES TRIEDRES. 


G, ou bien que la distance du point « au planBSC soit plus Petite 
que la distance du même point a à l’arête SG. 


a, Car. 
Cherchons les valeurs de ces deux quantités en fonction des 


données. | 
Le triangle rectangle «Sp, donne 


af, = ба sin c=a',B, 
Ur, dans le triangle rectangle z’,3w’,, on a 
. | 
a’ ww’, = а В sin В, 
donc 
a' yw”, = Sa sin 6 sin В. 


D’un autre côté, on a dans le triangle 75 
ant — Sa sin b. 
La condition de possibilité est donc 
sin b > sin 6 sin В. 


Cette condition n’est pas suffisante pour la construction du 
trièdre demandé, car il faut en outre que le point C soit au-des- 
sus du plan horizontal. 

Or si Pon a aC >> ay, c’est-à-dire sin b > sin с, l’une des solu- 
tions ne convient pas parce que le trièdre formé n’a plus le 
dièdre B mais son supplément. 

Nous avons ici supposé l'angle В aigu. 

Si enfin l’angle B est obtus, une seule des solutions convient 
lorsque «@ > ya, autrement le problème ne présente pas de so- 
lution. 

En résumé : 


Avec B 一 5 
ct sin c > sin b >sin C sin D, 
on 2 deux solutions. 
Avec B 一 * 
2 
et sin © > sin b > sin 6 sin В, 


en a une solution. 


EXERCICES, 153 


Avec B> 3 
et sin c > sin b > sin © sin В, 
on n'a aucune solution. 

Enfin, avec B> 5 
et sin € < sin b 


on a une seule solution réelle, car la deuxième enndition sin b 
> sin C sin В est assurément remplie. 


V. — EXERCICES. 


1. — Mener par le point de rencontre de deux droites оао’а’, obob 
une troisième droite faisant avec les deux premières des angles donnés. 

2. — Mener par un point un plan faisant avec deux plans donnés des 
angles donnés. 

3. - Mener par un point une droite ou un plan faisant avec deux 
deux droites, ou avec deux plans, ou enfin avec une droite et avec un 
plan des angles donnés. 

&. — Construire une droite s'appuyant sur deux droites données ct 
faisant avec ces droites des angles donnés. 

5. — Trouver la grandeur de la projection horizontale d'un angle, 
connaissant l’angle de l’espace ct les angles des deux côtés avec la ver- 
ticale (réduction de l'angle à l'horizon), 


LIVRE VII 


CONSTRUCTIONS DES POLYEDRES RÉGULIERS 


Les polyèdres réguliers convexes sont au nombre de cinq, 
do Le tétraédre ; 

2° I'hexaédre ou cube ; 

3° L’octaédre ; 

ho Le dodécaédre ; 

5° L'icosaédre. 


I. - TETRAEDRE. 


Les quatre faces dun tétraédre régulier sont des triangles équi- 
latéraux égaux. 

285.— Probléme. — Proposons-nous, en partant de cette 
définition, de construire un téiraédre régulier, en choisissant 
comme plan de projection le plan d’une face. 

Soit abc, a'b’c’ (fig. 147, pl. 43) la face connue dans le plan 
horizontal. En appelant ss’ le quatrième sommet inconnu, la 
face sabs'a'b' se rabat sur le plan horizontal autour de aba'b' 
suivant abc. Donc, en projection horizontale, le sommet $ se 
trouve sur la perpendiculaire abaissée du point a sur bc. Autre- 
ment dit, après avoir répété le même raisonnement pour les 
autres faces, le point $ est le centre du triangle abc. 

Il reste à déterminer la cote du point s. Pour cela, choisissons 
comme plan vertical de projection, le plan vertical as. Dans ce 
système, en relevant le plan Sbc autour de bc, le point a’, décrit 
en projection verticale une circonférence ayant pour centre b',, 
et vient se placer en s’, sur la ligne de rappel du point $. 

La cote demandée est donc $8’. 
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On peut encore remarquer, pour déterminer s’,, que dans le 
système £:Y:, Varéte as est parallèle au plan vertical, et par 
suite on doit avoir 4184 = ac. 

REMARQUE I. — Les arétes as, bc sont rectangulaires en pro- 
jection horizontale, et de plus Paréte bc.est elle-même horizon- 
tale. Donc deux arêtes opposées d’un tétraèdre régulier sont 
rectangulaires. 

REMARQUE II. — Déterminons dans le système 219, la perpen- 
diculaire commune aux deux arêtes opposées asa’,s’,, bcb”,c’; ; 
ce sera la droite afa”,B”,. Donc les pieds de la perpendiculaire 
commune à deux arêtes opposées sont les milieux de ces arêtes. 

REMARQUE Ш. 一 La perpendiculaire commune à deux arêtes 
opposées passe par le centre 00’, du tétraèdre, et elle est parta- 
gée par ce centre en deux parties égales. En effet, dans le triangle 
a',b',s',, le point o”, est le point de rencontre des trois hauteurs 


et de plus 0% = >" 


Ces remarques vont nous permettre de trouver directement 
un tétraédre régulier, en prenant comme plan de projection, un 
plan parallèle à deux arêtes opposées. 

Soit AA’, BB’ (fig. 148, pl. 43) deux arêtes opposées d’un té- 
traèdre régulier, nous supposons ces deux droites horizontales. 

Dans cette hypothèse, les deux droites A et В doivent être re: 
tangulaires. 

Construisons la perpendiculaire commune à ces deux arêtes ; 
c’est ici la verticale «32’3’. | 

Les points ха’, ВВ’ devant être les milieux des arêtes AA’, BB’, 
il en résulte que la projection horizontale du tétraèdre est un 
carré abcd. 

Considérons deux côtés opposés de ce carré, soit ab et cd; ces 
deux côtés étant parallèles entre eux, la plus courte distance 
entre les deux droites aba'b', cdc'd' sera mesurée par bc. D’ail- 
leurs, cette plus courte distance est connue, puisqu'elle est égale 
дав’; donc on doit avoir ab 一 cp. 

Il ne reste plus, après avoir construit le carré abcd, qu’à pro- 
jeter les deux points a, c en a’, c’ sur A’, et les deux points b, d 
en b’, d' sur В’.. 


CUBE. 15 


II. 一 CUBE. 


286. — 1° PROJECTION D'UN CUBE SUR LE PLAN D’UNE FACE. 

Soit abcd, a'bd'c'd' (fig. 149, pl. 13) la face donnée dans le 
plan horizontal. Les quatre arêtes 12602821165 aboutissant aux 
sommets abcd sont verticales, et leur longueur est égale á ab. 

On en déduit donc les quatre sommets inconnus @,@’,, 8:8" وو‎ 
€,¢’:, did’, dans un même plan horizontal dont la cote est ab. 


287. — 2° PROJECTION D'UN CUBE SUR UN PLAN PERPENDICU- 
AIRE A UNE DIAGONALE, 

Conservons la disposition des lettres de exemple précédent, 
et supposons la diagonale ac,a’c’, verticale. 

Les arêtes ad, ab, аа: aboutissant au sommet @ sont égales et 
également inclinées sur la diagonale ac; ; en effet, les trois 
triangles adc,, abC:, 001:6: sont égaux comme ayant les trois 
côtés égaux chacun à chacun. II résulte de lá que les trois arêtes 
considérées se projettent horizontalement suivant trois rayons 
égaux (fig. 150, pl. 43). 

Les trois arêtes ¢:b:, Cidi, 616 sont égales el parallèles aux 
premières, mais dirigées en sens contraire; donc elles se pro- 
jettent horizontalement suivant trois rayons égaux et parallèles 
aux premiers, mais dirigés en sens contraire, de manière à for- 
mer les trois diamètres 0001: bad,, ٠ 

Enfin, les six arêtes qui restent sont encore parallèles et égales 
aux premières, donc elles se projettent suivant des droites égales 
et parallèles à ad, ab, aa,, de telle sorte qu’en résumé la projec- 
tion horizontale du cube se compose d’un hexagone régulier avec 
ses trois diamètres. 

Passons maintenant à la projection verticale, en supposant la 
ligne de terre parallèle à bb,. 

Les deux diagonales ac, bd de la face abcd sont rectangulaires 
dans l’espace, et se projettent horizontalement suivant deux 
droites rectangulaires, donc la diagonale bd est horizontale. Mais 
la diagonale ac ayant été choisie de front, on а a'c' = bd. 

Cette remarque permet de déterminer le point © en se donnant 
arbitrairement le sommet aa’. 

Les sommets b, d se projettent verticalement en b’, d' sur 0' © 
qui est la trace verticale du plan abcda’b’c'd’. 
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Enfin les arêtes 601, bb,, CC:, dd, sont perpendiculaires surla 
face abcd, et par suite leurs projections verticales sont perpen- 
diculaires sur a’c’. 


Les huit faces d’un octaddre régulier sont des triangles équi- 
latéraux égaux. Chaque sommet appartient à quatre faces Sab, 
Sbc, Scd, Sda formant une pyramide régulière à base carrée. 

Les quatre autres faces forment également une pyramide, sv= 
métrique de la première par rapport au plan diagonal abcd. 

288. — 1° PROJECTION SUR UN PLAN DIAGONAL. 

Soit abcda'b'c'd' (fig. 481, pl. 43) la section de l’octaèdre par 
un plan diagonal que nous supposons horizontal. Les deux autres 
sommets s,s, se projettent horizontalement au centre du carré 
abcd; d’ailleurs, ils sont à une distance du centre 00” de Poc- 
taèdre, égale à la demi-diagonale oa. П suffit donc pour les obte- 
nir en projection verticale, de prendre 0's' =0's', =04. 


289. 一 2 PROJECTION SUR LE PLAN D’UNE FACE. 

Soit abca’b’c’ (fig. 152, pl. 13) une face de lPoctaèdre, cette 
face étant dans un plan horizontal. 

Le centre étant équidistant des sommets, il se projette hori- 
zontalement en 0 au centre du triangle abc. 

Les trois autres sommets def sont symétriques des premiers 
par rapport au centre. Enfin le contour apparent horizontal de 
Yoctaédre est l’hexagone régulier afbdce. 

Pour trouver la projection verticale, remarquons que la face 
bcd se rabat sur le plan horizontal autour de bc suivant abc. 
Nous connaissons donc du sommet d, sa projection horizontale 
d, et son rabattement a; ce qui nous permet d’en trouver la pro- 
jection verticale d’. 

Menons ensuite le plan horizontal 4’, nous aurons ainsi le 
plan de la face def, et projetons verticalement les sommets d,c,f 
en d’,e’,f’. 


IV. — DODECAEDRE. 


Les douze faces d’un dodécaédre régulier sont des pentagones 
réguliers égaux, et chaque sommet du polyèdre appartient a trois 
faces. | 


DODECAEDRE, 459 


290. — fo PROJECTION SUR LE PLAN D'UNE FACE. 

Soit abcdea’b’c’d’e’ (fig. 153, pl. 44) la face connuc dans le 
plan horizontal. Appelons cy la troisième aréte aboutissant au 
sommet с. La face dcy, etc. se rabat sur le plan horizontal au- 
tour de cd suivant abcde; donc le sommet y se rabat en J, et 
par suite sa projection horizontale se trouve sur une perpendi- 
culaire à cd menée par le point b. 

De même la face bcy, etc. se rabat sur le plan horizontal au- 
tour de bc suivant abcde; donc le sommet y se rabat en 4, et par 
suite sa projection horizontale se trouve sur une perpendiculaire 
à bc menée par le point d. 

Les sommets analogues à y, soit Bee, se trouveront sur la cir 
conférence décrite du point 0 comme centre avec 0Y pour rayon, 
et sur les rayons 04, ob, oc, oe. 

Les dix sommets qu'il reste à trouver sont symétriques des 
premiers par rapport au centre o du dodécaèdre. Enfin, le con- 
tour apparent horizontal du solide est le décagone régulier 
0226/1 

Connaissant la projection horizontale de la face dcya,8 et son 
rabattement abcde, on en déduit les cotes des sommets y, a, à. 
Les autres sommets >36, B:7,0,e, sont dans l’un ou l’autre des 
deux plans horizontaux +“ 

Le centre du dodécaèdre est équidistant des plans horizontaux 
a’a’;. Enfin, la face supérieure 4:b,C.d,e, est symétrique de la 
face inférieure par rapport au centre 00”. 


291. — 2° PROJECTION SUR UN PLAN PERPENDICULAIRE A UNE 
DIAGONALE. | 

Conservons la même disposition de lettres que dans l'exemple 
précédent, et soit aa, (fig. 134, pl. 14) la diagonale verticale. 

Les trois arêtes ab, ae, ах aboutissant au sommet inférieur a 
se projettent horizontalement suivant trois rayons égaux et éga- 
lement inclinés les uns sur les autres. 

La diagonale be du pentagone abcde étant connue en grandeur, 
puisqu’elle est horizontale, nous pouvons construire le rabatte- 
ment de la face abcde sur le plan horizontal b’, autour de cette 
diagonale beb’e’. Soit AbCDe ce rabattement. 

Nous connaissons alors du sommet a, sa projection et son ra- 
battement, ce qui permet d'en déduire sa projection verticale a”. 
En même temps, nous relevons les sommets С, D en cc’, dd’ 
dans le plan abcdea’b’c'd’e’. 








100 POLYEDRES RÉGULIERS. 


Les sommets P3,y1e sont alors sur la circonférence décrite du 
point 0 comme centre avec 06 comme rayon, et à des distances 
03 — 23, = ay, =es=ed=be. Ces sommets sont en même 
temps dans le plan horizontal c’. 

Les dix sommets qu’il reste à déterminer sont symétriques des 
premiers par rapport au centre, ce centre étant d’ailleurs Pinter- 
section 00’ de la verticale © avec le plan perpendiculaire au 
milieu de Paréte 02407 .كه‎ | 

On a enfin à dessiner les arêtes cy, «В, 8,41, Сита» روم‎ 3d, qui 
complètent le contour apparent horizontal. 


V. — ICOSAËDRE. 


Les vingt faces d’un icosaèdre régulier sont des triangles 
équilatéraux égaux. Chaque sommet du polyèdre est commun à 
cinq faces formant une pyramide pentagonale régulière. 

292.— 41° PROJECTION SUR UN PLAN PERPENDICULAIRE A UNE 
DIAGONALE. 

Les cinq arêtes aboutissant au sommet inférieur f se projettent 
horizontalement suivant cinq rayons égaux et également inclinés 
les uns sur les autres, /a, fb, fc, fd, fe. 

Il existe en outre six sommets qui sont symétriques des рге- 
miers par rapport au centre de l’icosaèdre, fi, @1, bi, C,, di, ei. 

Enfin le contour apparent horizontal est le décagone régulier 
ad,be,ca,db,ec, (fig. 155, pl. 14). 

Pour trouver la projection verticale de l’icosaèdre, donnons- 
nous arbitrairement le plan horizontal abcdea’b’c’d’e’, et consi- 
dérons ensuite le pentagone cdb,f,e, correspondant à la pyramide 
de sommet 607. 

Ce pentagone se rabat sur le plan horizontal a’b’c’d’e’ autour 
de cd suivant le pentagoue 60606. Nous connaissons donc des 
sommets fsb leurs projections horizontales et leurs rabatte- 
ments, ce qui permet de trouver leurs projections verticales 
F198” 1501. 

Les sommets 41, ¢:, ds sont dans le plan horizontal 6’, ; enfin, 
nous obtenons le sommet Г’, en prenant le symétrique de f”, par 
rapport au centre oo’ de l’icosaèdre. 

293. — 2o。 PROJECTION SUR LE PLAN D'UNE FACE. 

Soit cdfc'd’ f’ (fig. 156, pl. 44) Pune des faces connues dans le 


plan horizontal. 





> < 


ICOSAËDRE, 461 


L’aréte inconnue de appartient à un pentagone ayant cd pour 
côté, et dont nous pouvons construire le rabattement ABcdE sur 
le plan horizontal. Le sommet e se trouve donc sur la perpendi- 
culaire abaissée du point E sur cd. De même, l’arête de appar- 
tient au triangle def qui se rabat sur le plan horizontal suivant 
ас]. Le point e se trouve donc sur la perpendiculaire abaissée 
du point c sur df. 

Les sommets b et a, seront alors sur la circonférence décrite 
de о comme centre avec ое pour rayon, et respectivement sur 
les rayons fo, do. 

Les six sommets C,,d,,f,,€,,b,,4 sont symétriques des premiers 
par rapport au centre. Enfin le contour apparent horizontal est 
Vhexagone régulier abe,a,b,e. Il ne faut pas oublier avec cela les 
arêtes db, Cie, fa, 4:0, се, fra. 

Pour trouver la projection verticale, remarquons que nous 
connaissons du pentagone abcde, sa projection horizontale et son 
rabattement,ce qui nous donne les points a’ ,b’,e’.Le sommet a’, 
est alors dans le plan horizontal b’e’, et les sommets e’,,b”, se 
trouvent dans le plan horizontal a’. 

Il reste finalement les sommets C',,1',,f', qui sont symétriques 
de c’,d’,f’ par rapport au centre 0’. 


3. Cason. 一 Géom. descrip. élém. | 11 





LIVRE VIII 


MÉTHODE DES PROJECTIONS COTÉES 


294. — Dans l'étude aes surfaces topographiques, il estimpos- 
sible d'employer deux plans de projections rectangulaires, parce 
que les différences de cotes entre les points de la surface à repré- 
senter sont trop petites par rapport aux distances horizontales 
des mêmes points. Il est donc utile d'éviter Pemploi des projec- 
tions verticales, et de remplacer toutes les constructions que 
nous avons l’habitude de faire dans les deux projections, par des 
constructions sur le plan horizontal seulement, en s’aidant au 
besoin de calculs simples. 

Un point quelconque sera défini par sa projection horizontale, 
et sa cote, que nous écrirons parallèlement au bord de la feuille, 
près de la projection horizontale du point. 

295. — Pour montrer quelle relation il existe entre ces cotes 
numériques et le dessin lui-même, il est toujours nécessaire d’ac- 
compagner le dessin d’une échelle, ayant pour but d’indiquer 
l'unité de longueur employée. 

Supposons, par exemple, que le dessin soit fait à échelle de 
> ou io? cela veut dire qu'une longueur de un métre de Pobjet 
sera représentée par deux décimètres. Alors pour former l'échelle, 
on portera sur une ligne droite une longueur AB égale à deux 
décimètres, elle représentera un mètre de l’objet. En partageant 
AB еп dix parties égales, chaque fraction représentera un déci- 
mètre. En divisant également l’une de ces divisions en dix par- 
ties égales, chaque subdivision représentera un centimètre, etc. 

296. — Dans la résolution d’un certain nombre de problèmes, 
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il n’est pas toujours nécessaire de mesurer les cotes et les pro- 
jections avec la même échelle. Ainsi étant donnés deux polyèdres, 
si on multiplie les cotes des sommets par un même nombre, on 
forme deux nouveaux polyèdres, dont Pintersection a la même 
projection horizontale que l’intersection des deux premiers. 

Autrement dit, lorsqu'il s’agit d’intersection, on peut impu- 
nément mesurer les cotes à une échelle quelconque autre que 
celle du dessin, mais on n’a pas ce droit lorsqu’on veut tenir 
compte des angles. 


CHAPITRE PREMIER 


I. — REPRÉSENTATION D'UNE DROITE. — DROITES PARTI- 
CULIÈRES. — DROITES PARALLÈLES. — INTERVALLE. 
— PENTE. — MODULE. — DISTANCE DE DEUX POINTS. 


Pour déterminer une droite, on s’en donne deux points a(4,5) 
* (2,25); ab est la projection horizontale de la droite. 

297. — PROBLÈME I. — Déterminer la cote d'un point 
d'une droite, connaissant la projection horizontale de ce point 
(fig. 157, pl. 45). 

1ге Méthode. 一 Prenons comme plan vertical le plan proje- 
tant ab. Le point a se projette verticalement en a” à une dis- 
tance au-dessus de xy égale à la cote 4,5 mesurée à l’échelle. De 
même, le point b se projette verticalement en 6’. Il en résulte 
que le point m se projette verticalement еп m’, et la cote de се 
point s'obtient en mesurant mm’ à l'échelle, soit 3,09. 

REMARQUE. — Dans cet exemple, on trouvera toujours le 
même résultat quelle que soit l'échelle avec laquelle on mesure 


les cotes. 
2e Méthode. — Les triangles semblables b'm'u, b'a'a don- 
nent 
Wu Un 
da Va” 
d’où , 
حدم‎ oe >< وم "زا‎ 
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et par suite 
pp @а y 
mm =bb + ba .d 
ou | 
2,25 
mm = bb’ +. mb =2,85 + م‎ - . 2,45 —3,09. 


298. — PROBLÈME II. 一 Trouver sur une droite un point 
dont la cote est donnée, & par exemple (fig. 157, pl. 15). 
La relation précédente nous donnera 


__ ab(pp’ — 6b’) _ 6,50 >< 4,75 _ 


299. — Le premier problème permet de reconnaitre si deux 
droites se rencontrent. Pour cela, on cherche les cotes des points 
des deux droites projetés au point de rencontre des deux projec- 
tions horizontales (fig. 458, pl. 15). Ces deux points т doivent 
avoir la même cote. 

On peut encore, pour faire cette vérification, reconnaitre si 
deux horizontales s’appuyant sur les deux droites sont parallèles 
entre elles. 

300. — Le deuxième problème permet aussi de déterminer 
les points 4 cote ronde, c’est-à-dire les points dont la cote est 
mesurée par un nombre entier. Le point p (fig. 137, pl. 15) est 
un point a cote ronde. 

L’ensemble des points à cote ronde constitue l'échelle de pente 
de la droite, et cette échelle permet de trouver approximative- 
ment un point de cote donné, cette cote n’étant pas mesurée par 
un nombre entier. 

Dans lexemple actuel, la différence de cote entre les deux 
points a et p étant 0,50, on aura le point ayant pour cote 3 en 
portant la longueur ap á partir de p deux fois dans le sens pb. 


301. — Définition. — La distance entre les deux points 
cotés 3 et 4, c’est-à-dire dont les cotes different d'une unité зе. 
nomme INTERVALLE. 

Ainsi Pintervalle est la distance décrite par la projection ho- 
rizontale d’un point, lorsque ce point s’éléve d’une quantité égale 
à Punité de l'échelle. 

302. — Droites particulières. 一 Nous n’avons ici comme 





166 MÉTHODE DES PROJECTIONS COTÉES. 


droites remarquables, qu’à citer les parallèles au plan horizontal 
et les verticales. 

HoRIZONTALE. — Tous les points d’une telle droite ont la même 
cote; il suffit donc d’écrire la cote d’un seul point, et pour éviter 
toute erreur, on l’écrit parallèlement à la droite. 

VERTICALE. 一 Une verticale se projette horizontalement sui- 
vant un point sans cote. 

303. 一 Distance de deux points. — Dans la figure 157, 
pl. 15, la distance des deux points a(4,5), b(2,23) est mesurée 
par a@’b’, si Pon veut employer un plan vertical. . 

Il suffit donc de mesurer a'b' à échelle. 

Numériquement, la distance cherchée est donnée par la relation 


a=Vab+ax, 


A = V(6,5)* + (2,23)? = 6,87. 

Une opération inverse de la précédente permet de porter sur 
une droite une longueur donnée. 

804. 一 Droites parallèles. — Deux droites parallèles ont 
leurs projections paralléles entre elles, et les intervalles égaux 
dirigés dans le méme sens. 

Ainsi (fig. 159, pl. 15) les deux droites A et B sont parallèles 
entre elles. 

305. 一 Pente. Module. — On appelle pente d'une droite, le 
rapport entre la distance verticale 2 её la distance horizon- 


qui donne 


tale i de deux de ses points, soil =. Autrement dit, c’est la 
tangente de l’angle de la droite avec lo plan horizontal. 

Le module est l'inverse de la pente, mod = 8 

Si dans cette expression nous faisons 2 =4, nous aurons 


mod =i, ce qui veut dire que le module d’une droite est égal à 


l'intervalle. 
Il résulte de cette définition, que la distance de deux points est 


donnée par l’expression 


d étant la différence de cotes des deux points et p la pente de la 
droite. 
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— DETERMINATION DU PLAN. — ECHELLE DE PENTE. 
PLANS PARALLELES. 


Un plan est déterminé par trots points. 

Soit les trois points a(12,50), b(9,3), c(6,4) (fig. 160, pl. 13). 

Proposons-nous de construire une horizontale de ce plan, par 
exemple celle qui passe par le point b. П suffit pour cela de 
joindre le point b, au point m de la droite ac qui a pour cote 9,3. 

306. — Echelle de реше. — On appelle ligne de plus grande 
pente dun plan, une perpendiculaire aux horizontales du plan. 
Ainsi am perpendiculaire sur bm est la projection horizontale 
d’une ligne de plus grande pente du plan. 

Les points a,m et y ayant pour cotes (42,8,) (9,3) et (6,4,) cette 
ligne de plus grande pente est complétement déterminée, et nous 
pouvons former son échelle de pente. On a ainsi l'échelle de pente 
du plan. 

307. — PROBLÈME. — Étant donnée léchelle de pente 
d’un plan, déterminer la cote d'un point quelconque du plan, 
connaissant la projection horizontale de ce point. 

Soit р (fig. 160, pl. 18) la projection horizontale du point. 

Tracons l’horizontale passant par ce point, elle est perpendi- 
culaire à Péchelle de pente «my et rencontre cette échelle de 
pente au point т dont la cote sur l'échelle est précisément la cote 
cherchée. 

308.— Plans parallèles.— Deux plans parallèles ont leurs 
échelles de pente parallèles entre elles, de même intervalle et 
dirigées dans le même sens. 


CHAPITRE IT 


|. 一 INTERSECTION DE DEUX PLANS. 





Pour trouver un point de l'intersection de deux plans, on les 
coupe-tous deux par un plan auxiliaire, en choisissant de préfé— 
rence un plan horizontal, parce qu’on a immédiatement les ho- 
rizontales d’intersection de ce plan auxiliaire avec les plans don- 
nés, en supposant connues les échelles de pente des deux plans. 

Ainsi ab, a,b, (fig. 161, pl. 15) étant les échelles de pente des 
deux plans, nous les couperons successivement par les deux 
plans 9 et 15, ce qui nous donnera les deux points т(9), n(15) 
de Pintersection. 

Cette construction est en défaut, lorsque les échelles de pente 
des deux plans ont leurs projections horizontales parallèles entre 
elles, parce que dans ce cas, les deux plans ont leurs horizontales 
parallèles entre elles. 

L’intersection est alors parallèle aux horizontales, et pour la 
trouver (fig. 162, pl. 15), on en a déterminé un point en coupant 
les deux plans aba,b, par un plan quelconque cd. 

Le plan auxiliaire coupe les deux plans donnés suivant les 
deux droites e(0)f(7), e,(0)f:(7) qui se rencontrent en т. Il ne 
reste plus qu’à mener par m une horizontale des deux plans. 

309. — Remarque. — Cette horizontale rencontre les deux 
échelles de pente aba,b, en deux points ze; ayant la même cote, 

On emploierait une méthode analogue à la précédente, si les 
deux échelles de pente étaient sensiblement parallèles entre 
elles; seulement, il serait nécessaire d'employer un deuxième 
blan auxiliaire. 


II. — INTERSECTION D’UNE DROITE ET D'UN PLAN. 


310. — Pourrésoudre cette question, on emploie comme plan 
auxiliaire le plan ayant la droite donnée pour ligne de plus grande 
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pente. Ce plan auxiliaire coupe le plan donné suivant une droite 
qui rencontre la droite donnée au point demandé. ' 

Ainsi (fig. 163, pl. 45) le plan mené par la droite 4,b, coupe le 
plan ab suivant cd qui rencontre a,b, au point cherché m(2,35). 


311. — PROBLÈME. — Mener dans un plan, par un point 
du plan, une droite de pente donnée. 

Soit o le point du plan ab (fig. 164, pl. 45). Construisons l’ho- 
rizontale H du plan dont la distance au point o est égale à un 
intervalle. 

L'extrémité du module de la droite inconnue compté à partir 
de o doit se trouver sur cette horizontale. 

Dans l'exemple, on se propose de trouver la droite de pente 
55 . Son module est alors 3,5. Nous avons donc décrit du point 
o comme centre, une circonférence avec un rayon égal à 3,5 me- 
suré sur l'échelle, 

Cette circonférence rencontre l’horizontale H en un point m ; 
om est alors la droite demandée. 

Le problème présente une deuxième solution om,. 


812. — PROBLÈME. — Mener par une droite un plan de 
pente donnée. 

Prenons sur la droite ab (fig. 465, pl. 15) un point quelconque 
0(9), et proposons-nous de construire l'horizontale (8) du point 
c(8) de la droite ab. 

L’extrémité du module du plan inconnu compté à partir de 0 
se trouve sur une circonférence ayant pour centre le point 0, et 
pour rayon le module du plan 1,1 par exemple. 

Donc l'horizontale du plan inconnu s’obtient en menant par © 
une tangente ch à cette circonférence ; 0(9) (8) est l'échelle de 
pente du plan. 


Le problème présente une deuxième solution 0(9) h,(8). 








CHAPITRE Ш 


I. — DROITES ET PLANS RECTANGULAIRES. 


313. — 1° Une perpendiculaire sur un plan a sa projection 
perpendiculaire sur la trace de même nom du plan; elle est 
parallèle a l'échelle de pente du plan. 

314. 一 2° Les angles d'un plan et d'une perpendiculaire au 
plan avec le plan horizontal étant complémentaires, le module 
de la droite est égal à la pente du plan, et inversement, la pente 
de la droite est égale au module du plan. On peut dire encore 
que le module de la droite est l’inverse de celui du plan. 

315. — Enfin les deux échelles du plan et de sa perpendicu- 
laire sont complées en sens inverse l’une de l'autre. 


11. — DISTANCE D'UN POINT A UN PLAN. 


316. — Soit le plan ab (fig. 166, pl. 15) et le point m(3,25). 
Nous avons mené par m une parallèle à Péchelle ab, puis nous 
avons coté cette droite en sens inverse de ab, en prenant comme 
module l'inverse du module de ab. Or le module de ab compté à 
l'échelle est 3 donc le module de la perpendiculaire est 2. 

Ensuite, pour trouver l'intersection de la droite et du plan, 
nous avons considéré le plan ayant pour ligne de plus grande 
pente la perpendiculaire elle-même, puis on a cherché l’inter- 
section de ces deux plans en remarquant que toutes les hori- 
zontales s'appuyant sur ab et mp passent toutes en projection 
horizontale par un point fixe (page 34). On a donc dessiné les 
deux horizontales 3 et 4, qui se rencontrent au point fixe x. Par 
ce point, on a mené une horizontale qui rencontre la perpendi- 
culaire au point demandé p(3,70). 
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Enfin la distance du point au plan est donnée par la relation 


8=dv1+*8, d'où 3=0,45 Y 1+ Е = 0,50. 





Ш. — DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE. 


31'7. — Soit la droite ab (fig. 167, pl. 15) et le point m(4). En 
menant par m une parallèle à ab, on a la projection de la ligne de 
plus grande pente du plan perpendiculaire á la droite mené par le 
point donné. On a coté ce plan, en prenant comme module 
Pinverse du module de ab. Or le module de ab est 1, donc celui 
du plan perpendiculaire est aussi égal á 4. Puis on a cherché 
l'intersection de la droite et du plan, en employant la même 
construction que dans exemple précédent. Soit p(4,35) le pied 
demandé. 

Enfin, la longueur mp mesurée à Péchelle étant égale à 4, la 
distance du point á la droite est donnée par la formule 


3= V(0,35)?-++ 1 = 1,03. 


IV. 一 PLUS COURTE DISTANCE ENTRE DEUX DROITES. 


318. — Par le point b(5) (fig. 168, pl. 15) de Pune des droites, 
on mène une parallèle bm à l’autre droite, on forme ainsi le 
plan abm parallèle aux deux droites. Le module de ce plan me- 
suré à Péchelle est bn = 0,73. En prenant son inverse, on aura le 
module de ja perpendiculaire commune, dont la projection ho- 
rizontale est perpendiculaire sur Phorizontale am du plan. 

Puis on a mené par chacune des deux droites un plan parallèle 
à la direction connue de la perpendiculaire commune, on a ainsi 
formé les deux plans aob, dcp. Enfin, on a cherché Pintersection 
de ces deux plans, en les coupant par le plan horizontal 4, ce 
qui donne le point q(4). En menant par ce point q une parallèle 
à bo, on a suivant grs la perpendiculaire commune cherchée. 

Dans Yépure, on a coupé les deux plans une deuxième fois par 
le plan horizontal 5, de manière à indiquer suivant gt le module 
de la perpendiculaire commune, 


CHAPITRE IV 





I. — RABATTEMENT D'UN PLAN SUR LE PLAN 
HORIZONTAL. 


319. — Le rabattement d'un point quelconque du plan se 
fait sur une perpendiculaire à la projection horizontale de la 
charnière, menée par la projection horizontale du point, et à 
une distance de la charnitre, égale à la distance du point de 
Pespace à cette même charnière. 

Connaissant le rabattement d’un point quelconque du plan, 
nous savons en déduire les rabattements de tous les autres 
points. 


MT. — ANGLE DE DEUX DROITES. 


320. — Nous pouvons supposer que les deux droites se геп- 
contrent, et nous avons même le droit de prendre comme point 
d’intersection, un point de cote ronde. 

Soit donc oa, ob (fig. 169. pl. 45) les deux droites, et ab une 
aorizontale du plan de ces deux droites. 

Le rabattement du point o se trouve sur la perpendiculaire ow 
a ab, 5 une distance de w donnée par la relation 


$ = V1 + (4,85)? = 2,17. 


Donc ao,b est l’angle demandé. 


821. — PROBLÈME. — Angle d’une droite et d'un plan. 

D'un point de la droite, on abaisse une perpendiculaire sur le 
plan, puis on cherche l’angle de cette droite avec la droite don- 
aée, on a ainsi le complément de l'angle demandé. 
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Ш. — ANGLE DE DEUX PLANS. 


822. — On coupe les deux plans par un 01518126 perpendi- 
culaire à leur intersection. et on cherche Pangle des deux droites 
ainsi obtenues. 

Soit AB (fig. 170, pl. 45) les échelles de pente des deux plans, 
soit de plus cd leur intersection. Menons par le point c(5) un plan 
perpendiculaire sur cd, son module est inverse du module de 
Cd, nous avons donc suivant «3 l’horizontale (4) de ce plan, à une 
distance de © égale à 5-5 = 1,21. 

Cette horizontale rencontre les horizontales (4) des deux plans 
donnés, aux deux points a, В. Il reste enfin à rabattre le plan 3 
autour de af. Le point ¢ vient en c, à une distance 3 de la char- 


pière, égale à V4 + (4,24)? = 1,56. 
On a donc suivant ac:8 Pangle demandé. 








CHAPITRE Y 


I. — TAS DE SABLE. 


323. 一 Représenter un tas de sable (fig. 171, pl. 15) ayant 
pour face supérieure le rectangle ABCD(S), les faces latérales 
ont pour pente 2. Ce tas de sable est formé sur un plan incliné 
dont l'échelle de pente est P. 

Les deux faces adjacentes ABA,B,, BCB,C, étant également 
inclinées sur le plan horizontal, leur intersection BB, est la bis- 
sectrice de l'angle des deux horizontales AB et BC. П en est de 
même pour les autres arêtes latérales du tas de sable. 

Nous n’avons plus qu’à chercher les intersections des faces 
latérales avec le plan P. 

On a d’abord coté les quatre faces latérales, en remarquant que 


leur module est >> et en partant des horizontales AB(5), BC(5), 


CD(S), AD(5). 

Pour trouver par exemple l'intersection des deux plans P et 
BB,CC,, on les a coupés par les plans horizontaux (5) et (4), ce 
qui donne la droite mn dont la partie utile est B,C;. 

Connaissant les deux sommets B,, C;, il suffit de trouver un 
point de chacune des intersections du plan P avec les faces 
ABB,A,, CDD,G.. 

Soit les deux points o et р obtenus à l’aide du plan (5). 

Опа donc joint pB, et oC; qui donnent comme partie utile 
A,B, et C,D,. Enfin, il reste à joindre A,D,. 


Il. — SAILLANT DE FORTIFICATION. 


324. — On appelle ainsi un angle de la ligne de défense, 
ayant son sommet vers l’extérieur de Pouvrage. 
Soit ABCD (fig. 172, pl.45) la créte intérieure ou ligne de feu. 
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L’aréte BC est supposée horizontale, et a pour cote 10,5, les 
points À et D ont pour cote 10. (Dans la pratique, les trois 
droites AB, BC, CD sont dans un même plan qu’on appelle le 
plan des crêtes.) 

Les plongées s’obtiennent en menant par les trois lignes de 


eu, des plans inclinés en dehors, et ayant pour pente $ 


L'horizontale du plan ABA,B, menée par A(10) est donc tan- 
gente à une circonférence décrite de B(10,8) comme centre, avec 
un rayon égal à la moitié du module, c’est-à-dire 3. 

On a effectué les mêmes opérations pour les deux autres plon- 
gées, et on en a déduit les intersections BB,, CC, de ces plans 
deux à deux. Les deux plongées latérales sont alots limitées à 
deux plans verticaux parallèles aux crêtes, et à 8 mètres des 
crêtes. Nous définissons ainsi les arêtes A:B:, С.Л), et par suite 
B,C, qui, on le remarquera, n’est pas horizontale. Le polygone 
A,B,C,D, s’appelle la crête extérieure. 


On a ensuite soutenu les arêtes A,B,, C,D, par des talus à ١ 
Par exemple, on a l’horizontale 9 du plan A,B,A,B,, en menant 
par le point M(9) de Paréte A,B, une tangente à la circonférence 
décrite du point 0(9,5) comme centre, avec un rayon égal à la 
moitié du module, soit 0,6. 


Connaissant une horizontale de chacun de ces deux plans ат, 


on les a cotés et limités au plan horizontal 6. 

Enfin, on a soutenu laréte B,C, à l’aide d'un plan déterminé 
par B,C, et le point 3 de l'intersection des deux plans A,B,B,A,, 
C,D,D,C,. 

En appelant 0 ce point qui d’ailleurs est donné par Pintersec- 
tion des deux horizontales В(3), y(3), on a joint oB,, oG,, ce qui 
donne les intersections de ce dernier plan avec les deux plans 

1 


a q" 
Ш. 一 PLATE-FORME AVEC RAMPE, 


325. — La plate-forme est limitée d un rectangle ABCD, 
ayant pour cote 11, et pour dimensions 10 mètres de long sus 





170 MÉTHODE DES PLANS COTÉS. 


7 de large (fig. 173, pl. 16). L'a.xe de la rampe aboutit au m- 
lieu du petit côté CD, et il est perpendiculaire sur CD. 

La largeur de la rampe est de 3 mètres, sa pente de =. 

Le tout est établi sur un plan incliné dont l'échelle de реше 
est P. 


Tous les talus de déblai et de remblat sont a ; 。 


Le sommet А étant au-dessous du plan incliné, les talus abou- 
tissant aux arêtes AB et AD seront en déblai. Le talus ABA,B,, 


. . 4 
par exemple, doit avoir pour pente =; nous pouvons donc le 


coter en partant de l’horizontale AB(11), Pintervalle étant égal à 4. 
L’intersection du plan ABA,B, avec le plan incliné a été obte- 
nue, en coupant ces deux plans successivement par les deux 
plans horizontaux 12 et 15, ce qui donne les deux points m et яв. 
On a de même construit l’intersection du talus ADA,D, avec 
le plan incliné, et on a trouvé A,D,. Comme vérification, AA, 
intersection des deux talus est la bissectrice de l’angle BAD. 

La région Bw’, de BC étant au-dessous du plan incliné, le 
talus correspondant sera encore en déblai. On s’est servi de la 
bissectrice BB,, pour trouver la trace de ce plan BBiw sur le plan 
incliné. | 

Le talus qui soutient Cw’, est maintenant en remblai, son ho- 
rizontale 10 rencontre l’horizontale 10 du plan incliné au point 
р que Pon a joint à w’,, de manière à former le talus Cw’C:. 

Enfin les talus aboutissant à CD sont moitié en déblai, moitié 
en remblai, et leurs traces sur le plan incliné s’obtiennent en 
joignant D,o,Cw. 

Passons maintenant à la construction de la rampe; sa pente 


giant y, son module est égal à 5, ce qui permet de la coter à 


partir de l’horizontale CD(11). 

Les points a et q sont au-dessous du plan incliné, donc le talus 
correspondant est еп déblai; on en a trouvé une horizontale, en 
menant par le point q une tangente à la circonférence décrite de 
a comme centre avec un rayon égal à 1. On a ainsi coté ce talus, 
dont on a construit l’intersection avec le plan incliné, soit ar. 
La partie utile est limitée à gauche en a. sur D,w, ce qui donne 


Paréte aa. 
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La même opératiôn a été faite de l’autre coté de la rampe, 
seulement de b à $, le talus est en remblai, et à partir de t il est 
en déblai. 


IV. — POLYÈDRE RÉGULIER. 


326.— Construire un tétraédre régulier, reposant par une 
face, sur un plan dont l'échelle de pente est P (fig. 173, pl. 16). 
On a en a et b les projections de deux sommets de la base. 

On commence par rabattre le plan P sur le plan horizontal. 
En particulier, le point т(6) de Paréte ab se rabat sur une per- 
pendiculaire à horizontal (0) et à une distance 


8 — V(6)° + )49(: = 43,4. 
Soit um, le rabattement de l’arête, on en déduit en a,,b, les 
rabattements de © et b. 
Actuellement, la base du tétraèdre est, dans le plan horizontal, 
un triangle équilatéral a,b,c, construit sur 4,b, comme côté. 
Le quatrième sommet est rabattu en S,, et sa cote 


H = ab, И: = 5,5 И:= 


Il reste à relever le tétraèdre. On a d’abord relevé le sommet 
С: en С sur dy, et le centre de la base 0, en o sur la médiane bg. 
Le centre de la base a pour cote 3,9; d’ailleurs la hauteur du 
tétraèdre étant perpendiculaire sur le plan de base, elle a un 
module inverse de celui du plan, ce qui permet de la coter. 

Enfin, il reste à porter sur cette droite une longueur égale à la 
hauteur du tétraèdre 4,47; d étant la différence de cote entre les 
deux points s et 0, on doit avoir 


H ح‎ 4,47 = 4 Y + 
d’où Pon tire 
d = 3,98. 
La cote du paint s est donc 


3,9 + 3,98 = 7,88. 


3. Слаон. 一 Géom. descrip. élém. 42 





CHAPITRE VI 


I, — SURFACES TOPOGRAPHIQUES. — DEFINITIONS. 


327. 一 On appelle surface topographique, toute surface 
telle que celle d’un terrain, c’est-à-dire toute surface n'ayant 
pas de définition géométrique. 

328. — Lignes de niveau. — Pour déterminer une telle 
surface, on en cherche des lignes de niveau, c’est-à-dire les sec- 
tions par des plans horizontaux équidistants, et on arrive à ce 
résultat sur le terrain à l’aide de l'opération du nivellement. 

La surface sera d’autant mieux déterminée, que les plans ho- 
rizontaux contenant les lignes de niveau seront plus rapprochés. 
Comme nous Pavons déjà dit, on suppose ces plans équidistants 
les uns des autres, et la différence de cote entre deux plans con- 
sécutifs s’appelle l’équidistance. Afin de pouvoir opérer sur les 
surfaces topographiques comme sur les surfaces géométriques, 
on convient de remplacer chaque zone comprise entre deux lignes 
de niveau successives, par une surface engendrée par une droite 
rencontrant constamment les deux courbes, et restant constam- 
ment normale à l’une d'elles. 

Cette substitution est admissible, lorsque les lignes de niveau 
sont très-rapprochées, mais dans le cas contraire, il est néces- 
saire d'intercaler des lignes de niveau entre les lignes consi- 
dérées. 

829. — Ligne de plus grande pente. — On appelle ainsi, 
toute ligne tracée sur la surface, et rencontrant normalement 
toutes les lignes de niveau. 

On utilise quelquefois les lignes de plus grande pente, pour 
mieux représenter la surface, seulement on les dessine par frag- 
ments compris antre les lignes de niveau successives. Ces lignes 
de plus grande pente forment alors des hachures que Гоп fait 
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d’autant plus grosses et plus rapprochées les unes des autres, que 
la pente est plus rapide. 

330. 一 Sommet. — On appelle sommet, le point le plus élevé 
d’une région de surface topographique. Les lignes de plus grande 
pente des régions voisines aboutissent à ce sommet en montant. 

Ainsi À, B, C (fig. 175, pl. 16) sont des sommets. 

331. — Fond. 一 Un fond est le point le plus bas d’une ré- 
gion de surface topographique. Les lignes de plus grande pente 
des régions voisines aboutissent à ce fond, mais en descendant. 
Dans la fig. 475, pl. 16, D est un fond. 

832. 一 Col. 一 En un tel point, le plan tangent à la surface 
est aussi horizontal comme pour un sommet ou bien un fond, 
seulement ce plan tangent coupe la surface. П existe alors deux 
lignes de niveau passant par un col. 

Au-dessus du col, les lignes de niveau sont dans les angles 
opposés par le sommet formés par les deux lignes de niveau du 
col. 

Au-dessous du col, les lignes de niveau sont encore dans deux 
angles opposés par le sommet, mais adjacents aux préeédents. 

Ainsi E (fig. 175, pl. 16) est un col. 

333. — Ligne de faîte. — C'est la ligne de plus grande 
pente qui réunit deux scmmets A,B, en passant par un col, 

334. 一 Ligno de thalweg. — C'est la ligne de plus grande 
pente partant d’un col pour aller vers un fond. 


II. 一 SECTION PLANE D’UNE SURFACE TOPOGRAPHIQUE. 


335. 一 Soit P l'échelle de pente du plan sécant (fig. 176, pl. 
46); on marquera les points de rencontre des lignes de niveau de 
la surface avec les horizontales de même cote du plan sécant, et on 
aura successivement en abc, etc. des points de la section. Puis 
on joindra tous ces points par un trait continu. 

Comme cas particulier, proposons-nous de trouver la coupe 
d’une surface suivant XY (fig. £77, pl. 46), c’est-à-dire la section 
de la surface par le plan vertical XY. Cette intersection se pro- 
jette horizontalement suivant fedcbaa,b,c,d,, etc. On a projeté 
ensuite ces points verticalement dans le système xy, à des dis- 
tances 30-0655115 de la ligne de terre égales aux cotes des lignes 
de niveau correspondantes. 

Pour avoir une idée plus nette de la forme de la courbe ainsi 


0 
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obtenue f'e'd'c'd'a'a' 16’, с’, etc., on change quelquefois l’échelle 
des cotes. 


Dans la fig. 477, pl. 16, nous avons multiplié toutes les cotes 
par 5, ce qui nous donne le profil FEDCBAA,B,C,D,E, etc. De 
cette manière, les accidents de terrain sont plus accentués. 

On peut utiliser la construction que nous venons d'indiquer, 
pour déterminer l’intersection d’une droile et d’une surface topo- 
graphique, en employant un plan auxiliaire quelconque passant 
par la droite. 

Une méthode analogue à celle que nous venons de suivre per- 
met de trouver l'intersection de deux surfaces topographiques. 


111. — LIGNE DE PENTE CONSTANTE. 


336. — Proposons-nous de tracer sur une surface topogra- 
phique, une ligne de pente constante. 
Soit А (fig. 178, pl. 46) le point de départ de la ligne que 


nous voulons tracer sur la surface, la pente de cette ligne étant 2 。 


Du point A(4) avec un rayon égal à Tinverse de la pente, nous 
décrivons un arc de cercle qui rencontre la ligne de niveau (5) 


aux points В et В.. La droite AB a la pente demandée т. 


Opérons sur le point В, comme nous Рауопз fait sur le point 
À, et parmi toutes les solutions, nous aurons successivement les 
éléments rectilignes AB, BC, CD, DE, etc. du chemin cherché 

Enfin, en joignant tous les points ainsi obtenus par un trai. 
continu, les lignes de niveau étant suffisamment rapprochées, 1 
aura suivant ABCD, etc., la ligne demandée. 
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LIVRE 1 


CHAPITRE PREMIER 
NOTIONS PRELIMINAIRES. 


I. — COURBES. 


1. — Un point de l’espace est défini par trois conditions, par 
exemple ses distances à trois plans donnés ou à trois points don- 
nés. Lorsqu’on se donne seulement deux conditions, il existe 
alors une infinité de points remplissant ces deux conditions, et 
l’ensemble des positions de tous ces points constitueen général 
une ligne courbe. 

L'une des conditions étant que le point reste dans un plan, la 
courbe est alors plane. 

Ainsi les différents points d’une circonférence remplissent les 
conditions suivantes : 1° ils sont dans un même plan; 2° la dis- 
lance de chaque point de la circonférence à un point fixe est 
constante ; ou encore : 4° ils sont dans un mème plan; 2 ils sont 
sur une même sphère. 

De même, une ellipse est définie par les deux conditions: 


4° qu'elle est dans un plan; 2° que la somme des distances de 
J. CARIN. Géom. d''icrip. élém., 2° р. 1 
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chacun de ses points à deux points fixes du plan est constante. 

Lorsque la courbe n’a pas tous ses points contenus dans le 
même plan, on dit que la courbe est gauche. 

L’hélice, par exemple, est une courbe gauche, les deux condi- 
tions qui la déterminent sont : 4° le cylindre sur lequel la courbe 
est tracée ; 2 son pas. 

Nous pouvons donc dire qu’une courbe est le lieu des points 
de l’espace assujettis à deux conditions d'égalité. 

La troisième condition qui définit chaque point de la courbe 
est alors variable: si nous faisons varier cette troisième condi- 
tion d’une manière continue, le point décrit la courbe. 

Revenons à l'exemple de la circonférence, en nous donnant 
Pangle d'un rayon OM avec un rayon fixe OA, nous définissons 
la position du point M, et si nous faisons varier cet angle AOM 
d’une manière continue de O à Эт, le point M décrit la circonfé- 
rence. 


Jl. 一 TANGENTE. 


2. — On appelle tangente à une courbe en un point donné, la 
limite de la position d'une corde passant par le point donné, et 
par un deuxiéme point de la courbe, ce deuxiéme point se rap- 
prochant indéfiniment du premier, qu'on appelle alors le point 
de contact. 

Dans le cas d'une circonférence, cette courbe n’étant coupée 
qu’en deux points par une ligne droite, d’après la définition pré- 
cédente, la tangente n'aura qu’un point de commun avec la 
courbe. Nous retrouvons ainsi la définition élémentaire de la 
tangente à une circonférence. 

Nous avons dit que pour obtenir une courbe, il fallait assu- 
jettir un point de l’espace à deux conditions déterminées et faire 
varier une troisième condition d'une manière continue; cette 
troisième condition étant par exemple une longueur. 

Si au lieu de cela, on donne à cette longueur des valeurs diffé- 
rant d’une quantité très-petite, mais déterminée, on obtient alors 
пп nombre déterminé de points de la courbe, et en les joignant 

eux à deux, dans l’ordre suivant lequel ils sont obtenus, on 
ermc un polygone inscrit dans la courbe, 

On peut donc dire duune courbe est la limite انال‎ 
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dont les côtés sont infiniment petits, et par suite, la tangente à 
la courbe est la limite de l’un de ces éléments prolongé de part 
et d’autre de ses deux sommets. 


9, 一 THEOREME. — La tangente à une courbe sé profette 
suivant la tangente à la projection de la courbe. 

Soit en effet M un point d’une courbe, m sa projection. Consi- 
dérons un point M, de la courbe très-rapproché de M, ce point 
se projettera en m, sur la projection de la courbe, et la corde 
MM, aura pour projection la corde тт. de la projection de la 
courbe. 

Supposons maintenant que le point M, se rapproche indéfini- 
ment du point M, la corde MM, aura, par délinition, pour limite 
la tangente MT à la courbe proposée. Or, en même temps, le 
point m, vient coincider avec т, donc mim, а aussi pour limite 
la tangente mf à la projection de la courbe. D'ailleurs mm, est 
constamment la projection de MM, quelque soit lu distance MM,, 
par suite il en est de méme & la limite, ce qui prouve que mt est 
bien la projection de MT. 

Cette démonstration est indépendante du mode de projection 
employé, elle est donc vraie pour les projections coniques, 
obliques ou orthogonales. 

La démonstration suppose enfin qu’à la limite, la tangente MT 
se projette suivant une droite, elle est donc en défaut, lorsque la 
tangente se projette suivant un point. 


Ш. — NORMALE, 


4. — On appelle normale à une courbe, toute perpendicu- 
laire à la tangente menée par le point de contact. 

5. — L'ensemble de ces normales, menées au même point, 
forme le plan normal à la courbe au point consi léré. 

Dans le cas particulier d’une courbe plane, on n’entend géné- 
r..lement par normale que la normale contenue dans le plan de 
la courbe. 


IV. — ASYMPTOTE. 


6. — En chaque point d’une courbe, il existe fonjours une 
tangente. Il en est de mème lorsque le point qui décrit la courbe 
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s'éloigne indéfiniment. Mais alors il se présente deux cas. Ou 

bien, a tangente reste constamment à distance finie, et alors la 
جلاع م6‎ tangente, lorsque le point de contact est à l'infini, 
в une asymptote. Ou bien,la tangente s’éloigne aussi tout 
à l'infini, et la courbe a une forme parabolique. 


V. 一 TRACE DES COURBES. 


Comme nous n’avons pas à notre disposition d'instruments 
autres que le compas, pour tracer des courbes, il faudra 
irement les dessiner toutes à la main, sauf les circonfé- 
On commencera donc par déterminer un certain nombre 
ts de la courbe, d’après sa définition géométrique, en 
ant surtout à déterminer tous les points remarquables, 
mple les points de contact avec des tangentes connues, 
iptotes, etc., puis on construira les tangentes à la courbe 
rents points courants. 
t au nombre des points à déterminer, il dépend de la 
e la courbe et de ses dimensions. En général, on fera 
l'en déterminer avec une très-grande exactitude un petit 
; Plutôt que d'en chercher beaucoup qui seraicnt alors 
IX parce qu’on aurait fait les constructions avec moins de 
Jn déterminera ensuite les tangentes en tous ces points, 
analytiquement une tangente équivaut à deux points 
au point de contact. On réunira alors tous les points 
tenus par un trait continu, en faisant bien attention à 
25 tangentes. 
ne il est difficile du premier coup d’arriver à un résultat 
ant, on fera bien d’employer un crayon tendre pour ce 
tracé. On jugera alors de Paspect général de la courbe, 
gardant à une certaine distance, et à l’aide de retouches 
ves, on fera disparaitre tous les genoux du premier 
es genoux paraitront plus sensibles, en visant la courbe 
ses différentes tangentes. 
néral, la courbe est bien tracée, lorsque passant par tous 
ts connus et étant tangente à toutes les droites détermi- 
forme plait à l'œil. 
$ А ce résultat, on enlève légèrement avec la gomme tous 
s inutiles, ct on trace de nouveau la courbe en suivant 
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bien le trait auquel on s’est décidé, avec un crayon dur, mais en 
faisant cette fois un trait excessivement fin. 


On recommande aussi quelquefois d'appuyer légèrement sur 
le papier, de manière à creuser une sorte de petite rigole qui, 
dans la mise à l’encre, entrainera plus facilement la plume. 

Mais il ne faut pas abuser de ce procédé qui, poussé à Pexcés, 
enlève à la feuille toute sa fraicheur. 


Enfin, pour la mise à Pencre, on emploiera de préférence un 
porte plume ordinaire et une plume fine avec laquelle on se sent 
capuble d'écrire facilement. Puis, on tiendra le plan de la plume 
tangentiellement à la courbe, de telle sorte qu’en appuyant plus 
ou moins fort sur le papier, les deux becs de la plume s’écartent 
suivant la tangente sans augmenter considérablement la largeur 
du trait. 11 n’en serait pas de même évidemment si l’on tenait la 
plume normalement à la courbe. 

On suivra alors le trait du crayon dans une petite longueur, 
puis à l’aide de petites touches répétées, on augmentera succes- 
sivement la largeur du trait, de manière à obtenir partout une 
largeur uniforme. 

On aura soin aussi de placer la main du côté de la concavité 
de [а courbe, la ligne tracée naturellement par la plume étant 
sensiblement une circonférence ayant son centre du côté de la 
main. 

On se sert aussi pour tracer les courbes d’un pistolet, mais 
cela n’empéche pas de suivre les recommandations indiquées 
plus haut pour le tracé au crayon. Nous engageons d’ail- 
leurs à n’employer le pistolet que lorsqu’on aura acquis une 
habileté assez grande pour ne pouvoir se servir à un moment 
douné que de la main. 





CHAPITRE IT 


PROJECTION D'UNE CIRCONFÉRENCE. 


Proposons-nous de déterminer les projections d'une circonfé 
rence connaissant son plan, le centre et le rayon. 

Soit PxP, (fig. 4, pl. I) le plan donné, et o la projection Вот 
zontale du centre. 


J. — DETERMINATION D'UN POINT QUELCONQUE. 


8. — Pour résoudre ce problème, rabattons le plan PxP, sur 
le plan horizontal autour de Рх. Cette opération nous donne 
en même temps la cote du centre 00’ qui se rabat en 0,. Tre- 
cons alors le rabattement de la courbe, c’est une circonférence 
ayant pour centre 0,, et pour rayon le rayon donné. Il ne reste 
plus qu'à relever un point quelconque m, de la circonférence 
و0‎ en mm' par exemple. 


IT. 一 DETERMINATION DE LA TANGENTE. 


9. — Pour trouver la tangente à la courbe en mm’, et par 
suite les tangentes aux deux projections de la courbe en 27 et 
т’, il suffit de relever la tangente en m, au rabattement de 
la circonférence. 

Dans la figure, on s’est servi pour faire ce relèvement du point 
fixe tt”. 

Ainsi mt, m’t’ est la tangente demandée. On marquera cette 
tangente en ligne de construction, parce qu'en géncral elle ne 
fait pas partie de l’objet à représenter, ct qu’elle a pour seul but 
de déterminer plus exactement la courbe, 
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JL. —MENER PAR UN POINT, UNE TANGENTE A UNE 
PROJECTION DE LA COURBE. 


10. — Soit à mener par le point 4, une tangente à la pro- 
jection horizontale de la courbe. 

La tangente inconnue sera la projection horizontale d’une tan- 
gente à la courbe de l’espace menée par le point du plan de la 
courbe projeté horizontalement en a. Le problème précédent 
peut donc s'énoncer ainsi: mener par le point aa’ du plan PoP, 
uve tangente a la circonférence. 

Pour résoudre ce problème, on rabattra le point aa’ en 0, 
puis par ce point on mènera une tangente à la circonférence 
rabattue, et enfin on relèvera cette droite et en même temps le 
point de contact. 


11. 一 Comme cas particulier du problème précédent, ргоро- 
sons-nous de mener une tangente parallèle à une direction don- 
née. 

Soit par exemple D (fig. 4, pl. 1), la direction de la tangente 
inconnue en projection horizontale. Nous n’avons pas le droit de 
nous donner la projection verticale D’ de cette direction, parce 
que la droite DD’ doit être parallèle au plan PaP,. | 

Commençons par déterminer la projection verticale D’, en 
supposant la droite DD’ contenue dans le plan PaP,, puis rabat- 
tons cette droite suivant D,, et menons au rabattement de la cir- 
conférence deux tangentes parallèles à D,. En relevant ces deux 
droites ainsi que leurs points de contact 6,5», nous aurons les 
tangentes demandées avec leurs points de contact Ul’ ,S3 . 

Ce problème est d’un très-grand intérêt, il permet en effet de 
trouver : 

io Le point le plus haut et le point le plus bas de la circonfé- 
rence, c’est-à-dire les points pour lesquels la tangente est paral- 
lèle au plan horizontal, ou, ce qui revient au même, parallèle 
à la trace horizontale du plan. 

9° Le point le plus éloigné et le point le plus rapproché du 
plan vertical. Pour ces deux points, la tangente est parallèle au 
plan vertical, c’est-à-dire à la trace verticale du plan. 

3° Le point le plus à droite et le point le plus à gauche. En 
ces deux points, la tangente est parallèle à un plan de profil. On 
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#-onvera donc la direction de ces tangentes en coupant le plan 
par un plan de profil quelconque. On obtiendra ainsi une 
mte commune aux deux projections de la courbe, cette 
nte commune étant de plus perpendiculaire à la ligne de 


.DETERMINATION DES ÉLÉMENTS DES PROJECTIONS 
DE LA COURBE. 


us démontrerons plus tard qu’une circonférence se projette 
nt une ellipse; en admettant ce fait, nous pouvons dès 
tenant trouver les ares de symétrie de cette ellipse. 
.— Étant donné dansune circontérence, deux diamètres rec- 
laires,chacun d'eux est le lieu des milieux des cordes paral- 
4 l’autre. Or cette propriété se conserve en projection. Donc, 
us prenons les projections A,B de deux diamètres rectangu- 
+ de la circonférence, chacun des diamètres en projection 
Jar rapport à l’ellipse le lieu des milieux des cordes paral- 
à l'autre. 
; deux diamètres A et B s’appellent pour cette raison des 
ètres conjugués de l’ellipse. 
particulier, les axes de l’ellipse sont deux diamètres con- 
3, ils sont de plus rectangulaires. 
aut donc, pour trouver les axes de la projection d’une cir- 
rence, chercher les deux diamètres rectangulaires de cette 
nférence qui se projettent suivant deux droites rectangu- 
. Mais nous savons que si un angle droit se projette suivant 
igle droit, c’est qu’il а un de ses côtés parallèle au plan de 
ction. 
. — Done, les axes de la projection horizontale d’une cir- 
rence seront donnés en projetant horizontalement le dia- 
١ horizontal et le diamètre ligne de plus grande pente de 
conférence. 
même, les axes de la projection verticale d’une circonfé- 
s’obtiendront en projetant verticalement le diamètre de 
et le diamètre perpendiculaire au premier. 
+ - Appliquons ces résultats (fig. 2, pl. 1). La circonférence 
mtenue dans le plan РаР,, elle a pour centre 00’, son rayon 
mné. 
diamètre horizontal se projette horizontalement suivant un 
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diamètre égal, on aura donc ses extrémités en portant sur of de 
part et d’autre du point o des longueurs 00, ob égales au rayon 
connu. 

Il faut ensuite porter la même longueur sur le diamètre ligne 
de plus grande pente 03. Pour cela, rendons cette droite parallèle 
au plan vertical à l’aide, par exemple, du changement de plan! 
vertical 2,y,. Soit fo”, la projection verticale nouvelle de 08; 
nous portons sur cette droite les longueurs 0’,c’,, 0',d', égales 
au rayon, et en projetant horizontalement, nous aurons en с et 
d les sommets du deuxiéme axe. 

On fera bien de projeter verticalement les quatre points a, b, 
с, 4 de manière à avoir sans peine des points de la projection 
verticale. Les points а’, 6’ se trouvent sur o’f’; quant aux 
points c et 0, ils ont pour cotes cc’,, dd’. 

Il est à remarquer que dans l’espace, les tangentes en cc’ et dd’ 
sont parallèles au diamètre aba’b’, donc cc’ et dd’ sont le point 
le plus haut et le point le plus bas de la circonférence. On dessi- 
nera en même temps les tangentes en @’ et b’ parallèles à c'd’. 

Dans la figure, on a déterminé à l’aide du changement de plan 
horizontal 0”y' les deux axes de la projection verticale, ege’g’, 
kl ЕР. Les points kk’, Ul’ sont pour la même raison que précé- 
demment le point le plus rapproché et le point le plus éloigné 
du plan vertical. 

15. — Le diamètre horizontal se projetant suivant un dia- 
mètre égal, il donne évidemment le grand axe de la projeetion 
horizontale, de même le diamètre de front donne le grand axe 
de la projection verticale; cd et k’l’ sont au contraire les petits 
axes des deux projections. 


7. — TRACE D'UNE ELLIPSE. 


16. — Ayant ainsi déterminé les axes d’une projection de la 
circonférence, on pourra s’en servir à l’aide de telle construction 
analytique qu’on voudra, pour déterminer de nouveaux points 
de la courbe, mais ces constructions ne faisant pas partie de 
Pépure elle-même, on ne devra pas les indiquer à l'encre. 

On peut, par exemple, connaissant les axes, déterminer les 
foyers et construire Vellipse en la considérant comme le lieu des 


Points dont la somme des distances à deux points fixes est cons- 
tante. 


Le 
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Cette construction est assez avantageuse, car à l’aide de deux 
rayons seulement, elle donne immédiatement quatre points. 

On peut encore considérer l’ellipse, comme le lieu d’un point 
d’une corde de longueur constante, dont les extrémités glissent 
sur deux droites fixes. 

Pour utiliser cette propriété, on porte sur une bande de papier 
deux longueurs PM, MQ égales aux deux axes de l’ellipse oA,oB, 
puis оп place cette bande de papier (fig. 3, pl. I), de manière 
que le point P reste sur ОВ et le point 0 sur ОА; on marque 
alors au crayon la position correspondante du point M. 


17. — De tous les procédés employés pour trouver rapide- 
ment une ellipse, le plus expéditif consiste à dessiner les cercles 
de courbure aux quatre sommets. 

Il est facile de se rendre compte graphiquement qu’une cir- 
conférence coupe en général une ellipse en quatre points. Deux 
de ces points étant fixes, en faisant varier le rayon de la circon- 
férence, on voit très-bien qu’elle peut devenir tangente à Pellipse. 
Nous dirons alors que los deux autres points sont venus se con- 
fondre au point de contact. D’après cela, deux courbes tangentes 
sont deux courbes qui ont deux points communs réunis au point 
de contact. 

Supposons maintenant се point de contact fixe, et faisons 
varier l’un des autres points de rencontre de l’ellipse avec la cir- 
conférence. Pour chaque position de ce point, la circonférence 
sera déterminée par deux points et la tangente en l’un d’eux. 

Nous pouvons admettre qu’il en est de même au cas limite,où 
le point variable vient coincider avec le point de contact. 

La circonférence aura alors trois points de communs avec 
ellipse au point de contact. On a ainsi le cercle osculateur au 
point considéré. 

Le contact de cette circonférence particulière avec l’ellipse 
étant plus intime que les précédents, il en résulte que graphique- 
ment, une plus grande région du cercle osculateur sera confon- 
due avec l’ellipse dans le voisinage du point de contact. 

Ii arrive qu’aux sommets de l’ellipse, ce contact est encore 
plus intime qu'en un point quelconque, car alors le cercle 
osculateur a quatre points de communs avec l’ellipse. 

| suffira donc, après avoir tracé les cercles osculateurs aux 


quatre sonmmets, de déterminer un assez pet:t nombre de points 
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entre ces cercles osculateurs, pour en déduire rapidement et 
très exactement la courbe. 

18. — Pour déterminer les centres des cercles osculateurs 
qu’on appelle aussi les centres de courbure, on construit un rec- 
tangle sur les deux axes de Pellipse, puis du sommet P de ce 
rectangle (fig. 4, pl. I), on abaisse une perpendiculaire sur la 
diagonale AB. Les deux points de rencontre a3 avec les deux 
axes sont les centres de courbure relatifs aux sommets А et В. 

Les mêmes rayons de courbure serviront pour les sommets 
symétriques. 

Il est bien entendu que les cercles de courbure ne composent 
pas l’ellipse, et que par suite, il ne faut pas tracer ces cercles de 
courbure à l’encre pour les assimiler à l’ellipse. Il serait donc 
absurde, comme le font souvent les commencants, de raccorder 
brusquement les cercles À et B. | 

19. — Remarque. 一 Le cercle de courbure au sommet В 
contient Pellipse qui, à son tour, contient le cercle de courbure 
au sommet À, 





LIVRE II 


CHAPITRE PREMIER 


1, 一 SURFACES. 一 DÉFINITIONS. 


20. 一 Une surface est engendrée par une courbe mobile, pou- 
vant varier de forme et de position, mais toujours parfaitement 
déterminée, en se donnant l’un des paramètres variables de la 
courbe. 

Cette courbe mobile s’appelle courbe génératrice; elle est 
généralement assujettie à rencontrer constamment des lignes 
fixes tracées sur la surface, et qu’on appelle alors les courbes 
directrices. 

La courbe génératrice doit donc être parfaitement définie, de 
forme et de position,en se donnant le point de rencontre de cette 
courbe génératrice avec l’une des courbes directrices. 


21. — Cône. — On appellecône, la surface engendrée par une 
ligne droite assujettie à passer par un point fixe qui est le som- 
met du cône, et à s’appuyer constamment sur une ligne fixe 
plane ou gauche ou bien sur une surface. 


22. 一 Cylindre. — Un cylindre est engendré par unc droile ٠ 
qui reste parallèle à une droite fixe, cn s'appuyant constamment 
sur une ligne fixe plane ou gauche ou bien sur une surface. 

Un cylindre est donc un cas particulier d’un cône, et on Геп 
déduit, en supposant que le sommet du cône s’éloigne à l'infini 
dans la direction des génératrices du cylindre. 

Comme cas particulier des cônes ct des cylindres, citons le plan 
dont la directrice est une ligne droite. 


23. — Surface de révolution. — On appelle surface de 
révolution, toute surface engendrée par une ligne plane ou 
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gauche, en tournant autour d’une droite fixe. On peut dire encore 
qu’une surface de révolution est engendrée par une circonfé- 
rence dont le plan reste perpendiculaire à une droite fixe, dont 
le centre reste sur cette droite fixe, et dont un point décrit une 
ligne fixe plane ou gauche, 

Cette circonférence variable qui alors est choisie comme géné- 
ratrice de la surface s’appelle un parallèle de la surface. 

En revenant à la première définition, c’est au contraire la 
courbe tournant autour de l’axe qui sert de génératrice. Lorsque 
cette courbe est contenue dans un plan passant par l’axe, on 
l'appelle la méridienne de la surface. 

24. — ELLIPSOIDE DE RÉVOLUTION ALLONGE. 一 L’ellipsoïde 
de révolution allongé est engendré par une ellipse, en tournant 
autour de son grand axe. 

25. — ELLIPSOIDE DE REVOLUTION APLATI. — L’ellipsoide de 
révolution aplati est engendré par une ellipse, en tournant au- 
tour de son petit axe. 

Comme cas intermédiaire, la sphère, est engendrée par une 
circonférence en tournant autour d’un diamètre. 

26. — HYPERBOLOIDE DE RÉVOLUTION A UNE NAPPE. —L’hyper- 
boloide de révolution une nappe est engendré par une hyper- 
bole, en tournant autour de l’axe qui ne rencontre pas la courbe. 

27. — HYPERBOLOIDE DE RÉVOLUTION A DEUX NAPPES. — L’hy- 
2615010106 de révolution а deux nappes s'obtient au contraire 
en faisant tourner l’hyperbole autour de son axe transverse. 

Comme cas intermédiaire, le cône de révolution est engendré 

par les deux côtés d’un angle en tournant autour de la bissec- 
trice de cet angle. 
‚ 28. — PARABOLOIDE DE RÉVOLUTION. — Enfin, comme der- 
niére surface de révolution du second degré, citons le para- 
boloide de révolution, qui est engendré par une parabole en 
tournant autour de son ахс. 

Cette surface devient un cylindre de révolution, lorsque la 
parabole se réduit à deux droites parallèles. 

29. 一 SURFACE GAUCHE DE REVOLUTION. — La surface gauche 
de révolution est engendrée par une droite en tournant autour 
d’une autre droite fixe qui ne rencontre pas la première. On dé- 
montre que cette surface n’est autre chose qu’un hyperboloide 
de révolution à une пзрре. 

80. — Tort. — Le tore est engendré par une circonférence 
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en tournant autour d’une droite contenue dans son plan, mais 
ne passant pas par le centre. 

Dans le cas particulier où l’axe passe par le centre de la mé- 
ridienne, le tore devient une sphère. 


31. — Surfaces réglées. — On appelle surface réglée, toute 
surface engendrée par une ligne droite. Trois directrices suffisent 
pour déterminer la surface. Ainsi, on peut assujettir la ligne à 
s'appuyer constamment sur trois lignes fixes planes ou gauches, 
ou bien sur des surfaces. On peut encore assujettir la ligne géné- 
ratrice à être parallèle successivement aux différentes généra- 
trices d’un cône qu’on appelle alors le cône directeur. 

32. 一 HYPERBOLOIDE А UNE NAPPE. 一 Parmi les surfaces ré- 
glées, citons ’hyperboloide à une nappe, engendré par une ligne 
droite assujettie à rencontrer constamment trois droites fixes non 
parallèles à un même plan. 

33. 一 СомошЕ. — Les 601101068 sont engendrés par une 
droite restant parallèle à un plan fixe, et s’appuyant sur une 
droite fixe, puis sur une autre ligne fixe plane ou gauche, ou 
bien sur une surface. 

34. 一 PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE. 一 Comme cas particulier 
des conoides, le paraboloide hyperbolique ou plan gauche est 
engendré par une droite restant parallèle à un plan fixe,en s’ap- 
puyant sur deux droites fixes. 

Les surfaces réglées se divisent en surfaces gauches et en sur- 
faces développables. Ces dernières surfaces peuvent être consi- 
dérées comme engendrées par la tangente à une courbe gauche; 
elles jouissent de la propriété suivante, qu’on peut les dérouler 
sur un plan sans déchirure ni duplicature. 

Les cônes et les cylindres sont des cas particuliers des surfaces 
développables. 

35. — HÉLICOIDE. — Comme dernier exemple de surfaces fré- 
quemment employées, citons enfin les hélicoides, engendrés par 
une droite qui rencontre constamment une hélice, en faisant avec 
Рахе et la tangente à l’hélice deux angles constants. 

36. — L’hélicoide à plan directeur est engendré par ure 
droite s'appuyant constamment sur une hélice, et sur Гахе de; 
Phélice, en restant perpendiculaire sur cet axe. 

Cette surface est donc un conoide, elle est utilisée dans la vis 
à filet carré, 
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37. — L’hélicoïde a cône directeur est engendré par une 
droite qui rencontre l'hélice et l’axe de l’hélice, en faisant avec 
cet axe un angle constant. Le cône directeur de cet hélicoïde 
est donc un cone de révolution. 

On emploie cette surface dans la vis à filet triangulaire. 

38. — Enfin, l’hélicoide développable est engendré par la tan- 
gente à une hélice. 


11. — PLAN TANGENT. — NORMALE. 


89. — THÉORÈME. — Les tangentes en un même point, 
à toutes les courbes tracées sur une surface, et passant par ce 
point, sont contenues dans un même plan, qu’on appelle le 
plan tangent à la surface au point considéré. 

En effet, soit M (fig. 5, pl. I) un point d'une surface, С et С, 
deux courbes tracées sur la surface et passant par le point M. 
Supposons la surface engendrée par une troisième courbe mo- 
bile € assujettie à rencontrer constamment les deux courbes fixes 
С et C,, et parfaitement définie de forme en même temps que de 
position, lorsqu’on se donne le point de rencontre P de la courbe 
mobile avec l’une des courbes fixes C. 

Dans cette hypothèse, la courbe mobile passera à un moment 
donné par le point M. Soit С, la position de la courbe généra- 
trice, au moment où elle passe par le point M. 

Or, pour une position quelconque de la courbe mobile, les 
trois cordes MP, MP,, PP, sont constamment dans le même plan, 
il en est donc de même à la limite, c’est-à-dire que les limites 
de ces trois cordes sont dans le même plan. 

Mais les cordes MP, MP, ont pour limite par définition les 
tangentes MT, MT, aux deux courbes С et С, au point M. Quant 
à la corde PP, dont les deux extrémités viennent coincider en M 
sur la courbe C,, nous admettrons qu’elle a aussi pour limite la 
tangente MT, à la courbe С, au point M. Donc les trois tangentes 
MT, MT,, MT, sont dans le même plan. 

D'ailleurs, pour engendrer la surface, on aurait pu prendre 
une autre courbe quelconque telle que с ayant pour limite en 
passant par le point M une courbe quelconque telle que С, ; donc 
les tangentes à toutes ces courbes sont dans un même plan, c'est 
le plan des deux droites MT, MT,. 

Cette démonstration suppose que la corde PP, a réellement 
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pour limite la tangente MT, à la courbe Cs au point M, et cette 
hypothèse est permise, chaque fois que le point M n’est pas un 
point singulier de la courbe .ون)‎ 

Nl résulte de là que la démonstration peut être en défaut pour 
certains points de la surface. Ces points s’appellent des points 
singuliers de la surface ct doivent être étudiés d’unc façon toute 
spéciale. Comme exemple de point singulier d’une surface, citons 
le sommet d'un cône. Il est facile de vérifier que les tangentes au 
sommet d’un cône à toutes les courbes tracées sur la surface du 
cône et passant par ce sommet, ne sont autre chose que les géné- 
ratrices du cône. Ainsi donc, dans ce cas particulier, les tangentes, 
au lieu de former un plan qui scrait le plan tangent au point 
considéré, forment le cône lui-même. 

Citons encore comme point singulier d’une surface, le point 
de rencontre d’une surface de révolution avec l’axe, lorsque la 
méridienne n’est pas normale à l’axe. 

Ici, le cône des tangentes est de révolution. 


40. — Normale. — On appelle normale à une surface, la 
perpendiculaire au plan tangent menée par le point de contact. 

Le théorème du plan tangent peut donc s’énoncer de la manière 
suivante : 

Les plans normaux au même point, à toutes les courbes 
tracées sur une surface et passant par ce point, passent tous 
par une même droite, qui est la normale à la surface au point 
considéré. 


41. — CONSTRUCTION DU PLAN TANGENT. — Pour déterminer 
le plan tangent en un point d’une surface, il suffira de dessiner 
sur la surface deux lignes passant par le point considéré, les 
tangentes à ces deux lignes détermineront le plan tangent de- 
mandé. 


42. — CONSTRUCTION DE LA NORMALE. — Ayant trouvé le plan 
tangent, en menant une perpendiculaire sur ce plan par le point 
de contact, on aura la normale au même point. 

Remarquons cependant qu'il est possible de construire la nor- 
male sans passer par l'intermédiaire du plan tangent. 

Il suffit en effet, de construire les plans normaux aux deux ' 
lignes dessinées sur la surface et passant par le point considéré, 
puis d'en prendre l'intersection. 
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43. 一 Plans tangents aux surfaces réglées. — Une 
ligne droite étant à elle-même sa tangente, si nous choisissons 
comme première ligne tracée sur la surface réglée, la génératrice 
rectiligne passant par le point de contact, il en résulte que le 
plan tangent contiendra cette génératrice. Ainsi tout plan 
tangent à une surface réglée, contient la génératrice passant 
par le point de contact. 

Si accidentellement, on pouvait dessiner sur la même région 
de surface deux droites passant par le point de contact, le plan 
de ces deux droites serait le plan tangent demandé. 

44. — Il ne faut donc pas s'étonner, d’après cela, qu’un plan 
tangent coupe la surface, car nous ne donnons pas comme dé- 
finition du plan tangent, qu’il n’a qu’un point de commun avec 
la surface, mais que c’est le lieu des tangentes aux lignes tracées 
sur la surface. Ces deux définitions ne s’accordent que dans le 
cas où Ja surface est convexe, comme cela a lieu pour la sphère. 

Les plans tangents aux différents points d’une même généra- 
trice d’une surface réglée contiendront donc tous la génératrice 
considérée, mais en général, ces plans tangents varient avec la 
position du point de contact sur la génératrice. 

П peut arriver cependant que le plan tangent reste le même 
quelque soit la position du point de contact, la surface est alors 
développable. Dans le cas contraire, la surface est une surface 
gauche. Nous allons voir que les cônes et les cylindres sont des 
cas particuliers des surfaces développables. 


Ш. — PLANS TANGENTS AUX CONES ET AUX CYLINDRES. 


45. — THÉORÈME. — Tout plan tangent en un point de 
la surface d’un cône est tangent aussi à la surface, aux diffe- 
rents poinis de la génératrice passant par le premier point de 
contact. 

Soit en effet А (fig.6, pl. Г) une génératrice d’un cône, М, М, 
deux points de cette génératrice. Pour construire les plans tan- 
gents en ces deux points, dessinons sur la surface deux lignesC, 
C, passant respectivement par les points M, M, en ayant soin de 
ne pas les choisir tangentes à la génératrice A, de telle sorte que 
ces deux lignes seront toujours rencontrées par des génératric:s 
du côn: suffisamment rapprochées de A. Les droites MT, MIT, 
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étant les tangentes à ces deux courbes, les deux plans SMT, SM,T, 
seront 165 deux plans tangents au cône en M et M,. Il faut dé- 
montrer que ces deux plans coïncident. En effet, une génératrice 
В suffisamment rapprochée de А, rencontre toujours les deux 
courbes С, С, en deux points М et N,, donc les deux cordes MN, 
M,N, sont constamment dans un même plan avec la génératrice 
À. Il en est de même à la limite, et par suite les deux tangentes 
MT, M,T, qui sont les limites des deux cordes ММ, M,N,, sont 
aussi dans le même plan avec la génératrice А. 

Le raisonnement que nous venons de faire pour les deux points 
M, M, s’applique à tous les autres points de la génératrice А, 
donc les plans tangents en tous les points de cette génératrice 
coincident. 

46. — Il résulte de ce théorème, qui d’ailleurs est vrai aussi 
pour un cylindre, que pour trouver le plan tangent en un point 
de la surface d’un céne ou d’un cylindre, il suffit de construire 
le plan tangent à la surface au point de rencontre de la direc- 
trice avec la génératrice passant par le point de contact. 

Le plan tangent étant le méme tout le long de la génératrice, 
on a Je droit d'appeler cette ligne la génératrice de contact. 


IV. — TANGENTE A L’INTERSECTION DE DEUX SURFACES. 


47. — La tangente en un point de lintersection de deux 
surfaces, est Pintersection des plans tangents aux deux sur- 
faces, au point considéré. 

Nous entendons en effet, par intersection de deux surfaces, la 
ligne commune aux deux surfaces, c’est-à-dire que l’intersection 
de deux surfaces est une ligne dessinée simultanément sur les 
deux surfaces. Il en résulte que la tangente à cette ligne se trouve 
simultanément dans les plans tangents aux deux surfaces au point 
considéré. 

48 — Dans le cas particulier d’une section plane, le plan 
tangent au plan sécant coincidant avec le plan lui-même, la tan- 
gente en un point d’une section plane, sera l'intersection du plan 
sécant avec le plan tangent à la surface au point considéré. 

Il est souvent plus facile de construire les normales aux deux 
surfaces, plutôt que les deux plans tangents, on en déduira dans 
ce cas la tangente à l'intersection par la règle suivante : 


>» 
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— La tangente en un point de l'intersection de deux 
es est la perpendiculaire sur le plan des deux normales 
‘ux surfaces au point considéré. 

ffet, Pintersection étant dessinée sur les deux surfaces, 
n normal contient les normales aux deux surfaces au point 
iré; or, le plan normal à une courbe est perpendiculaire 
igente, donc inversement la tangente à l’intersection est 
diculaire sur le plan des deux normales. 





CHAPITRE IT 


I. 一 CONES ЕТ CYLINDRES CIRCONSCRITS 
AUX SURFACES. 


50. 一 Étant donné une surface et un point extérieur $, on 
peut en général mener par le point S une infinité de plans tan- 
gents à la surface. Soit C (fig. 7, pl. I) la courbe lieu des points 
de contact de tous ces plans tangents. 

Nous allons vérifier que le cône qui a pour sommet le point S 
et pour directrice la courbe C, est circonscrit à la surface tout 
le long de la courbe С. Cela veut dire qu’en tous les points de la 
courbe C, la surface donnée et le cône admettent le même plan 
tangent. 

Soit, en effet, M un point quelconque de la courbe C. Le plan 
tangent en ce point M à la surface donnée contient : 4° la tan- 
gente MT à la courbe С tracée sur la surface ; 2° le point S at par 
suite la droite MS, puisque par hypothèse les plans tangents en 
tous les points de la courbe С passent par le point $. 

D’un autre côté, le plan tangent au cône 5 au point M est aussi 
déterminé par la génératrice SM et par la tangente MT à la direc- 
trice C. Donc les deux surfaces sont bien tangentes en tous les 
points de la courbe C. 

On obtiendra, par le même procédé, un cylindre circonscrit à 
une surface parallèlement à une direction donnée, la courbe de 
contact étant le lieu des points de contact des plans tangents à 
la surface, parallèles à la direction donnée. 


II. 一 CONTOURS APPARENTS D'UNE SURFACE. 


51. — On appelle contour apparent dans l’espace d’une sure 
face, la courbe de contact du cône circonscrit à la surface, 
ayant pour sommet le centre de projection. 
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52. — On appelle contour apparent en projection, la projec- 

tion du contour apparent de l’espace. 

Mans le cas des projections obliques ou orthogonales, le cône 
:onscrit précédent devient un cylindre circonscrit à la surface 
allèlement à la direction suivant laquelle on projette. 
úinsi, pour obtenir le contour apparent horizontal d’une sur- 
», il faudra mener à la surface une série de plans tangents 
alléles à une verticale. 
le même, pour trouver le contour apparent vertical, il faut 
rcher le lieu des points de contact des plans tangents paral- 
8 à une perpendiculaire au plan vertical, ou ligne de bout. 


Ill. — OMBRES PROPRES ET OMBRES PORTÉES. 


а définition que nous venons de donner des contours арра- 
ts s’applique aussi aux contours d’ombre ou séparatives. 
١3, — Le contour de l'ombre propre d'une surface est la 
тре de contact du cône circonscrit à la surface ayant pour 
amet le point lumineux, dans le cas de Pombre au flambeau ; 
du cylindre circonscrit parallèlement aux rayons lumineux, 
ile cas de Pombre au soleil. 

4. — Le contour de l'ombre portée est la trace du cône ou 
cylindre circonscrit sur la surface qui reçoit Pombre. 

| résulte de ce rapprochement entre les contours apparents 
es ombres, que les théorèmes que nous allons démontrer pour 
contours apparents s’appliqueront également aux lignes 
mbre. 


IV. — THÉORÈMES SUR LES CONTOURS APPARENTS, 


}5. 一 THEOREME, — Le contour apparent d'une зиг- 
e développable contient des lignes droites. 

in effet, soit М un point du contour apparent dans l’espace 
ne surface développable. Le plan tangent au point M passe 
le centre de projection, mais ce plan tangent contient la gé- 
atrice G qui passe par le point M, et de plus, il est tangent à 
urface en tous les points de la génératrice 6. Donc cette gé- 
atrice G fait partie tout entière du contour apparent de la 
face. 
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Cette démonstration est en défaut dans le cas où le paint M 
| est un point singulier de la surface. 
' 2 11 est bien entendu aussi que nous supposons les surfaces com- 
_plètes, c’est-à-dire que les définitions des contours apparents ne 
Sappliquent pas entièrement à des fragments de surface. 


56. 一 THEOREME. — Toute ligne tracée sur une surface 
et rencontrant le contour apparent dans l'espace, a sa projec- 
tion tangente au contour apparent en projection de la surface 

En effet, soit С (fig. 8, pl. D le contour apparent dans Pes- 
pace d’une surface, À une ligne dessinée sur la surface et ren- 
contrant le contour apparent dans l’espace au point M. Soit de 
plus MT, MT, les tangentes à ces deux lignes. Les projections © 
et с de A et С se rencontrent au point т projection de M. Or les 
tangentes MT, MT, sont contenues toutes deux dans le plan tan- 
gent à la surface au point M, de plus ce plan tangent passe par 
le centre de projection 0, puisque M appartient au contour ap- 
parent. Donc le plan OMTT, est un plan projetant, et par suite 
les deux droites MT, MT;.ont même projection mt. D'ailleurs, la 
tangente à une courbe se projette suivant la tangente à la pro- 
jection de la courbe, donc les deux courbes a et 6 sont tangentes 
entre elles, puisqu’clles admettent la même tangente ml. 


Dans toute épure, chaque fois qu’on aura à construire une 
courbe sur une surface, on devra déterminer, lorsqu'on pourra 
le faire, les points sur les contours apparents, ou tout au moins 
en tenir compte, parce que ces points servent de limite entre les 
parties vues et cachées de la courbe sur la surface. 

On peut, en effet, considérer les génératrices du cône circon- 
scrit à une surface comme les limites de droites menées par le 
sommet du cône, coupant d’abord la surface en deux points, lors- 
qu’elles sont à l’intérieur du cône, et ne coupant plus la surface 
dans la même région lorsqu'elles sont extérieures au cône. | 

Donc le contour apparent dans l’espace d'une surface partage 
la surface en deux régions, l’une d’elles dirigée du côté du centre 
de projection et qui est vue par un observateur placé au centre 
de projection, l’autre opposée au centre de projeetion et qui est 
cachée pour le même observateur. 

La courbe А, en traversant le contour apparent dans l’espace 
au point M passe donc d’une région vue de la surface à une ré- 
оп cachée, 
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Ce raisonnement suppose que les deux courbes А ct С ne sent 
s tangentes entre elles dans l’espace, car alors la courbe A est 
| tout entière vue ou tout entière cachée sur la région de sur- 
se dont on s’occupe. 


57. 一 Le théorème précédent est en défaut lorsque la tan- 
nte à la courbe А passe par le centre de projection, puisqu’a- 
rs la tangente à cette courbe se projette suivant un point. 
Imaginons (fig. 9, pl. D un plan passant par OM et par un 
‘int N de A très-rapproché de M, ce plan aura pour trace la 
rde mn de la courbe a, met n étant les projections de M et N. 
le point N se rapproche indéfiniment de M, le plan NOM prend 
¡e position limite, qu’on appelle le plan osculateur à la courbe 
au point M; mais en même temps, la corde mn devient la 
agente mt à la courbe @ au point m. Donc, dans ce cas parti- 
lier, la tangente mt à la projection de la courbe est la trace du 
an osculateur à la courbe A au point M. D’ailleurs, la projec- 
m de la courbe doit rester à l’intérieur du contour apparent en 
ojection с; donc la courbe a atteignant le contour apparent ¢ 
us un angle qui n’est pas nul, doit nécessairement rebrousser 
m suivant la même tangente mt. 
En résumé, la tangente à une courbe gauche passant par le 
ntre de projection, la projection de la courbe présente un point 
rebroussement au point correspondant. Comme dans le cas 
néral, ce point servira de limite entre les parties vues et cachées 
la courbe sur la région de surface correspondante. 


58. 一 Le théorème primitif permet de. trouver le contour 
parent en projection d’une surface, en le considérant comme 
nveloppe des projections de tontes les lignes tracées sur la 
rface. 

Ainsi, étant donnée une surface réglée, en construisant les рго- 
tions d'un certain nombre de génératrices, on aura le contour 
parent en projection, en traçant une courbe tangente à toutes 
3 projections. 

Comme autre application, le contour apparent en projection 
in cône s’obtiendra en menant, par la projection du sommet, 
3 tangentes à la projection de même nom de la directrice. 
Dans le cas d’un cylindre, il faudrait mener à la projection de 
directrice, des tangentes parallèles aux projections de méme 
m des génératrices. 
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59. 一 THÉORÈME. 一 Deux surfaces tungentes entre 
elles tout le long d'une même courbe, ont leurs contours аргс- 
rents en projection tangents entre eux, et en même temps a la 
projection de la courbe de contact des deux surfaces. 

Soit en effet (fig. 10, pl. Г) А la courbe de contact de deux sur- 
faces, C le contour apparent dans l’espace de la première surface, 
et M le point de rencontre de ces deux lignes. 

Au point M de la courbe А, le plan tangent est commun aux 
deux surfaces, mais ce point appartenant au contour apparent 
dans l’espace C, le plan tangent commun passe par le centre de 
projection, donc le point M appartient aussi au contour apparent 
dans l’espace С, de la deuxième surface. Ce résultat étant établi, 
projetons les trois lignes A,C,C, suivant a,c,c,. D’aprésle théorème 
précédent, A étant dessinée sur la première surface, elle a sa pro- 
jection tangente au contour apparent en projection с au point m. 
De même, A étant dessinée sur la deuxième surface, les deux 
lignes a et c, sont tangentes entre elles au point т. 

Donc les trois courbes a,c,c, sont tangentes entre elles au 
point т. 

60. — Ce nouveau théorème permet de construire le contour 
apparent en projection d’une surface, en le considérant comme 
l'enveloppe des contours apparents en projection de toutes les 
surfaces inscrites dans la surface donnée. 


LIVRE Ш 
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CHAPITRE PREMIER 


. — DETERMINER UN POINT DE LA SURFACE D'UN CONE 
OU D'UN CYLINDRE, PLAN TANGENT EN CE POINT. 


61. — Soit, par exemple, m la projection horizontale d’un 
point de la surface d’un cône ou d’un cylindre, le point inconnu 
est intersection de la surface avec la verticale т. 

Pour trouver ce point, on procédera comme pour une pyra~ 
mide ou un prisme. Ainsi, dans le cas du cône, par le sommet et 
la droite on fait passer un plan, dont on détermine la trace sur 
le plan de base. Cette trace rencontre la base en un certain nombre 
de points que l’on joint au sommet, on a ainsi les génératrices 
d'intersection du plan auxiliaire avec le cône. Enfin ces généra~ 
trices rencontrent la droite donnée aux points demandés. 

Si au lieu d’un cône, оп avait un cylindre, on emploierait un 
plan auxiliaire passant toujours par la droite, mais parallèle aux 
génératrices du cylindre. 

Ayant ainsi trouvé le point de la surface, le plan tangent en ce 
point sera déterminé : 

1° Par la génératrice passant par le point de contact ; 

2° Par la tangente à la directrice au point où cette directrice 
ast rencontrée par la génératrice de contact. 


62. 一 HXEMPLE I. — Dans la figure 11, planche I, le 
cône est déterminé par son sommet SS’ et par sa directrice 
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contenue dans le plan PaP,, mais on а donné seulement la pro- 
jection verticale D’ de la directrice. 

Cette directrice étant en effet contenue dans le plan PxP,, on 
n’a plus le droit de se donner arbitrairement sa projection hori- 
zontale, parce qu’elle est déterminée. 

Proposons-nous ici de trouver le point de la surface projeté 
‘horizontalement en m. 

Par la verticale т et le sommet SS’, on a mené un plan, c’est 
le plan vertical Sm; il coupe le plan de base suivant la droite 
aba'b’ qui rencontrela directrice en deux points dont nous avons 
immédiatement les projections verticales »’»’,, et qui se pro- 
jettent horizontalement en y et м, sur ab. 

Le plan auxiliaire coupe donc le cône suivant les deux géné- 
ratrices S:S'p”, Su,S'p”, qui rencontrent la verticale mM aux deux 
points demandés mm’, m,m’,. 

Remarquons que cette construction permet d'établir la pone- 
tuation de la surface du cône en projection horizontale. Nous 
reconnaissons ici, que le point m,m’, est vu, tandis que ce point 
cache le point mm’, 

Maintenant que nous avons en mm’ un point de la surface, 
nous allons chercher le plan tangent en ce point. 

Le plan tangent inconnu est déterminé : 

4° Par la génératrice SmpS’m'w’ ; 

20 Par la tangente en py’ à la directrice. Comme la directrice 
est donnée en projection verticale, nous pouvons dessiner immé- 
diatement sa tangente en projection verticale. Quant à la projec- 
tion horizontale, on Pobtiendra en tenant compte de ce que la 
ligne que nous cherchons est contenue dans le plan de la direc- 
trice PaP,. La tangente inconnue rencontre donc une droite 
quelconque du plan de la directrice, et en particulier la trace 
horizontale Pa au point ti”. 

Donc finalement, le plan tangent est déterminé par Sm S'm' 
et par ply’t’. 


63. 一 EXEMPLE II. 一 Soit PaP, (fig. 12, pl. D) le plan 
de base d’un cylindre, la directrice est donnée par son rabatte- 
ment D, sur le plan horizontal, et les génératrices sont paral- 
lèles à la direction АА’. Proposons-nous de déterminer le point 
de la surface projeté horizontalement en m. 

Par la verticale m, on a mené le plan mab parallèle aux géné- 
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ratrices du cylindre ; il coupe le plan de base suivant aba'b”, 
dont il faut marquer les points de rencontre avec la directri:e. 
Mais cette directrice étant donnée par son rabattement, nous 
avons aussi rabattu aba'b' suivant ab,. Les points de rencontre 
ls, ولا‎ ainsi obtenus se relèvent en py’ et vv’ sur aba'b”. 

Nous menons alors par ces deux points des parallèles aux gé- 
nératrices du cylindre qui rencontrent la verticale m aux deux 
points demandés mm’, nn’. 

Pour trouver le plan tangent en mm’, il faut construire la tan- 
gente en ри’ à la directrice. Cette tangente est connue seulement 
dans le rabattement; c'est رأوه‎ que nous avons relevée suivant 
ptu't’ dans le plan PaP,. Le plan tangent est donc déterminé par 
les deux droites mum'u' et ply't’. 


IT. 一 PLAN TANGENT A UN CONE OU A UN CYLINDRE 
PAR UN POINT EXTÉRIEUR. 


64. — Pour résoudre ce problème dans le cas d’un cône 
(fig. 13, pl. ID, on joint le point donné A au sommet du cône, 
puis on détermine la trace с de cette droite sur le plan P de la 
directrice, et ensuite on mène par ce point c une tangente à la 
directrice. Cette tangente «M détermine avec ЗАт et la génératrice 
de contact SM, le plan tangent demandé. 

La construction que nous venons d’indiquer suppose le point 
e dans les limites de l’épure; lorsqu'il n’en est pas ainsi, on n’a 
comme ressource qu’à choisir un autre plan de base, ce qui né- 
cessite la constructior. d’une section plane du cône. 

Parmi les nouveaux plans de base, on peut en choisir un pas- 
sant, par exemple, par le point À. Il suffira alors de mener par 
le point À une tangente à la nouvelle base ; elle déterminera avec 
le sommet, le plan tangent demandé. 

65. — Dans le cas d’un cylindre (fig. 14, pl. ID), on mène par 
le point А une parallèle aux génératrices du cylindre, puis on 
détermine le point de rencontre c de cette droite avec le plan de 
base P, et enfin par le point с on mène une tangente sm à la di- 
rectrice, elle détermine avec le point А et la génératrice mM du 
point de contact, le plan tangent demandé. 

Comme dans le cas précédent, si le point с se trouve hors des 
limites de l’épure, оп choisit uh autre plan de base du cylindre. 
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111. — PLAN TANGENT A UN CONE OU A UN CYLINDRE 
PARALLELE A UNE DROITE DONNEE. 


66. — Par le sommet du cône, on mène une parallèle à la 
droite donnée D (fig. 45, pl. ID), puis on détermine la trace de 
cette droite sur le plan de base Р, et par ce point с on mène une 
tangente à la directrice D; cette tangente détermine avec le som- 
met 5 le plan tangent demandé. 

67. — Si au lieu d’un cône, on a un cylindre par un point 0 
de l'espace (fig. 16, pl. IT), on inene une parallèle 00 aux géné- 
ratrices du cylindre, et une parallèle od à la direction donnée ; 
ces deux droites déterminent un plan, dont on cherche la trace 
ad sur le plan de base P, puis, on mène à la directrice une tan- 
rente parallèle à ad, elle détermine avec la génératrice qui passe 
par le point de contact, le plan tangent demandé. 


IV. — CONTOURS APPARENTS. — OMBRES. 


Comme applications de ces différents problèmes, nous citerons 
. la détermination des contours apparents, des cônes et des cy- 
lindres, ainsi que la détermination des ombres propres et portées 
par ces mêmes surfaces. 


68. — EXEMPLE I. — Trouver les contours apparents 
dun cône déterminé par son sommet SS’ (fig. 17, pl. П) et sa 
directrice contenue dans le plan PaP,, cette directrice étant 
donnée par sa projection verticale D'. 

49 Contour apparent horizontal. 

Il faut mener au cône des plans tangents parallèles à une ver- 
ticale ; pour cela, menons par le sommet SS’ la verticale $, puis 
déterminons le point de rencontre cs de cette droite avec le plan 
de base PaP,. Menons maintenant par ce point, des tan- 
gentes à la base. On a immédiatement ces tangentes en projec- 
tion verticale; pour en déduire les projections horizontales, nous 
remarquerons qu'elles sont contenues dans le plan PaP,, et par 
suite qu’elles rencontrent la trace horizontale du plan aux points 
tt’, tt. 

En traçant les deux génératrices de contact, les deux droites 
SmS’m', Sm,S'm', constitueront le contour apparent horizontal 
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dans Pespace. Quant au contour apparent horizontal en projec- 
tion, il est composé uniquement des deux droites Sm, Sm,. 

69. — REMARQUE. — Si Pon prenait la peine de projeter ho- 
rizontalement la directrice, cette courbe serait en projection ho- 
rizontale tangente en m et m, au contour apparent horizontal. 
Cette remarque va nous permettre de trouver immédiatement le 
contour apparent vertical, 

20 Contour apparent vertical. 

Il suffit ici de mener par le point $’ des tangentes S’p’, S'g' à 
la projection verticale de la directrice. Si l’on veut de plus trou- 
ver le contour apparent vertical dans l’espace, il faut chercher 
les projections horizontales des deux points de contact p’q’, en 
remarquant que ces deux points sont contenus dans le plan 
PaP,. 

Le contour apparent vertical dans l’espace se compose donc 
des deux droites SpS’p’, SqS’q’. 


70. — Ponctuation. — Une fois qu’on a déterminé les 
contours apparents d’un cône, il suffit d’établir directement la 
ponctuation d’un point de la surface du cône, pour en déduire la 
ponctuation de tous les autres. 

Dans l'exemple actuel, proposons-nous d'établir la ponctuation 
de la directrice en projection verticale, en supposant le cône 
solide, prolongé indéfiniment, et tous les plans transparents. 

Soit m,m', un point quelconque de la directrice; par ce point, 
menons une perpendiculaire au plan vertical, et cherchons ses 
points de rencontre avec le cone; тит’, est l’un de ces points. 
Quant au second point, il n’est pas nécessaire ici de le chercher, 
‚ car, devant se projeter horizontalement à l’intérieur du contour 
apparent horizontal du cône, il sera nécessairement derrière le 
point m,m’,. Donc le point particulier тит’, de la directrice est 
vu en projection verticale. Il en résulte que la région p’m',q’ de 
la directrice est vue en projection verticale, tandis que la région 
p’m’q’ est cachée. 

Si l’on dessinait la directrice en projection horizontale, un 
raisonnement analogue au précédent prouverait que la région 
тт. est vue en projection horizontale, tandis que la région: 
mpm, est cachée. 

Nous avras reconnu que le point m,m’, de la directrice était vu 
en projection verticale, il en résulte que la génératrice 8m,S'm 





est vue en projection verticale dans la région S’m’, jusque l’in— 
fini à droite, tandis qu’elle est cachée à gauche du sommet, et il 
en est de même pour toutes les génératrices aboutissant à la 
portion vue de la directrice. C’est l’inverse qui a lieu pour toutes 
les autres génératrices. 


71. — EXEMPLE II.—Contours apparents d'un cylindre, 
connaissant la direction des génératrices, le plan de la direc- 


trice, et le rabattement de cette directrice sur le plan horizon- 


tal (fig. 18, pl. ID. 

10 Contour apparent horizontal. 

П faut mener à la surface des plans tangents parallèles à une 
verticale. Pour cela, construisons un plan vertical parallèle aux 
génératrices du cylindre. Soit le plan vertical ab ; il coupe le plan 
de base suivant aba'b’. Nous devons ensuite mener à la directrice 
une tangente parallèle à cette droite. 

Mais la directrice étant donnée par son rabattement, il faut 
d’abord rabattre aba’b’ suivant aby. 

Menons alors à la directrice rabattue des tangentes m,t et قوم‎ 
parallèles à Aba, et relevons ces deux tangentes dans le plan de 
la directrice, suivant mim’‘t’ et рбр’0’ parallèles à aba'b'. Les 
points de contact se relèvent en mm’ et uu” sur ces deux tan- 
gentes. 

Traçons enfin les génératrices déterminées par ces deux points, 
elles formeront le contour apparent hcrizontal dans l’espace ; 
d’ailleurs le contour apparent horizontal en projection est com- 
posé des deux droites mt et рб. 

90 Contour apparent vertical. 

Construisons un plan parallèle aux génératrices et à une per- 
pendiculaire au plan vertical; soit le plan perpendiculaire au 
plan vertical c'd'. Ce plan coupe le plan de base suivant cdc'd’ 
qui se rabat suivant Cad. 

Menons alors au rabattement de la directrice, des tangentes 
parallèles à cad, soit .موت, 7و2‎ Ges deux tangentes se relèvent dans 
le plan PaP, suivant des parallèles à cdc'd”, soit prp'r',rer'e". 

Le contour apparent vertical, en projection, est composé des 
deux lignes p’r’, xp”. 

Pour trouver le contour apparent vertical dans l’espace, il fau= 
drait relever les points de contact, et dessiner les génératrices 
déterminées par ces deux points, 
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72. — EXEMPLE III. 一 Contours apparents et ombres 
d’un cône déterminé par son sommet SS’, et sa base dans le plan 
horizontal. . 

On représentera la partie solide du cône comprise entre le 
sommet et la base, en supposant les deux plans de projection 
opaques (fig. 19, pl. 9). 

1° Le contour apparent horizontal se compose des tan- 
rentes issues du point $ à la projection horizontale de la base. 
Soit Sa,Sb ces deux tangentes. 

2 Le contour apparent vertical s'obtient en menant au 
cône des plans tangents parallèles à une perpendiculaire au plan 
vertical. Les traces horizontales de ces plans tangents seront donc 
perpendiculaires à la ligne de terre ; de plus elles sont en même 
temps tangentes à la directrice. Il en résulte que le contour ap- 
parent vertical se compose des deux droites S’c’ et S’d’. 

А l’aide d’un raisonnement analogue à celui que nous avons 
employé dans le premier exemple, on reconnaitra que la région 
bfdea de la base est vue en projection horizontale, et qu'il en est 
de même de la région d’e’a’c’ en projection verticale. 

3° Pour déterminer les ombres en éclairant le cône parallèle- 
ment à ЛА’, on a mené par le sommet SS’ du cône, la droite 
S:S's” parallèle aux rayons lumineux. Soit cz la trace horizon- 
tale de cette droite,nous menons par ce point les tangentes se,sf 
à la directrice. Les génératrices d’ombre propre sont alors SeS e ， 
SfS’f’. Quant au contour de l’ombre portée sur le plan horizon- 
tal, il est composé des deux tangentes se,-f. 

En supposant la source lumineuse à gauche, la région Seacbf 
du cône est dans ombre. Les parties vues de cette ombre son? 
Sae, Sbf en projection horizontale, et S’e’c’ en projection. verti- 
cale. 

Il ne reste plus dans cet exemple, qu’à relever ombre sur je 
plan vertical, suivant qo”,s. 
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CHAPITRE Il 


Г. — PLAN TANGENT A UN CONE OÙ A СМ CYLINDRE 
PAR UNE DROITE. 


Ce problème, comme ceux qui suivent dans ce chapitre, n’est 
généralement pas possible; nous allons énoncer les constructions 
à effectuer pour reconnaître si le problème est possible. 

73. — Dans le cas d’un cône, on mène par le sommet et par 
la droite un plan, dont on cherche la trace sur le plan de base. 
Cette trace doit être tangente à la base. 

La vérification que nous venons d'indiquer se fait directement 
en projection, quand la base est donnée par une projection, ou 
après un rabattement, lorsque la base est elle-même donnée par 
son rabattement. 

On est certain que le problème est possible, lorsque la droite 
passe par le sommet du cône. 

74. 一 Dans le cas d’un cylindre, on mène par la droite un 
plan parallèle aux génératrices du cylindre, sa trace sur le plan 
de base du cylindre doit être tangente à la base du cylindre. 

Cette vérification est impossible à faire, lorsque la droite est 
parallèle aux génératrices du cylindre. Mais il est alors évident 
que le problème est généralement possible, et que les plans tan- 
gents demandés s’obtiennent en menant à la directrice des tan- 
gentes par la trace de la droite sur le plan de la directrice. 


If. — PLAN TANGENT А UN CONE OÙ A UN CYLINDRE, 
PARALLELE A UN PLAN DONNE. 


75. — Pour reconnaitre si ce problème est possible, dans le 
cas d’un cône, on mène par ع1‎ sommet un plan parallèle au plan 
donné ; sa trace sur le plan de base doit être tangente à la base. 

76. — Dans le cas d'un cylindre, il faut ct il suffit que le plan 
donné soit parallèle aux génératrices du cylin.tre. 
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Ш. 一 PLAN TANGENT COMMUN А DEUX SURFACES 
CYLINDRIQUES OU CONIQUES. 


77. — 10 Plan tangent commun à deux cônes. 

Pour reconnaître s’il est possible de mener à deux cônes un 
plan tangent commun, on mène à chacun des cônes un plan 
tangent par le sommet de l’autre cône, les deux plans ainsi obte- 
nus doivent coïncider, et par suite les deux traces de ces deux 
plans sur un troisième plan arbitraire doivent se confondre, ou 
bien les points de rencontre de ces deux plans avec une droite 
quelconque doivent coïncider. 

En supposant les bases des deux cônes dans le même plan, 
voici donc comment on fera cette vérification. Après avoir joint 
les sommets des deux cônes par une ligne droite, on déterminera 
la trace de cette droite sur le plan de base, puis on vérifiera s’il 
est possible de mener par ce point une tangente commune aux 
deux bases. 

Si les bases étaient dans des plans différents, on mènerait d’a- 
bord la ligne des deux sommets, puis on détermincrait les deux 
points de rencontre de cette droite avec les deux plans de base, 
ct l’on ferait passer par ces points des tangentes aux bases cor- 
respondantes. Les tangentes ainsi obtenues doivent rencontrer 
la droite d’intersection des deux plans de base au même point. 

Cette vérification ne peut pis se raire, lorsque les deux cônes 
ont méme sommet. On obtient alors les plans tangents communs, 
en menant des tangentes communes aux deux bases supposées 
dans le même plan. 

Nous aurons occasion plus tard de trouver autrement ces plans 
tangents communs dans le cas où lesdeux cônessont de révolution. 

78. — 2 Plan tangent commun à un cône et à un су- 
lindre. 

Pour reconnaitre si ce problème est possible, on mène au cône 
un plan tangent parallèle aux génératrices du cylindre, et au cv- 
lin.lre un plan tangent par le sommet du cône, les deux plans ainsi 
obtenus doivent coincider. 


79, — 3° Plan tangent commun à deux cylindres. 
On mène à chaque cylindre un plan tangent parallèle aux 


génératricos de l’autre erlindre. Les deux plans ainsi obtenus 
doivent coincider. 
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1 vérification ne peut plus se faire, lorsque les génératrices 
deux cylindres sont paralléles entre elles. Mais on voit à 
re que le problème est généralement possible. 

n obtient alors les plans tangents communs, en menant des 
‘entes communes aux deux directrices supposées dans le 
ne plan, puis on fait passer par chacune de ces droites un 
١ tangent à l’un des cylindres. 

ans ces deux derniers cas, les constructions à effectuer pour 
> la vérification sont analogues à celles que nous avons indi- 
ود‎ dans le premier cas. * 

emarquons enfin que la vérification est inutile, c’est-à-dire 
le problème est possible, lorsque les deux surfaces ont la 
ne directrice plane. 


CHAPITRE MI 


I. 一 MENER А DEUX SURFACES CYLINDRIQUES OU CO- 
NIQUES, DES PLANS TANGENTS PARALLÈLES ENTRE 
EUX. 


80. — 1° Mener à deux cônes, des plans tangents pa” 
rallèles entre eux. 

Pour mener à deux cônes des plans tangents parallèles entre 
eux, On commence par transporter les deux cônes parallèlement 
à eux-mêmes, de manière à leur donner même sommet, puis on 
mène aux deux cônes ainsi transportés un plan tangent commun. 

Il existe alors pour chaque cône primitif, un plan tangent pa- 
rallèle à ce plan tangent commun. On formera donc ainsi,un sys- 
tème de deux plans tangents parallèles entre eux. 

Pour transporter un cône parallèlement à lui-même, de ma- 
nière à amener son sommet en un point donné, on doit mener 
par ce point des parallèles à toutes les génératrices du cône pri- 
mitif. On forme ainsi un cône égal au cône primitif. Les plans 
tangents au cône primitif et au cône transporté suivant des géné- 
ratrices parallèles sont également parallèles entre eux. 

Pour construire simplement le cône transporté, il est bon de 
remarquer que les sections par un même plan du cône primitif 
et du cône transporté sont homothétiques, le centre de similitude 
étant la trace de la ligne des sommets sur le plan sécant. En par- 
ticulier, ces sections seront égales entre elles, lorsque le plan sé- 
cant sera parallèle à la ligne des sommets. 

Si, par exemple, le cône primitif a pour base dans le plan hori- 
zontal une circonférence, en menant par le point des parallèles 
‘à trois génératrices du cône primitif, puis en cherchant les traces 
horizontales de ces trois droites, on aura la base du cône trans- 
jporté en faisant passer une circonférence par ces trois traces. 

En appliquant la méme construction a un point quelconque 
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du plan de la premiére base, on aura le point homologue de la 
seconde base. On aura donc ainsi le moyen de trouver le centre, 
les sommets, etc., de la deuxiéme base, en supposant, bien en- 
tendu, les deux plans de base paralléles entre eux. 

Ces différentes constructions étant effectuées pour les deux 
cônes primitifs, on aura alors à mener un plan tangent com- 
mun aux deux cônes transportés. Nous savons résoudre ce pro- 
bléme lorsque les deux bases sont dans le même plan. Si n’en 
était pas ainsi, il faudrait couper les deux cônes transportés par 
un même plan, et choisir ces deux sections comme nouvelles di- 
rectrices. 

Rappelons encore une fois que nous aurons le moyen plus tard 
d'éviter cette construction, lorsque les deux cônes donnés seront 
de révolution. 

81. — 2° Mener à un cône et à un cylindre des plans 
tangents parallèles entre eux. 

Pour mener à un cône et à un cylindre des plans tangents pa- 
rallèles entre eux, on mène au cône un plan tangent parallèle 
aux génératrices du cylindre, puis au cylindre un plan tangent 
parallèle au plan ainsi obtenu. 

82. — 3° Mener à deux cylindres des plans tangents 
parallèles entre eux. 

Enfin, pour mener à deux cylindres des plans tangents paral- 
lèles entre eux, on mène à chaque cylindre un plan tangent pa- 
rallèle aux génératrices de l’autre cylindre. 


П. — NORMALE COMMUNE A DEUX SURFACES CYLIN- 
DRIQUES OU CONIQUES. 


83. — Les plans tangents aux deux pieds de la normale 
commune, étant perpendiculaires tous deux sur la normale com- 
mune, sont paralléles entre eux. Donc les pieds de la normale 
commune se trouvent sur les génératrices de contact de deux 
plans tangents parallèles entre eux. 

D'ailleurs, toute normale à une surface est en même temps 
normale à toutes les lignes tracées sur la surface et passant par 
son pied. 

Donc, enrésumé, la normale commune à deur surfaces cylin- 
driques ou coniquesest la perpendiculaire commune aux géné- 
ratrices de contact de deux aluns tangents parullèles entreeux: 
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HI. — EXERCICE SUR LES PLANS TANGENTS AUx CONES 
| ET AUX CYLINDRES. 


84. — Étant donné un cône déterminé par son sommet S, 
et sa directrice D, contenue dans le plan P,, on coupe ce cône 
par le plan P,; la section ainsi obtenue D, sert de directrice à 
an deuxième cône de sommet S,. Cette même opération étant 
répétée un certain nombre de fois, on arrive finalement à un 
dernier cône de sommet S,, dont la directrice D, est la section 
par le plan P, du cône S,_,. 

On demande de mener par un point À un plan tangent au 
dernier cone S,,. 

Dans ce problème, les données sont : 4° les différents sommets 
Ss, Ба, Ss, ... Sa; 2° les plans de base successifs Ра, رو‎ Py... Pa; 
3° la première directrice D,, et il faut éviter de construire les 
directrices intermédiaires. 

Le problème qui consiste à mener par un point un plan tan- 
gent à un cône dont la directrice est définie par son plan et sa 
projection horizontale est un cas particulier de celui qui nous 
occup2; en effet, on peut considérer la base du cône, comme 
l'intersection du plan de cette base avec son cylindre projetant. 

Pour mener par le point A un pian tangent au cône S,, il faut 
joindre AS,, puis déterminer la trace o, de cette droite sur le plan 
de base P,, et mener par ce point une tangente à la base لآ‎ 

Mais cette base D, n’est pas connue. Nous remarquerons alors 
que la courbe D, étant tracée sur le cône S,—,, la tangente cher- 
chée est contenue dans le plan tangent au cône S,_, mené par le 
point ви. 

Nous avons donc ramené le problème primitif à un problème 
analogue, le rang du cône étant diminué d’une unité. 

En répétant le même raisonnement, nous aurons finalement à 
mener au cône §,, un plan tangent par le point во. 

Pour cela, joignons 3,0. qui rencontre P, au point ct, puis par 
ce point «, menons la tangente o,m, à la directrice D,. 

Cette fois, la construction peut s’effectuer, puisque la direc- 
trise D, est donnée. 

En cherchant alors l'intersection du plan tangent S,7,m, avec 
le plan P,, on aura la tangente sm, à la directrice Dj. 
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uant au point de contact m,, il sera intersection du plan P, 
le la tangente «ym, avec la génératrice S,m,. 

ous trouverons ainsi successivement les tangentes s,Mm, 
...ر‎ nM, et les points de contact тт... ms. 

a solution que nous venons d’indiquer s'applique naturelle- 
it au cas où la série de surfaces contient des cylindres. 

n procéderait aussi de la même manière pour mener à la der- 
e surface un plan tangent parallèle à une droite donnée. 
afin, on emploierait une méthode analogue à la précédente, 
г trouver l'intersection d’une droite avec la dernière surface. 


~ 


LIVRE IV 


SURFACES DE REVOLUTION 


CHAPITRE PREMIEL 


Dans l’étude que nous allons faire des surfaces de révolution, 
nous supposerons toujours l’axe perpendiculaire à Рип des plans 
de projection, dans le but de construire plus facilement les pa- 
rallèles de la surface, parce que ces parallèles se projetteront 
suivant des circoniérences et des droites, tandis qu’autrement 
ils se projetteraient suivant des ellipses. 

Nous reconnaitrons cependant plus tard, que pour la résolu- 
tion de certains problèmes, on peut, en utilisant les propriétés 
de la sphère, suppeser seulement l’axe parallèle à l'un des plans 
de projection. 


I. 一 PROPRIETES DES SURFACES DE REVOLUTION. 


85. — THEOREME. — Tout plan tangent à une surface 
de révolution est perpendiculuire sur le plan méridien passant 
par le point de contact. 

Soit en effet M (fig. 20, pl. 3) un point quelconque d’une sur- 
face de révolution. Construisons d’abord le parallèle et la méri- 
dienne passant par ce point. Les tangentes MT, MS à ces deux 
courbes déterminent le plan tangent à la surface au point M. 

Or le plan du parallèle est perpendiculaire sur Рахе de révo- ' 
lution OS, donc la tangente MT, qui est perpendiculaire sur le 
rayon ОМ du parallèle, est en même temps perpendiculaire sur 
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le plan du méridien MOS. Il en est de même alors pour le plan 
tangent SMT. 

Ce théorème fondamental des surfaces de révolution peut en- 
core s'énoncer de la maniére suivante : . 

86. — Toutes les normales à une surface de révolution ren- 
contrent Vaxe. 
‚ En effet, la normale en M à la surface est perpendiculaire sur 
la tangente MT au parallèle, elle est donc contenue dans le plan 
méridien MOS, et par suite, elle rencontre Рахе; comme cas 
particulier, elle peut être parallèle à Гахе. 


87. — THÉORÈME. — Tous les plans tangents à une 
surface de révolution aux différents points d’un méme paral- 
lèle rencontrent Vaxe au même point. 

En effet, en faisant tourner le point M (fig. 20, pl. 3) autour 
de l’axe, de manière à l’amener en un point quelconque du pa- 
rallèle, la droite MS deviendra la tangente M,S à la méridienne 
du point M,, её comme elle est contenue dans le plan tangent en 
M,, il en résulte que ce plan tangent passe toujours par le point 
S quel que soit le point M, du parallèle considéré. 

Il résulte de ce théorème que le pointS est le sommet d'un 
cône de révolution circonscrit à la surface tout le long du paral- 
lèle considéré 

88. — Comme deuxième énoncé de ce théorème, on peut dire 
que les normales à une surface de révolution aux différents 
points d'un même parallèle rencontrent l'axe au même point. 

Ces normales forment donc un cône de révolution coupant 
normalement la surface tout le long du parallèle considéré. 

Remarquons que le point fixe N est le centre d’une sphère 
inscrite dans la surface de révolution tout le long du parallèle 
considéré. 


II. — DETERMINER UN POINT D'UNE SURFACE DE RÉVO- 
LUTION. — PLAN TANGENT EN CE POINT. 


89. — Soit т (fig. 21, pl. 3) la projection horizontale d’un 
point d'une surface de révolution dont l’axe est vertical, et dont 
on connait la méridienne principale СС’. (On appelle ainsi la 
méridienne de front qui par suite se projette verticalement sui- 
vant une courbe égale à la courbe de l’espace.) 

Traçons le parallèle passant par le point inconnu, sa projec- 
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tion horizontale est une circonférence ayant pour centre le pied 
de Гахе о et passant par le point т. 

Ce parallèle rencontre la méridienne principale au point pp’, 
et par suite il se projette verticalement suivant une parallèle à 
la ligne de terre menée par в’. Il ne reste plus qu’à projeter ver- 
ticalement le point т еп m’ sur la projection verticale du paral- 
lèle. 
Dans la figure, nous avons choisi un ellipsoide allongé. Le 
parallèle rencontre la méridienne aux deux points pu’, 4,4”,, on 
n'obtient donc de ce côté qu’une solution mm’. 

Mais on peut encore choisir comme points de rencontre du 
parallèle avec la méridienne principale les deux autres points »”, 
¥,7',, ce qui donn: la deuxième solution nn’. 


90. — Si nous nous donnions au contraire la projection ver- 
ticale m’ du point, on aurait immédiatement la projection ver- 
ticale du parallèle, en menant par m’ une parallèle à la ligne de 
terre. Ce parallèle rencontre alors la méridienne principale aux 
deux points pp’, p,p”,, et par suite, il se projette horizontalement 
suivant une circonférence décrite du point 0 comme centre avec 
ор pour rayon. | 

On obtient de cette manière les deux solutions mm’ et pp’. 


91. 一 Le problème que nous venons de résoudre permet d’é- 
tablir la ponctuation d’un point quelconque de la surface, 

Nous reconnaissons, par exemple ici, que le point mm” est vu 
dans les deux projections, tandis que ce méme point cache pre- 
mièrement le point mn’ en projection horizontale, deuxiémement 
le point pp’ en projection verticale. 

Maintenant que nous avons en mm’ un point quelconque de 
la surface, proposons-nous de trouver le plan tangent en ce 
point. 


92. — Pour cela, faisons tourner le point mm’ autour de l’axe, 
pour Рашепег en py’ sur la ligne qui engendre la surface, c’est- 
à-dire sur la méridienne principale, Construisons ensuite le plan 
tangent en ce point zp’ à la surface ; il contient la tangente ySy'S' 
à la méridienne principale, et la tangente au parallèle. 

Enfin, faisons tourner ce plan d’un angle égal à l’angle кот, 
et nous aurons le plan tangent demandé. 

Dans la figure, nous avons fait tourner la tangente à la méri- 
dienne, en tenant compte de son point de rencontre SS’ avec 





‚, D’ailleurs, la tangente au parallèle en py’ devient la tan- 
e mim’t’ au même parallèle en mm’, 

one, finalement, le plan tangent demandé est déterminé par 
leux droites SmS'm' et mim't’. 

yant construit le plan tangent en mm’, on peut en déduire la 
aale, en menant par le point de contact la perpendiculaire 


e plan tangent, mais il est plus simple de procéder directe- 
t, en employant d’ailleurs un procédé analogue au précé- 


CONTOURS APPARENTS 


lisons d’abord tourner le point mm’ autour de l’axe, de 
igre à Pamener en py’ sur la méridienne principale, puis 
truisons la normale en ce point a la surface; elle sera en 
ле temps normale à la méridienne principale. Soit donc pa’ 
: normale. Il ne reste plus qu’à la faire tourner en sens con- | 
e de la rotation précédente, ce qui donne à l’aide du point , 
suivant 1Mwm'w”, la normale demandée. 





Ш. 一 CONTOURS APPARENTS. 


3. 一 Si nous considérons un point quelconque de la méri- 
ne principale, le plan tangent en ce point est perpendiculaire 
e plan vertical, et par suite,la méridienne principale sert de 
our apparent vertical. 

2nons ensuite à la méridienne principale une tangente verti- 
а’ (fig. 24, pl. 3), le parallèle déterminé par le point de 
act aa’ sera le paralléle de rayon maximum, et il servira de 
our apparent horizontal. En effet, au point particulier aa’ 
в parallèle, le plan tangent contenant la tangente à la méri- 
ne qui est verticale est lui-méme vertical. 

> parallèle de rayon maximum s'appelle l’éguateur de la 
ace. Lorsque le rayon de ce parallèle est minimum, on ap- 
١ aussi се parallèle le collier ou cercle de gorge. 


CITAPITRE If 


Г. — PLAN TANGENT PARALLÈLE A UN PLAN DONNE. 


94. 一 Examinons d’abord le cas particulier où le plan donné 
est perpendiculaire au plan vertical (fig. 22, pl. 3). 

Le plan méridien passant par le point de contact, devant être 
perpendiculaire sur le plan tangent, sera aussi perpendiculaire 
sur le plan donné, et par suite le point de contact inconnu se 
trouve dans le plan méridien principal, sur la méridienne prin- 
cipale. D'ailleurs, tout plan tangent à la surface en un point de 
la méridienne principale a pour trace verticale la tangente au 
point considéré à la méridienne principale. 

Donc, dans le cas actuel, nous aurons la trace verticale du plan 
tangent demandé, en menant à la méridienne principale une tan- 
gente R,£ parallèle à la trace verticale P,x du plan donné. R sera 
la trace horizontale du plan tangent inconnu, et m’m sera son 
point de contact. 

Examinons maintenant le cas où le plan donné est quelconque 
(fig. 23, pl. 3). Nous commencerons par faire tourner le plan 
PaP, autour de l’axe, de manière à le rendre perpendiculaire au 
plan vertical. Soit P’z’P’, sa nouvelle position. Menons ensuite 
le plan tangent R’?2’R’, parallèle à Р’х’Р’,; puis faisons tourner 
ce plan, ainsi que son point de contact pu’, d'un angle égal à 
l'angle de rotation précédent, mais en sens contraire. Nous ob- 
tiendrons ainsi, suivant R¿R,, le plan tangent demandé; mm’ sera 
son point de contact. 


nN. — NORMALE PARALLÈLE A UNE DROITE DONNÉE. 
— POINTS BRILLANTS. 


95. — La résolution de ce problème est tout à fait analogue 
а celle du précédent. On commence par faire tourner la droite 


#6 PLANS TANGENTS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION. 


autour de Гахе, de manière à la rendre parallèle au plan vertical, 
puis on mène à la méridienne principale, une normale parallèle 
à la projection verticale nouvelle de la droite; enfin, on fai! 
tourner le pied de la normale en sens contraire de la rotation 
précédente, 

Nous avons cité ce problème, surtout dans le but de montrer 
la détermination des points brillants d’une surface de révolution, 
cette surface étant éclairée par des rayons lumineux parallèles 
entre eux. 


96. — Étant donné une surface quelconque, les points bril- 
lants de cette surface sunt les points pour lesquels il y a réflexion 
totale. Ces points remplissent donc les conditions suivantes : 

lo Le rayon lumineux et le rayon réfléchi sont contenus 
dans un même plan normal ; 

2° L’angle d'incidence est égal à l'angle de réflexion. 

Donc, la normale à la surface aux points brillants est parallèle 
à la bissectrice de l’angle des rayons lumineux et des rayons ré- 
fléchis. 


97. — Remarque. — L’angle des deux droites admet deux 
bissectrices ; l’une d’elles correspond au point brillant dans la 
partie éclairée, l’autre au point brillant dans l’ombre. Pour obte- 
nir le premier point brillant, il faut prendre la bissectrice de 
l'angle formé par une parallèle aux rayons lumineux menée par 
un point de l’espace, et dirigée vers la source lumineuse, avec 
une droite joignant le même point de l’espace à l’œil de Pobser- 
vateur. 

On explique la présence du second point brillant, en disant 
que l’espace environnant le corps éclaire encore l’objet, comme 
s’il existait une deuxième source lumineuse opposée à la pre- 
miére, mais d'intensité moindre. 

Proposons-nous (lig. 2%, pl. 3) d’appliquer ce que nous venons 
de dire à la recherche des points brillants en projection hori- 
zontale et en projection verticale,d’un ellipsoide de révolution, 
éclairé par des rayons lumineux parallèles à LL’. 

lo Point brillant en projection horizontale. 

Pour regarder la projection horizontale, l'observateur est sup- 
posé à Pinfini au-dessus du plan horizontal. Nous aurons donc 
Ja direction de la normale au point brillant, en construisant la 
bissectrice de l’angle des rayons lumineux avec une verticale, 


POINTS BRILLANTS. 47 


Pour résoudre ce problème, nous avons mené par 00” une 
parallèle aux rayons lumineux 04, 0’a et une verticale ; puis, 
nous avons fait tourner le plan ainsi formé autour de la verticale 
0, de manière à le rendre parallèle au plan vertical. Les bissec- 
trices sont alors 0b,0'b',, 08,0'f”,. 

Dans cette position, nous avons mené à la surface des normales 
parallèles à ces droites. Soit m,m’,, p,p”, les pieds de ces deux 
normales. Il ne reste plus qu’à faire tourner ces deux points en 
sens contraire de la rotation précédente, се qui donne en mm’, 
uy” les deux points demandés. Le premier point m est,en projec- 
tion horizontale, le point brillant de la partie éclairée ; م‎ est le 
point brillant dans l’ombre. 


98.—REMARQUE.— Nous n'avons, bien entendu,marqué que les 
pieds de normales vus par l’observateur. Il faudrait, au contraire, 
tenir compte des deux autres points, symétriques d’ailleurs des 
deux premiers par rapport au centre, si l’on représentait seule- 
ment la surface de l’ellipsoïde au-dessous du plan horizontal о’, 
et en ne tenant pas compte des reflets produits par la surface 
elle-même. 


2 Point brillant en projection verticale. 

Ici, les rayons réfléchis sont perpendiculaires au plan vertical, 
puisque l’observateur est à l’infini en avant du plan vertical. 

Nous avons fait tourner le rayon lumineux 000“ 0/ autour de 
la perpendiculaire au plan vertical 0’, de manière à le rendre 
horizontal ; soit 0430'4',. Puis nous avons mené les bissectrices 
de Pangle azoha',0'h' ; soit 06,0'C’s, 0Y20/Y'a. 

En faisant tourner ces droites en sens contraire de la rotation 
précédente, nous avons suivant oco'c', oyo’y’, les directions des 
normales demandées. 

Enfin, la construction générale appliquée à ces deux droites 
donne, comme dans le cas précédent, en nn’, ww” les points bril- 
lants de la projection verticale. 


99.—REMARQUE. —Puisque nous parlons ici de points brillants 
des surfaces, faisons remarquer qu’il n’y en aura pas, en général, 
sur les cônes et les cylindres. En effet, mener une normale à une 
surface parallèlement à une droite donnée, revient à mener à la 
surface un plan tangent parallèle à un plan donné. Or ce problème 
est en général impossible pour les surfaces cylindriques ou co- 
niques. Ainsi, on n’a pas sur ces surfaces de lignes brillantes, 
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suivant lesquelles il y a réflexion totale. On a tout simplement 
des génératrices paraissant plus éclairées que les génératrices 
voisines. 


_ Ш. — PLAN TANGENT AYANT SON POINT DE CONTACT 
SUR UN PARALLELE DONNE. 


100.— Mener & une surface de révolution, par un 
point extérieur, un plan tangent ayant son point de 
contact sur un parallèle donné. 

Soit pp’ (fig. 23, pl. 3) le parallèle sur lequel doit se trouver 
le point de contact; AA’ le point extérieur. 

Nous savons que tous les plans tangents à une surface de ré- 
volution en tous les points d’un même parallèle rencontrent 
l'axe en un point fixe. Cherchons donc ce point fixe, et pour 
cela, construisons le plan tangent à la surface, en un point par- 
ticulier du parallèle, par exemple, le point de rencontre du pa- 
rallèle pp’ avec la méridienne CC’. Nous obtenons ainsi comme, 
point fixe le point SS’. 

Le plan inconnu est alors tangent à un cône de révolution cir- 
conscrit à la surface, ayant pour sommet le point SS’, et pour 
directrice le paralléle pp’. 

Pour mener ce plan tangent, on a joint SAS'A”, puis déterminé 
Je point de rencontre со’ de cette droite avec le plan de base du 
cône, et enfin on a mené par ce point les tangentes amsn au ра- 
rallèle, Les points de contact demandts sont alors les points mm’ 
et nn’. Quant aux plans tangents inconnus, ce sont les plans 
SrAmS'c'A'm', SsAnS's'A'm'. 

La construction que nous venons d’employer suppose Irs 
points SS et ce’ dans les limites de l’épure. 

Lorsqu'il n’en est pas ainsi, on choisit pour plan de base du 
cône, la section de ce cône par le plan horizontal А’. Cette sec- 
tion est une circonférence ayant son centre sur l’axe et passant 
par le point py’, qui est le point de rencontre du plan horizon- 
tal A’ avec une génératrice principale du cone. Il suffit alors de 
mener par À une tangenie Jim, à cette circonférence. 

La génératrice de contact se projette horizontalement suivant 
Sm,, et rencontre enfin le parallèle donné au point de contact 
demandé mm’. 
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101. — Mener à une surface de révolution un plan 
tangent parallèle à une droite donnée, le point de 
contact étant sur un parallèle donné. 

On construira comme précédemment le cône SS’ circonscrit à 
la surface tout le long du parallèle donné, puis on mènera à ce 
cône (fig. 25, pl. 4) un plan tangent parallèle à la direction 
donnée. 

Si la construction ne réussit pas, parce que le point SS’ est 
hors des limites de l’épure, on transporte le cône auxiliaire pa- 
rallèlement à lui-même, de manière à amener son sommet dans 
les limites de Pépure en $15’. ; puis on mène à ce cône auxiliaire 
le plan tangent s,m,7, parallèle à la direction donnée. On en 
déduit la direction de la génératrice de contact inconnue sur le 
cône primitif. 

Enfin, en menant par le point 5 une parallèle à s,m,,son point 
de rencontre avec le parallèle considéré donne еп mm’ le point 
de contact inconnu. 


IV. — PLAN TANGENT AYANT SON POINT DE CONTACT 
SUR UNE MÉRIDIENNE DONNÉE. 


102. — Mener par un point extérieur un plan tan- 
gent à une surface de révolution, le point de contact 
étant dans un plan méridien donné (fig. 26, pl. 4). 

Commençons par faire tourner toute la figure autour de l’axe, 
de manière à faire coïncider le plan méridien donné M avec le 
plan méridien principal. 

Le point AA’ prend alors la position A,A’,. Actuellement, le 
plan tangent a pour trace verticale une tangente à la méridienne 
principale menée par A Il ne reste plus qu’à faire tourner le 
point de contact т.т’, ainsi obtenu, en sens contraire de la 
rotation précédente, ce qui donne en mm’ le point de contact 
demandé. 

On peut encore expliquer cette construction en disant: Le 
plan tangent inconnu est tangent à un cylindre circonscrit à la 
surface, tout le long de la méridienne considérée, et ayant pour 
section droite cette méridienne. 

On mène donc par le point АА’ une parallèle aux génératrices 
du cylindre, qui rencontre le plan de base en un point projeté 
horizontalement en a. Par ce point, on doit mener une tangente 

J. Canon. Géom. descrip. élém., 2 р. & 
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à la base; pour cela, nous avons fait coïncider la méridienne 
donnée avec la méridienne principale, ce qui amène le point « 
en a,a’,. 

On a ensuite mené la tangente et ramené le point de contact 
т.т’, en mm’. 


103. Мепег à une surface de révolution un plan 
tangent parallèle à une droite donnée, le point de 
contact étant dans un plan méridien donné (fig. 27, 
pl. 4). 

Nous suivons ici la même marche que dans Pexemple précé- 
dent, c’est-à-dire que nous faisons tourner toute la figure autour 
de l’axe, de manière à faire coincider le plan méridien donné 
avec le plan méridien principal. 

On mènera alors à la méridienne principale une tangente pa- 
rallèle à la projection verticale nouvelle de la direction donnée. 
Enfin, on fera tourner le point de contact ainsi obtenu en sens 
contraire de la rotation précédente. 


LIVRE V 


DE LA SPHERE 


CHAPITRE PREMIER 


1. 一 DETERMINATION D'UN POINT DE LA SURFACE. 一 
PLAN TANGENT. 


104. — La sphère est une surface de révolution engendrée 
par une circonférence tournant autour de l’un de ses diamètres. 

Nous allons donc pouvoir appliquer à cette surface les mêmes 
constructions que nous venons d'établir pour les surfaces de 
révolution, avec la faculté de choisir comme axe de révolution 
tel diamètre que nous voudrons de la sphère. 

Parmi les axes que nous aurons l’occasion de choisir, citons 
avant tout les deux diamètres perpendiculaires aux plans dc 
projection, et quelqueiois, les diamètres parallèles aux plans de 
projection. 

Soit 00’ (fig. 28, pl. 4) le centre d’une sphère dont nous con- 
naissons le rayon, et т la projection horizontale d’un pomt de 
la surface, proposons-nous de trouver la projection verticale dé 
ce point. 

<05.— 1re construction. — Prenons, par exemple, comme 
axe de révolution la verticale 0. Alors la méridienne principalé 
de la sphère est une circonférence contenue dans le plan dé 
front 0. Cette circonférence a pour projection horizontale A, la 
parallèle à la ligne de terre, menée par le point 0, et pour pro- 
jection verticale A’, une circonférence ayant pour centre le point 
0 ,et pour rayon le rayon de la sphère. 
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Le parallèle passant par le point inconnu se projette donc 
horizontalement, suivant une circonférence ayant pour centre le 
point 0 et passant par le point т. Ce parallèle rencontre la mé- 
ridienne principale AA’, au point ры’; et par suite, il se projette 
verticalement suivant la parallèle à la ligne de terre menée 
par р’. 

Nous déduisons de là еп m’ la projection verticale demandée. 
Le problème présente évidemment deux solutions, mm’, т.т’, 
puisque l’on peut choisir comme point de rencontre du parallèle 
auxiliaire avec la méridienne principale le point zx’ ou le point 


шар’ 

106. — 2° construction. 一 Les données étant les mêmes 
que précédemment, prenons comme axe de révolution la perpen- 
diculaire au plan vertical 0’. La méridienne principale (fig. 9 
pl. 4( est alors la circonférence ВВ’, dont la projection verticale 
est une parallèle à la ligne de terre menée par o”, et dont la pro- 
jection horizontale est la circonférence décrite du point о comme 
centre, avec un rayon égal au rayon de la sphère. 

Actuellement, le parallèle passant par le point inconnu se pro- 
jette horizontalement suivant une parallèle à la ligne de terre 
menée par le point т. Ce parallèle rencontre la méridienne 
principale BB’, au point им’, et se projette verticalement suivant 
une circonférence décrite de o” comme centre, avec 0’p’ pour 
rayon. Le point т se projette donc verticalement еп m’ ou т’, 
sur la projection verticale du parallèle. On a ainsi les deux solu- 
tions mm’, m,m’,. 


107. — 3° construction. 一 Prenons cette fois comme axe 
le diamètre horizontal 020’2’ (fig. 30, pl. 5) perpendiculaire au 
plan vertical om, et choisissons ce plan vertical om comme plan 
vertical de projection. Pour simplifier les constructions, nous 
avons élevé en même temps le plan horizontal jusqu’en o”. 

Dans le système actuel x,7,, l’axe est donc la perpendiculaire 
au plan vertical o”, ; quant à la méridienne principale, c’est le 
grand cercle BB’, dans le système vy, ou BB’,, dans le système 
UY. 

Le paralléle passant par le point inconnu se projette ici hori- 
zontalement suivant 17:1 ; il rencontre la méridienne principale 
en ыы’, et par suite, ilse projette verticalement suivant une cir- 
conférence décrite de 0’, comme centre, avec 0,2’, comme 
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rayon. Dans le dessin, cette circonférence coincide avec B. Le 
point m se projette donc verticalement en m’, dans le système 
5.1, et par suite en m’ dans le système ху. 


108.— Cherchons maintenant le plan tangent en min’. Ce plan 
tangent est perpendiculaire au rayon passant par le point de 
contact; on aura donc, suivant mhm'h' (fig. 28, pl. 4) (fig. 29, 
pl. 4) une horizontale, et suivant mfm/'f', une ligne de front du 
plan tangent. 

Remarquons (fig. 28, pl. 4) que la ligne mhm’h’ n’est autre 
chose que la tangente au paralléle, en prenant comme axe 
de révolution la verticale о; de même (fig. 29, pl. 4), mfm'f' 
est la tangente au parallèle, en choisissant comme axe de révo- 
lution, la perpendiculaire au plan vertical o”. 

Dans la figure 30, planche 5, si nous construisons le plan tan- 
gent еп mm’,, dans le système 2,y,, nous constatons que le rayon 
omo',m’, est dans le plan vertical, le plan tangent est alors per- 
pendiculaire au plan vertical. La trace verticale du plan tangent 
dans le système ,زربت‎ est donc la perpendiculaire à 0’,m’, menée 
par m’,, et la trace horizontale dans le même système est H per- 
pendiculaire à x,y,. 

Eu revenant dans le système ху, nous aurons suivant HH’ une 
horizontale du plan tangent. 


109.— Il résulte donc de cette construction la remarque sui- 
vante : la trace HH’ du plan tangent à la sphère en mm’ sur le 
plan horizontal 0’ est la polaire du point т, par rapport au 
grand cercle ВВ’, qui est la section de la sphère par le même 
plan horizontal o”. 

Оп aura pour la même raison la ligne de front FF’ du plan 
tangent, en prenant dans le plan de front o, la polaire du point 
т’ par rapport au grand cercle АА”. 


110. — Remarque. — En tous les points des méridiennes 
principales АА’, ВВ’, les plans tangents sont perpendiculaires aux: 
Plans de projection correspondants ; donc, comme pour les sur- 
faces de révolution, ces méridiennes principales déterminent les 
contours apparents de la sphère. | 

Ainsi les contours apparents d’une sphère sont les sections de 
la surface par les plans parallèles aux plans de projection menés 
par le centre. 
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|. — PLAN TANGENT PARALLÈLE А UN PLAN DONNÉ. 


111. — 17° solution. — Faisons tourner le plan PaP, (fig. 31, 
pl. 8) autour de la verticale du centre, de manière à le rendre 
perpendieulaire au plan vertical. Soit RSR, sa nouvelle position. 
Mcnons alors au contour apparent vertical une tangente parallèi 
à RG; nous déterminons ainsi le point de contact m',m, qu'i 
faut faire tourner de l’angle À,0X, pour avoir en mm’ le pont 
demandé. Il ne reste plus, pour avoir le plan tangent, qu'à 
mener par mm’, un plan parallèle au plan PaP,, ce qui donne Е 
plan TOT,. 

112. — 2° solution. — Abaissons du centre de la sphérs une 
perpendiculaire sur le plan donné РаР, (fig. 32, pl. 5) ct por- 
tons sur cette droite oao’a’, à partir du centre, une longueur 
égale au rayon de la sphère ; nous aurons ainsi en mm’ le point 
de contact. 

Nous avons employé ici une rotation autour de la verticale o, 
rendant oao’a’ parallèle au plan vertical. La longueur du rayon 
a été portée suivant om,o’,m’,. 

Ayant trouvé le point de contact mm’, il ne reste plus qu'à 
mener par ce point un plan RSR, parallèle au plan PaP,, pour 
avoir le plan tangent demandé. 

Dans ces deux solutions, on aurait pu trouver le point de con- 
tact et le plan tangent, à l’aide d’un changement de plan vertical 
par exemple, en prenant comme ligne de terre une perpendicu- 
laire sur la trace horizontale du plan; ce changement de plan 
ayant le méme but que les rotations précédentes. 


113. 一 Probleme. 一 Mener d une sphère un plan tangent 
par un point extérieur, ou parallèle à une droite donnée, le 
point de contact étant sur un parallèle donné. 

La solution de ce problème pour la sphère est identique à celle 
que nous avons donné déjà pour Îles surfaces de révolution. 


CHAPITRE Il 


I. — SPHERE CIRCONSCRITE A UN TETRAEDRE. 


114. — Le centre d’une sphère passant par deux paints don- 
nés est dans le plan perpendiculaire au milieu de la ligne qui 
joint les deux points donnés. La sphère étant circonscrite à un 
tétraèdre, elle aura son centre dans les plans perpendiculaires aux 
milieux des six arêtes de ce tétraèdre. 

Trois de ces plans suffisent pour déterminer le centre inconnu; 
en ayant soin toutefois de ne pas choisir trois arêtes formant une 
mème face, car ces plans se coupent suivant une même droite 
qui est Paxe de la circonférence circonserite à cette face. Il est 
évident d’ailleurs qu’en considérant seulement trois arétes 
d’une même face, on ne tient pas compte du quatrième sommet, 
et c'est pour cela que dans ces conditions, le centre n’est pas 
déterminé. 

Les constructions résultant du raisonnement précédent sont 
très-simples, lorsque l’une des faces est dans le plan horizontal, 
le plan vertical étant en même temps parallèle à Pune 065 85 
latérales ; mais comme il faut trois opérations pour arriver à ce 
résultat, il est presque aussi simple, dans le cas général, de cons- 
truire directement les trois plans et de prendre leur point com- 
mun. 


115. — Dans la figure 33, planche 5, nous ayons supposé 
la face abca'b'c' dans le plan horizontal, et Paréte @sq’s’ paral- 
lèle au plan vertical. 

- Les plans perpendiculaires aux milieux des trais arêtes abad”, 
aca’c’, bcb'c' sont ici verticaux ; ils ont pour traces horizontales 
des perpendiculaires aux milieux de ab, bc, ca. Ces trois plans 
se coupent donc suivant la verticale о. 

D'un autre côté, le plan perpendiculaire au milieu de Paréte 
asu's' est perpendiculaire au plan vertical, et il a pour trace 


A 


verticale la perpendiculaire au milieu de a's'. Ce quatrième plan 
rencontre la verticale o, au point demandé 00’. 

Il ne reste plus qu’à déterminer le rayon de la sphère; nous 
Pobtiendrons en cherchant la distance du centre 00’ à l’un quel- 
conque des sommets, par exemple cc’. Cette longueur a été 
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trouvée ici, à l’aide d’une rotation autour de la verticale o; oc”, 
est donc le rayon demandé. 

116. — Dans la figure 34, planche 5, nous avons laissé le té- 
traèdre dans sa‘position quelconque abcda'b'c'd”. 

Menons les plans perpendiculaires aux milieux des trois arêtes 
aba'b', aca'c', ada'd'. Nous avons d’abord dessiné les trois 
lignes de front BB,0'B',, Yr:Y'Y'1 58,38”, ; puis on a coupé ces 
trois plans par deux plans horizontaux. Soit pp’p,p’, les deux 
horizontales d’intersection du premier plan avec les deux plans 
horizontaux auxiliaires, qq’, 9,9’, les deux horizontales du 
deuxième plan, rr’, r,r”, celles du troisième. 

L’intersection des deux premiers plans pp,, qq, est alors mm,, 
m'm',; celle des deux plans qq,rr, est nn,n'n',. Comme vérifi- 
cation, la troisième intersection des deux plans rr,, pp, passe par 
le point de rencontre des deux premières. 

Le point ainsi obtenu 00’ est le point demandé. 

Le rayon de la sphère est mesuré par o’c’,, comme 5 
l'exemple précédent. 


II. — SPHERES TANGENTES AUX QUATRE FACES D'UN 
TETRAEDRE. 


117, — Le centre d’une sphére tangente aux quatre faces d’un 
tétraédre est le point commun aux plans bissecteurs des diédres 
du tétraèdre. 

Trois de ces plans suffisent pour déterminer le centre cherché, 
en ayant soin de ne pas choisir les plans bissecteurs des diédres 
appartenant à un même triédre, car ces plans se coupent sui- 
vant une méme droite, ou bien forment un triédre ayant pour 
sommet le sommet du trièdre primitif. 

Il est bien évident d’ailleurs qu’en considérant seulement les 
dièdres d’un même trièdre, on ne tient pas compte de la quatrième 
face. 

Nous prendrons, par exemple, les plans bissecteurs des dièdres 
adjacents à une même face «bc. 


SPHÈRES TANGENTES A QUATRE PLANS. 5 


118. — Nombre des solutions. 一 Quatre plans prolongés 
indéfiniment déterminent en tout onze solides. 

Premièrement, le tétraèdre SABC (fig. 35, pl. 5) dont les faces 
sont des triangles. 

Deuxièmement, nous avons quatre troncs de pyramide à une 
base, obtenus (fig. 36, pl. 5) en prolongeant trois des faces au- 
delà de la quatrième. 

Troisièmement, les six combles que l’on obtient (fig. 37, pl.5) 
en prolongeant les faces du tétraèdre au-delà d’une même arête. 
Ces six combles sont, comme les arêtes du tétraèdré, opposés 
deux à deux. 

Nous ne parlons pas du trièdre obtenu en prolongeant trois 
faces au-delà du sommet, car le solide ainsi obtenu n'est pas 
limité par les quatre plans. 

On conçoit à première vue [existence d’une sphère inscrite 
dans chacun de ces onze solides, le centre de cette sphère étant 
le point commun aux plans bissecteurs intérieurs des dièdres de 
chaque solide. Nous entendons par plan bissecteur intérieur d’un 
dièdre d’un solide, le plan bissecteur qui coupe le solide. 

Cette distinction va nous permettre de reconnaitre l’existence 
seulement de huit sphères répondant à la question. 

Considérons, par exemple, les deux combles opposés AB et SC 
(fig. 37, pl. 5). 

1” Le diédre АВ qui convient pour le comble AB est opposé par 
Paréte au diédre AB qui convient pour le tétraèdre. Il faut donc 
prendre pour le comble AB le plan bissecteur intérieur С; relatif 
au tétraèdre. 

D’un autre côté, le dièdre AB qui convient pour le comble SC 
est le même que le dièdre AB qui convient pour le tétraèdre. П 
faut donc prendre pour le comble SC le même plan bissecteur 
C,. 

2° Le diédre AB qui convient pour le comble BC est adjacent 
au diédre BC qui convient pour le tétraédre ; il faut donc prendre 
le plan bissecteur extérieur A, relatif au tétraèdre ; mais le dièdre 
BC qui convient au comble SC est aussi adjacent au dièdre BC 
du tétraèdre. 

Il faut donc prendre encore le plan bissecteur A, pour le 
comble Sc. 

30 Enfin, le dièdre AC qui convient pour le comble AB est 
adjacent au dièdre АС du tétraèire,et il en est de même pour le 
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dièdre AC du comble SC. Doncici encore, il faut choisir le même 
plan bissecteur В... 

ll résulte de ce raisonnement que les plans correspondant aut 
deux combles AB et SC sont les mémes, et par suite qu’il n’existe 
qu’une sphère inscrite dans l’un ou l’autre de ces deux combles. 

Nous n’avons donc, en résumé, que huit sphères tangentes aux 
quatre faces d’un tétraddre. 

1° La sphère inscrite; 

2° Les quatre sphères exinscrites ; 

3° Trois sphéres dans les six combles, une sphére pour chaque 
groupe de deux combles opposés. 

119.—On pourrait arriver plus rapidement à ce même résultat, 
en formant les combinaisons des six plans bissecteurs A¡A,, BB, 
C,C,. 

Nous avons en effet : 

4° La combinaison des trois plans bissecteurs intérieurs 


ABC. 


2° Trois combinaisons contenant deux plans bissecteurs inté- 
rieurs et un seul extérieur 
А,В.С.. 
А.В, С.. 


3° Trois combinaisons contenant un plan bissecigur intérieur 
et deux extérieurs 
A;B.C,. 
А „В.С... 
ABC. 


4° Les trois plans bissecteurs extéricurs 
A.B.C,. 


Enfin, le calcul des rayons des sphéres va nous donner le 
méme nombre de huit sphéres tangentes aux quatre faces du té- 
traédre. 

120. — Représentons par a, b, 6, d les surfaces des quatre 
faces du tétraédre, et par V le volume du tétraédre. En joignant le 
centre de la sphére inscrite aux quatre sommets, nous formons 
quatre tétraèdres, dont la somme équivaut au tétraèdre total. 


DISCUSSION， 09 
On a donc 


VY 一 了 (十 ! 十 "十 中 


puisque ces quatre tétraèdres partiels ont pour hauteur commune 
le rayon Г de la sphère inscrite; donc 

| SN 
~ atb+tet+ 

Considérons maintenant la sphère exinscrite opposée au som- 
met A; en joignant son centre O, aux quatre sommets, on forme 
quatre nouveaux tétraédres. 

En particulier, le tétraèdre 0,580 est extérieur au tétraèdre 


primitif, et les trois autres réunis contiennent le volume total 
O,SABC; on a donc 


r 


p=o Y___ 
2. b+c+d—a 
De même, 
= 3V | 
ة‎ a+c+d—b 
rr 一 ~ 和 ， 
© a+b+d—<c 
p= ب‎ 
4 a+b+e—d 


Ces rayons sont toujours positifs, car une face d’un tétraèdre 
est toujours plus petite que la somme des trois autres faces, ce 
qui veut dire que les sphères correspondantes existent toujours. 

Supposons maintenant la sphère dans le comble AB. 

En joignant toujours son centre O,, aux quatre sommets, nous 
formons les deux tétraèdres О „АЗС, 0,,BSC qui, réunis, forment 
le volume total 0,,SABC, et les deux tétraèdres 0,,SAB, 0,,ABC 
qui sont extérieurs au tétraèdre primitif. 


On a donc 
p= NN, 
a a+b—c—d 
> 一 Y. 
e" bt+c—a—d 
ЗУ 


Too 6-2-8-4 
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5 a+d—b—c 
СЗ 

"= 2772-2-6 
ЗУ 
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En comparant les valeurs de ces différents rayons, nous cons- 
tatons que les valeurs de r,, et rs, sont égales et de signes con- 
traires; il en résulte qu’une seule des sphères correspondantes 
existe. 

Si, par exemple, a+ > لدم‎ 4, il ya une sphère dans le 
comble ab, mais il n’y en a pas dans le comble opposé Sc. 

Nousretrouvons ainsi seulement trois sphères dans les combles, 
et nous pouvons reconnaitre de plus dans lequel des deux combles, 
opposés se trouve la sphère correspondante. 

Dans le cas particulier où a + b جع‎ c+- 0, le rayon correspon- 
dant est infini; les plans bissecteurs С.А В, sont alors parallèles 
à une même droite, et la sphère est elle-même rejetée à Рш- 
fini. 

Si en même temps nous avons 0 + C—b + d, c’est-à-dire si 
Yon a 0 —d et b—c, une deuxième sphère s'éloigne à l’infini. 

Enfin, si a= ( = 6 ,0ح‎ les trois sphères des combles n’exis- 
tent plus. 

Passons maintenant à l’épure de la détermination de ces 
sphères. 


121. 一 1re construction. 一 Donnons (fig. 38, pl. 6) le té- 
traèdre par sa base abc dans le plan horizontal ; soit 5 la projec- 
tion horizontale du quatrième sommet, dont nous supposons la 
cote donnée. 

Choisissons comme ligne de terre ху, une perpendiculaire à 


bc; dans ce système, la face sbc est perpendiculaire au plan 


vertical, et a pour trace verticale s’b’. Les deux plans bissecteurs 
du dièdre bc sont donc aussi perpendiculaires au plan vertical 
et ont pour traces verticales A,b’, A-b’, les bissectrices de l’angle 
s'b'æ. | 

La première bissectrice A,b’ est la trace du plan bissecteur in- 
térieur relatif au tétraèdre, puisque ce plan coupe l’arête sas'a' 


? 


‘entre les deux points ss’, aa’. 
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Nous construisons de même les plans bissecteurs B,, B,, C;, €, 
en prenant successivement comme lignes de terre х,у,,х.У, des 
perpendiculaires sur ac et ab. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver la sphère exinscrite 
opposée au sommet А. Il faut prendre alors le point commun 
aux trois plans A,B,C,. Pour cela, nous chercherons les intersec- 
tions de ces trois plans deux à deux, en les coupant par deux 
plans auxiliaires. 

Nous avons choisi d’abord le plan horizontal lui-même, qui 
coupe les six plans bissecteurs suivant ab, bc, ca, et. ensuite un 
deuxième plan horizontal qui est détermin: dans les trois sys- 
tèmes par sa trace verticale parallèle à la ligne de terre, et à la 
même hauteur au-dessus de chaque ligne de terre. 

Soit donc a,, a, Pi Bo Yi т, les intersections des six plans 
bissecteurs par ce deuxième plan horizontal. 

Nous avons déterminé ces six horizontales avec l'intention de 

trouver les huit sphères, mais revenons maintenant au centre 
particulier 0,. 
» 1° Cherchons intersection des deux plans A,B;. Coupés par 
le plan horizontal de projection, nous avons bc et ac, et par suite 
le point с. Coupés par le deuxième plan horizontal, nous avons 
ورثيه‎ et par suite le point 4; donc cd est l’intersection de ces deux 
plans en projection horizontale. 

2° L’intersection de A, et С; est be, le point b étant donné par 
l'intersection de bc et ab dans le plan horizontal, et le point 6 
par a, et y; dans le plan horizontal supérieur. 

Ces deux droites cd et be se rencontrent au point demandé 0, 
qui, comme vérification, se trouve sur af intersection des deux 
plans B,C.. 

Il nous faut en outre déterminer la cote de ce centre; pour 
cela, nous le projetons verticalement dans l’un quelconque des 
systèmes auxiliaires, sur la trace verticale du plan bissecteur 
correspondant. | 

Ainsi, dans le système ху, le point o, se projette verticalement 
sur À. 

Enfin, les sphères étant toutes tangentes au plan horizontal, 
le rayon de chacune d’elles, est mesuré par la cote de son centre. 
Ainsi 0’ sw. est le rayon de la sphère cherchée. 

On a dans Pépure, déterminé de la même manière, tous les 
autres centres ; et représenté finalement, l’ensemble de ces sphères 
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solides, en supposant le plan horizontal transparent et le té- 
traédre réduit à ses arêtes. 


122. — 2° construction. — Dans cette deuxième construc- 
tion, plus intéressante, mais moins naturelle que la première, 
nous nous appuierons sur Îles deux faits suivants : 

4° Les deux points de contact d’une sphère avec deux plans 
tanzents, sont sur deux perpendiculaires au même point à Pin- 
tersection des deux plans tangents, et à la même distance de 
cette intersection. Donc ces deux points de contact coincident en 
rabattant l’un des plans tangents sur l’autre, de manière à écra- 
ser la sphère, ou, ce qui revient au même, de manière à écraser 
le dièdre solide dans lequel se trouve la sphère. 

20 Les points de contact d’une sphère avec des plans tangents 
issus d’un même point, sont à la même distance de ce point. 

Les données étant les mêmes que dans Pexemple précédent, 
proposons-nous de trouver (fig. 39, pl. 6) la sphère o,. 

En rabattant : 

4° La face sbc extérieurement, 

9 La face sac intérieurement, 

3° La face sab intérieurement, 
les trois points de contact de la sphère inconnue avec ces trois 
faces se rabattront sur le point de contact de la même sphère 
avec le plan horizontal. 

Mais en même temps, les distances du sommet 5 aux trois 
points de contact des faces latérales étant égales, il en sera de 
même après le rabattement; donc le point de contact inconnu | 
o, est le centre du cercle circonscrit au triangle 5,,5);s,;- | 

Remarquons que les longueurs 5.56, 5,0, SC, نير3‎ sont égales 
entre elles, puisqu'elles représentent la longueur de l’arête sc. 

Cela permettra de trouver tous les rabattements du sommet, à 
l’aide d’un seul choix de plan vertical ry. 

Ayant trouvé le point de contact 0,, on aura la cote du centre 
et le rayon, en projetant verticalement ce centre dans le système 
ху. sur la trace verticale du plan bissecteur correspondant. 

On établira la discussion du nombre des centres, avec ce pro- 
cédé, comme nous avons fait avec les plans bissecteurs, et l’on 
arrivera bien entendu aux huit sphères déjà trouvées. 


EXERCICES. 63 


Ш. 一 EXERCICES. 


4. Construire une sphère à des distances données de quatre plans 
donnés. 

2. Construire une sphère passant par trois points et tangente à un 
plan donné. 

3. Construire une sphère passant par trois points et tangente à une 
droite donnée. 

&. Construire une droite faisant avec trois droites qui se coupent au 
même point des angles égaux. 

5. Construire une sphère de rayon donné, tangente aux trois arètes 
d'un trièdre. 

6. Construire une sphère de rayon donné tangente à trois plans, 


CHAPITRE Ш 





J. — SECTION PLANE D'UNE SPHERE. 


123. — Pour trouver un point quelconque d’une section plans 
d’un: sphère, on coupe la sphère et le plan sécant par un plan 
auxiliaire, par exemple, par un plan parallèle à l’un des plans 
de projection. 

Dans la figure 40, planche 6, nous avons pris comme plan 
auxiliaire le plan horizontal H,; il coupe la sphère suivant le pa- 
rallèle yu, et le plan sécant suivant l'horizontale h’h; nous avons 
donc еп m'm, m',m, deux points de l'intersection. 

La tangente au point m'm est l’intersection du plan sécant 
avec le plan tangent à la sphère au même point. Comme nous 
connaissons déjà le point mm’ de la tangente, il suffit d'en déter- 
miner un deuxième point, en coupant le plan tangent et le plan 
sécant par un plan auxiliaire quelconque. 

Nous avons ici coupé le plan tangent et le plan sécant, par le 
plan horizontal, ce qui donne en tt” la trace horizontale de la tan- 
gente. Donc mt, Т’Г sont les deux projections de la tangente 
demandée. 

Maintenant que nous savons déterminer un point quelconque 
de la section et la tangente en ce point, nous allons passer á la 
détermination des points remarquables et des éléments de la 
section. 

Les points sur les contours apparent: Че la sphère, s’obtiennent 
en employant comme plans auxiliaires, lc plan horizontal et le 
plan de front passant par le centre. 

Ainsi, le plan horizontal 0’ coupe le plan sécant suivant l’ho- 
rizontale НН’, qui rencontre le contour apparent horizontal de 
la sphère aux points aa’, bb’. 

De mème, le plan de front o coupe le plan sécant suivant la 
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ligne de front FF’, qui rencontre le contour apparent vertical de 
la sphère aux deux points cc’, dd’. 

En a et b, la projection norizontale de la section est tangente 
au contour apparent en projection horizontale, et en c’ et d’, la 
projection verticale de la section est tangente au contour appa- 
rent de la projection verticale. De plus, ces quatre points a, و8‎ 
с’, d' servent de limites entre les parties vues et cachées des deux 
projections de la courbe. 


|. 一 DETERMINATION DES AXES. 


124. — La section plane d’une sphère est une circonférence, 
dont le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée du centre 
de la sphère sur le plan sécant. Nous pourrons donc, d’après cela, 
trouver les sommets des projections de la section, en employant 
le méme procédé que nous avons suivi (43), pour trouver les 
projections dune circonférence. 

Rappelons donc que les deux axes de la projection horizontale 
dune circonférence sont les projections du diamétre horizontal 
et du diamètre ligne de plus grande pente de la circonférence. La 
détermination de ce deuxiéme axe se fait immédiatement, lorsque 
le plan de la circonférence est perpendiculaire au plan vertical ; 
aussi pour mieux comprendre la construction, nous allons exa- 
miner d’abord ce cas particulier. 

Soit donc PaP, (fig. 41, pl. 6) le plan sécant. Abaissons du 
centre 00’ de la sphère une perpendiculaire sur le plan PaP, ; 
son pied ww’ sur ce plan est précisément le centre de la section. 
Menons alors l’horizontale et la ligne de plus grande pente du 
plan PaP, passant par le centre ww’. Ces deux droites AA’, BB’ 
seront donc en projection horizontale les axes de la projection 
horizontale de Ja section. 

Pour avoir leurs extrémités, il suffit de déterminer les points 
de rencontre de ces deux droites AA’, BB’ avec la sphère. 

Or, la droite BB’ étant contenue dans le plan de front mené 
par le centre, rencontre le contour apparent vertical, et par 
suite la sphère, aux deux points cc’, dd’. 

Quant à la droite AA”, remarquons qu’élant horizontale, nous 


Pouvons trouver ses points de rencontre avec la sphère, еп cou- 
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pant cette sphère par le plan horizontal A’, ce qui donne le pa- 
ralléle pu”, et par suite, les deux points aa’, bb’. 

Donc a, b, С, d sont les quatre sommets de la projection hori- 
zontale. 

On peut trouver plus simplement les deux sommets du grand 
axe, en remarquant que aba’b’, cdc'd' sont deux diamètres de la 
section dans Pespace, et par suite, que les longueurs de ces deux 
diamètres dans l’espace sont égales. 

L'un d’eux étant horizontal et l’autre de front, on a donc 


ab = с’а’, 





ou bien 
ш@ زه ح‎ — wc. 

Ayant les deux axes de la section, nous pouvons maintenant 
construire cette section à l’aide de ces deux éléments, sans nous 
occuper de la sphère ; mais il est néanmoins utile de déterminer 
les points sur le contour apparent horizontal, en employant 
comme plan auxiliaire le plan horizontal 0 . 

Nous avons ainsi en m et 7 les points de contact de la projec- 
tion horizontale de la section avec le contour apparent horizontal 
de la sphére. 


125. — Cas particulier. 一 Supposons (fig. 42, pl. 6), les 
conditions étant les mêmes que précédemment, que le plan sé- 
cant passe par le point le plus à droite de la sphère. 

Soit a,b, с, d les quatre sommets de la projection horizontale. 

Dans le cas particulier qui nous occupe, les deux points т et 
п de contact avec le contour apparent horizontal sont confondus 
au point с. 

Ainsi, en général, la projection horizontale de la courbe a 
quatre points communs avec le contour apparent horizontal, 
deux en m,et les deux autres en 72: maintenant, ces quatre points 
communs sont confondus au point unique c, donc le contour 
apparent horizontal de la sphere est précisément le cercle oscu- 
lateur de l’ellipse au sommet с. 

On pourra done déduire de cette remarque, à l’aide d'une 
construction inverse, le cercle de courbure au sommet du petit 
axe Pune ellipse, cette ellipse étant donnée par ses sommets. 





126. — Cas général. — Revenons mainterant au cas gé- 
néral, où le plan sécant est quelconque. Nous ramènerons ce cas 
Keneral au cas particulier où le plan sécant est perpendiculaire 
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au plan vertical, à l’aide d’un changement de plan ou d’une ro- 
tation. 

Soit donc PxP, (fig. 43, pl. 7) le plan sécant; cherchons les 
éléments des deux projections de la section de ce plan dans la 
sphère 00’. 

127. — 1° Axes de la projection horizontale. — Nous 
allons effectuer un changement de plan vertical, en prenant 
comme nouvelle ligne de terre x,7,, une perpendiculaire sur la 
trace horizontale du plan. En faisant passer cette ligne de terre 
par le poini о, et en élevant en même temps le plan horizontal 
jusqu’au centre de la sphère, on a l'avantage de faire coincider le 
nouveau contour apparent vertical de la sphère avec le contour 
apparent horizontal. On évite donc, de cette manière, le tracé 
d’une circonférence. 

Effectuons le changement de plan indiqué pour le plan PaP,. 
La nouvelle trace horizontale du plan est HH’, intersection du 
plan donné avec le plan horizontal 0’. Le point À est donc un 
point de la nouvelle trace verticale. D”ailleurs, le point а a sa 
projection verticale nouvelle en «’,, à une distance au-dessous 
de la nouvelle ligne de terre, égale à la distance de « au-dessous 
du plan horizontal actuel. 

La nouvelle trace verticale du plan est donc 2’,A, puisque, 
actueilement, le plan est perpendiculaire au plan vertical. D’un 
autre côté, la projection verticale nouvelle du centre 0”, coincide 
avec le point 0; donc, comme nous Рауопз dit en commençant, 
le contour apparent vertical actuel de la sphère coincide avec Ic 
contour apparent horizontal. 

Actuellement, le plan rencontre le contour apparent vertical 
nouveau, aux deux points c’,c, d',d qui donnent en © et d les 
sommets du petit ахс. 

Le grand axe ab est perpendiculaire au milieu de cd et a pour 
longueur c',d',. 

En projetant verticalement les quatre points ainsi obtenus 
d:.ns le système primitif, nous aurons suivant aba’b’ le diamètre 
horizontal, et en cc’ et dd’ le point le plus haut et le point le 
plus bas de la section. 

Nous remarquerons enfin que les deux points de rencontre de 
H avec le contour apparent horizontal de la sphère sont les deux 
Points de contact ma’, nn’ de la courbe avec le contour appa- 
rent horizontal, 


١ 
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128, — PONCTUATION. — Le contour apparent horizontal 
partage la surface de ja sphère en deux régions; Pune d'elles, 
au dessus du centre, est vue en projection horizontale, l’autre au 
dessous du centre est cachée. 

Il résulte de la que la région mdn de la section est vue en 
projection horizontale, tandis que la région macbn est cachée. 

129. — 2 Axes de la projection verticale 一 Pour 
résoudre cette deuxième question, nous allons procéder tout à 
fait de la même manière que précédemment. 

Commençons donc par effectuer un changement de plan hori- 
zontal, en prenant comme ligne de terre x.y, une perpendicu- 
laire sur Ja trace verticale du plan. Choisissons cette droite pas- 
sant par le point 0’, et avançons en même temps le plan vertical 
jusqu’au centre de la sphère. 

Dans le système actuel æ,72, la trace horizontale nouvelle du 
plan их, rencontre le contour apparent horizontal aux deux 
points 9.9’, №№’ qui sont les sommets du petit axe de la projec- 
tion verticale. Quant au grand axe e'f”, il est perpendiculaire au 
milieu de g’h’, et il a pour longueur g,h,. Comme vérification, 
Jyh, est égale à c’,d’,, puisque ces deux longueurs représentent 
le diamètre de la section. 

Dans le système primitif, les points gg’, hh’ sont les points les 
plus éloignés ou les plus rapprochés du plan vertical. 

Enfin, dans le système x,72, la trace verticale nouvelle du pian 
Е’ rencontre le contour apparent vertical aux deux points p'p, 
q'9, qui donnent les points de contact de la courbe avec le con- 
tour apparent vertical. 

130. - PONCTUATION. — Le point hh’ étant en avant du plan 
de front o, la région q'h'p' est vue en projection verticale, tandis 
que la rézion q'e'g'f'p' est cachée. 


Ш. 一 INTERSECTION DE DEUX SPHÈRES. 


131. — Pour trouver un point de l’intersection de deux 
sphères, il suffit de couper ces deux sphères par un plan paral- 
lèle à l’un des plans de projection; on a ainsi deux circonfé- 
rences, dont les points communs appartiennent à l’intersection 
des deux sphères. 

Soit les deux sphères 00’, ww’ (fig. 45, pl. 7). Nous avons 
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coupé ces deux surfaces par le plan horizontal H,, ce qui nous a 
donné les deux parallèles mm’, ры’. Ces deux parallèles se геп- 
contrent en nn’, pp’, nous avons ainsi deux points de l’intersec- 
tion. 

Pour trouver la tangente au point pp’, par exemple, il suffit 
de construire l’intersection des deux plans tangents aux deux 
sphéres en ce point. On peut également mener par pp’ une per- 
pendiculaire sur le plan des deux normales, c’est-à-dire ici, une 
perpendiculaire sur le plan des deux rayons opo’p’, wpw’p’. 

C’est cette dernière construction que nous avons employée, en 
construisant Phorizontale h,h’, et la ligne de front f,f’, du plan 
powp’o’w’. La tangente demandée a donc pour projection ptp’t’. , 

Comme points remarquables, nous avons ici à déterminer les 
points sur tous les contours apparents. On les obtient en em- 
ployant comme plans auxiliaires les plans horizontaux, ou les 
plans de front passant par les centres. 

Passons maintenant à la détermination des éléments de Pin- 
tersection. On sait que l’intersection de deux sphères est une 
circonférence dont le plan est perpendiculaire à la ligne des 
centres: nous pouvons donc ramener la question de Pintersec- 
tion de deux sphères à la détermination d’une section plane. 


132. — 4° Axes de la projection horizontale. — Pour 
résoudre cette question dans le cas d’une section plane, nous avons 
rendu le plan sécant perpendiculaire au plan vertical. Nous 
allons procéder ici de la même manière, et pour cela, nous 
allons rendre la ligne des centres parallèle au plan vertical. 

Commençons donc par effectuer le changement de plan verti- 
cal 2,y, (fig. 45, pl. 7), la nouvelle ligne de terre étant parallèle 
à ow. Pour éviter comme d'ordinaire la construction d’un nou- 
veau contour apparent vertical, nous avons pris Ow comme ligne 
de terre, en élevant le plan horizontal jusqu’à l’un des centres, 
00’ par exemple. | | 

Soit 0',,w', les nouvelles projections verticales des deux 
centres; dessinons en même temps les deux nouveaux contours 
apparents en projection verticale. Ces deux nouveaux contours 
apparents étant contenus tous deux dans le plan vertical actuel, 
se rencontrent en deux points c’,c, d’,d; donc c’,d’, est la trace 
verticale du plan de la courbe dans le système x,y,, puisque, 
actuellement, ce plan est perpendiculaire au plan vertical. 

Les deux points ¢ et 4 sont donc les deux sommets du petit 
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axe de la projection horizontale de la section. Quant au grand 
axe, il est perpendiculaire au milieu de cd, et sa longueur ab est 
égale à 6" 4". | 

Nous pouvons profiter du changement de plan vertical :Cj 
‚ pour trouver en même temps les points sur les contours appa- 
_rents en projection horizontale des deux sphères, en considérant 
la courbe comme la section de l’une ou l’autre des deux sphères, | 
par le plan perpendiculaire au plan vertical c',d',. Nous avons ' 
done coupé le plan de Ja section et les deux sphères, successi- 
vement par les plans horizontaux 0 4， w”,, et nous avons obtenu 
‘les points В, L q, Г. 


133. — 2° Axes de la projection verticale. 一 Com- 
‚ mengons par effectuer le changement de plan horizontal Z:ÿe. 
en prenant comme ligne de terre o’w', et en avançant le plan 
vertical jusqu’en o. Soit 0,0, les nouvelles projections horizon- 
tales des deux centres. 

Dans le systéme actuel, les deux contours apparents en pro- 
jection horizontale se rencontrent en gag” el №№’; donc g.h, est 
la trace horizontale nouvelle du plan de l'intersection. 

11 résulie de là que д’, h' sont les sommets du petit axe de la 
projection verticale. Le grand axe est perpendiculaire au milieu 
de g'h', et sa longueur e’f’ est égale à gol. 

Comme précédemment, nous profiterons du changement de 
plan horizontal Zay:，pour trouver les points sur les contours 
apparents verticaux, en coupant le plan de la courbe et les deux 
sphères, successivement par les plans de front 0, et بوه‎ 


184. — Ponctuation. 一 Proposons-nous ici de représenter 
le système des deux sphères solides, et de même substance. 

RÈGLE I. 一 Un point de l'intersection est vu dans ce système, 
lorsqu'il est vu en examinant les deux surfaces séparément. La 
région kpdnl est donc vue en projection horizontale, et il en est 
de même pour la région s'n'g'w' en projection verticale. 

RÈGLE II. 一 On enlève la portion de surface de chacune des 
sphères contenue dans l’autre ; donc les portions de contour ap- 
parents kl, gr, s’u’, v’w’ sont enlevées. 
-. RÈGLE Ш. — Toute ligne tracée sur une partie conservée de 
Pune des sphères et aboutissant à un point vu de Pintersection, 
est vue avant d’arriver 4 ce point; si, au contraire, elle aboutit 
à un point caché, elle est cachée avant d'arriver à ce point, 
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Les portions de contour apparent de la sphère 00 conservées 
à l’intérieur des contours apparents de ww’ sont donc cachées, 
et tout le reste est vu. 

Dans la figure 46, planche 7, nous avons représenté le solide 
commun aux deux sphères, en appliquant encore les mêmes 
règles que nous avons données au sujet de l’intersection de deux 
pyramides. | 

De même, la figure 44, pl. 7, représente la partie de la sphère 
о extérieure à la sphère a. 


IV. — POINTS COMMUNS A TROIS SPHERES. 


135. — Pour trouver les points communs à trois sphères, on 
détermine les intersections de ces trois sphères deux à deux ; on 
obtient ainsi trois circonférences, dont les deux points communs 
sont les points demandés. 

Comme il faut éviter à tout prix de tracer des ellipses, en 
emploie comme plan de projection auxiliaire, le plan des trois 
centres, en profitant de ce que les intersections des trois sphères 
deux à deux se projettent sur ce plan suivant trois droites. 

Soit donc (fig. 47, pl. 7) aa’, bb’, cc’ les trois centres. 

Rabattons le plan de ces trois points sur le plan horizontal а’ 
autour de lhorizontal ax; а, bz, ©, sont alors les rabattements 
des trois centres. 

Actuellement, les intersections des trois sphères deux à deux, 
se projettent suivant les cordes communes aux contours appa- 
rents pris aussi deux à deux. Ces trois cordes ,و46‎ [292, h,k, se 
rencontrent au point m, qui est le rabattement des deux points 
communs aux trois sphères. 

Pour déterminer complétement les points communs aux trois 
sphères, il ne reste plus qu’à chercher les cotes de ces deux 
points par rapport au plan des trois centres.Pour cela,nous avons 
choisi comme nouveau plan vertical, le plan vertical am,. Dans 
ce système, le point @ se projette verticalement en a',, et le 
point m, en m',, sur le contour apparent vertical actuel de la 
sphère. 

Passons maintenant au relèvement des deux points rabattus 
en m,, ct ayant pour cote Тит و‎ 

La construction ordinaire consiste à abaisser du point ть une 
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perpendiculaire sur 7,y,, puis à faire tourner le point p”, de 
l'angle 6’,a’,b’,, et à mener par le point y”, une perpendiculaire 
sur la trace verticale du plan des trois centres. En prenant enfin 
sur cette perpendiculaire les longueurs »’,m’,, p',n', égales à 
m,m’,,nous avons les projections verticales dans le système بوت‎ 
des deux points communs aux truis sphères. 

D'ailleurs, les projections horizontales de ces points se trouvent 
sur la perpendiculaire à la charnière menée par m,, en m ou #. 

Nous pouvons enfin passer du système 21.9. au système ry, се 
qui donne en mm’ et nn’ les deux points demandés. 

Il est indispensable de déterminer les points communs aux 
trois sphères, pour représenter une combinaison quelconque du 
système de ces trois sphères, par exemple le solide commun 
(fig. 48, pl. 7). 

Pour représenter ce solide commun, il faut conserver de l’in- 
tersection de deux sphères la partie contenue dans la troisième 
sphère, et des contours apparents de chaque sphère, tout ce qui 
est contenu simultanément dans les deux autres. 


У. — INTERSECTION D’UNE DROITE ET D'UNE SPHERE. 


136. — Pour trouver l'intersection d'une droite et d’une 
sphère, on fait passer par la droite un plan, dont on construit 
l'intersection avec la sphère, les points de rencontre de cette in- 
tersection avec la droite, sont les points demandés. 

Parmi les plans passant par la droite, on peut choisir soit Рип 
des plans projetants de Ja droite, soit le plan passant par la 
droite et le centre de la sphére. Nous avons ainsi deux méthodes 
simples pour trouver l’intersection demandée. 


137. 一 1° méthode. 一 Soit à trouver (fig. 49, pl. 7) Vin- 
tersection de la droite AA’, avec la sphère 00’. 

Choisissons comme plan auxiliaire passant par la droite, le 
plan vertical A qui la projette horizontalement ; ce plan auxi- 
liaire coupera la sphère suivant une circonférence. 

Pour mettre en évidence cette circonférence, il suffit de rendre 
son plan parallèle à l’un des plans de projection; c'est ce que 
nous avons fait en effectuant un changement de plan vertical, la 
nouvelle ligne de terre étant А. Nous avons en même temps 
élevé le plan horizontal jusqu’en 0’. Alors, dans le système actuel 
2%,Y1, le plan vertical А coupe la sphère suivant une circonfé- 
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rence, dont la projection verticale est aussi une circonférence 
décrite sur a',b', comme diamètre. | 

D'ailleurs, la nouvelle projection verticale de la droite étant 
A’,, nous avons en m’,, n’, les projections verticales des deux 
points d’intersection. Ces deux points se projettent horizontale- 
ment en m et 7 sur À, et verticalement, dans le système primi- 
tif, en m et n’ sur A’. 

138. — PONCTUATION. — Supposons la sphère solide et 
lL. droite de même substance que la sphère. 

La région mnm'n' de la droite est alors enlevée. 

Les deux points mm’. пп’ étant vus tous deux sur la sphère, 
en projection horizontale, les parties conservées de la droite sont 
vues aussi. 

En projection verticale, les points mm’ et nn’ étant cachés 
tous deux, la partie conservée de la droite à l’intérieur du con- 
tour apparent vertical de la sphère, est également cachée. 


139.—2е méthode.— Dans cette deuxième méthode (fig. 50, 
pl. 7), nous emploierons comme plan auxiliaire, le plan passant 
par la droite et le centre de la sphère. Се plan auxiliaire coupe 
la sphère suivant un grand cercle, qui se rabat sur le plan hori- 
zontal mené par le centre de la sphère, suivant le contour appa- 
rent horizontal de la sphère. 

Déterminons d’abord la charnière, c’est-à-dire l'horizontale 
du plan oAo’A’, qui passe par le centre. Soit 020’«’ cette hori- 
zontale. Il faut alors rabattre la droite AA’ autour de cette hori- 
zontale, et pour cela, en tenant compte du point fixe, il suffit 
d'en rabattre un point 32’. 

La droite rabattue A, rencontre donc le rabattement de la sec- 


tion aux deux points m,, Ny, qui se relèvent еп mm’ et nn’ sur 
AA’. 


CHAPITRE IV 





I. — COURBE DE CONTACT D’UN CONE OU D”UN CYLINDRE 
CIRCONSCRIT A UNE SPHÈRE. 


140. 一 La courbe de contact d’un cône circonscrit à une sphère 
cst le lieu des points de contact des plans tangents à la sphère 
menés par le sommet du cône. Nous avons déjà traité cette ques- 
_ tion pour les surfaces de révolution, en assujettissant le point de 

contact à se trouver sur un parallèle, ou sur un méridien donné; 
nous pouvons donc la considérer comme résolue dans le cas par- 
ticulier de la sphère. 

Il nous reste alors à trouver les points remarquables de la 
courbe de contact, en tenant compte de ses propriétés. 

Or, on sait que la courbe de contact d'un cône circonscrit à 
une sphère est une circonférence,dont le plan est perpendiculaire 
à la droite qui joint le sommet du cone au centre de la sphère; 
nous sommes donc ramenés à la détermination d’une section 
plane. 


141. — lo Axes de la projection horizontale (fig. 51, 
pl. 8). 

Effectuons un changement de plan vertical, en prenant comme 
ligne de terre 2,Y,, la projection horizontale de l’axe du cône, 
et élevons en même temps le plan horizontal jusqu’au centre de 
la sphère. Ce changement de plan a pour but de rendre l’axe dn 
cône parallèle au plan vertical, et par suite le plan de la courbe 
de contact perpendiculaire au plan vertical. Ainsi, dans le sys- 
teme 2,Y,, la projection verticale de la courbe de contact sera 
une ligne droite. 

Nous savons que deux surfaces tangentes entre elles tout le 
long d’une même courbe, ont leurs contours apparents en pro- 
jection, tangents entre eux; donc, dans le système 2,7,, le con- 
tour apparent vertical du cone ве composera des deux tangentes 
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menées par S', au contour apparent de même nom de la sphère. 

Les deux points de contact cc’,, dd’, ainsi obtenus appartien- 
nent à la courbe de contact cherchée; donc c’,d’, est la trace 
verticale, dans le système auxiliaire, du plan de la courbe de 
contact; et par suite, С et d sont les deux sommets du petit axe 
de la projection horizontale. Quant au grand axe, il est perpen- 
diculaire au milieu de cd, et sa longueur ab est égale à c’,d’,. 

En coupant, dans le système 2,y,, le plan de la courbe et la 
sphère, par le plan horizontal 0“, nous aurons en m et n les 06116 
points sur le contour apparent horizontal. 

Comme vérification, ces deux points sont les deux points de 
contact des tangentes issues du point S, au contour apparent 
horizontal de la sphére. Nous savons en effet, que deux surfaces 
tangentes entre elles tout le long dune méme courbe ont leurs 
contours apparents en projection tangents entre eux, et en méme 
temps à la projection de la courbe de contact. 

Cette remarque donne suivant mum'n une horizontale du 
plan de la courbe de contact. Nous pourrons d’ailleurs toujours 
trouver cette horizontale, alors même que les points m et n se- . 
raienl imaginaires, en tenant compte de ce que la droite mn est 
dans tous les cas, la polaire du point S, par rapport au contour 
apparent horizontal de la sphére. 


142. — 2° Axes de la projection verticale. — Nous 
commencerons par effectuer le changement de plan horizontal 
رولوك‎ еп prenant comme ligne de terre 0’S’, et en avancant en 
même temps le plan vertical, jusqu’au centre de la sphère. Dans 
se système, la courbe de contact se projette horizontalement sui- 
vant la polaire д.й, du point S,, par rapport au contour apparent 
horizontal actuel de la sphère; g,h, est en même temps, dans le 
système 372, la trace horizontale du plan de la courbe de con- 
tact. 

En projetant verticalement les deux points g,h, sur T,Y2, nous 
avons en g’,h’, les deux sommets du petit axe de la projection 
verticale. 

Le grand axe est perpendiculaire au milieu de g'h”, et sa lon~ 
gueur e'f' est égale 4g.h, ou, comme vérification, à C',d”, et à ab. 

Enfin, en coupant dans le système x,y, la sphère et le plan de 
la courbe de contact par le plan de front ,و0‎ nous avons en p’,q’ 
les points de la courbe de contact sur le contour apparent verti 
tal de la sphère. | 
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ноте vérification, les points р’, 4’ sont les points de contact 
angentes menées par le point S’ au contour apparent verti- 
e la sphère. 
:marquons, comme précédemment, que pqp’q’ est dans le 
de front o, une ligne de front du plan de la courbe de con- 
cette ligne de front pouvant toujours s’obtenir, quand mème 
vints p’,g’ sont imaginaires, puisque pq’ est la polaire de S’ 
apport au contour apparent vertical. 
wus retrouvons ainsi, pour la détermination du plan polaire 
point, la même construction que nous avons donnée autre- 
du plan tangent en un point de la sphère. On devait arriver 
résultat, puisque le plan tangent en un point n’est autre 
3 que le plan polaire de ce point. 


:8.— Cas particulier du cylindre circonscrit. — La 
be de contact d'un cylindre circonscrit à une sphère n'est 
> chose que la section de la sphère par le plan perpendiculaire 
génératrices du cylindre, mené par le centre de la sphère. 
“us trouverons les axes de cette section en amenant l'axe du 
dre à être parallèle à l’un des plans de projection, comme 
Pavons fait, dans le cas du cône. 

it, par exemple (fig. 52, pl. 8), à déterminer la courbe de 
act d’un cylindre circonscrit à la sphère 00’, parallèlement à 
oite oko’k’. 

4. — 1° Axes de la projection horizontale. — Nous 
‘uerons le changement de plan vertical 2,Y,, en prenant 
ne ligne de terre la droite ok. Élevons en même temps le 
horizontal jusqu’au centre de la sphère. 

ns ce système .r,y,, le plan de la courbe de contact étant 
andiculaire sur oko’k’, est perpendiculaire au plan vertical; 
onc pour trace verticale la perpendiculaire sur 0’,k’, menée 
Y,. Ce plan rencontre alors le contour apparent vertical 
‘1 de la sphère, aux deux points c',c, 4’, qui sont les deux 
nets du petit axe de la projection horizontale. D’ailleurs, le 
1 axe est la perpendiculaire sur ok menée par le point 0; 
ngueur ab est égale au diamètre de la sphère. 

s points а, b sont en même temps les points de contact de 
ojection horizontale de la courbe avec le contour apparent 
:ontal de la sphère. 


.一 2 Axes de la projection verticale. — Effeo- 
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tuons le changement de plan horizontal г.у, en prenant comme 
ligne de terre la droite 0'k”; avançons en même temps le plan 
vertical jusqu’au centre de la sphère. Dans ce système, la courbe 
de contact se projette horizontalement suivant une perpendicu- 
laire menée par 0, à Oke. 

Nous déduirons de là, еп g’ et h’, les sommets du petit axe de 
la projection verticale, le grand axe étant perpendiculaire à o’k’ 
mené par o”, et ayant pour longueur le diamètre de la sphère. 

Les extrémités e’,f’ de ce grand axe sont en même temps les 
points sur le contour apparent vertical de la sphère. 


146. — PONCTUATION — La ponctuation de ces différentes 
courbes de contact s’obtient de la même manière que pour une 
section plane. Les limites entre les parties vues et cachées seront 
les points de contact de la courbe, avec les contours apparents 
de la sphère. 

Tout point de la courbe, placé au-dessus du centre de la 
sphère sera vu en projection horizontale, et de même, tout point 
de la courbe en avant du plan de front 0, est vu en projection 
verticale. | 

147. 一 La courbe de contact d’un cône circonscrit à une sphère 
est la limite de Pombre propre de la sphère, en supposant la 
sphère éclairée par un point lumineux placé au sommet du cône, 

Lorsque la source lumineuse est à Pinfini, c’est-à-dire lorsque 
les rayons lumineux sont parallèles entre eux, la courbe d’ombre 
propre devient la courbe de contact du cylindre circonscrit à la 
surface parallèlement à la direction des rayons lumineux. 

Dans tous les cas, la région de la sphere limitée par la courbe 
de contact, inais opposée à la source lumineuse, est dans l'ombre. 
Nous avons indiqué ce résultat, (fig. 51, pl. 8) et (fig. 52, pl. 8), 
en supposant les plans de projection transparents, pour n'avoir 
pas à déterminer les ombres portées par la sphère sur les plans 
de projection. 


ll. — PLAN TANGENT PAR UNE DROITE A UNE SPHERE, 


148. — Pour mencr par une droite un plan tangent à une 
surface quelconque, on circonscrit à la surface un cône ayant pour 
sommet un point quelconque de la droite, puis on méne par la 
droite un plan tangent à cc cône; оп 5 ainsi le plan demandé. 
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Le point de rencontre de la génératrice de contact sur le cône, 
avec la courbe de contact du cône circonscrit ct de la surface, 
n’est autre chose que le point de contact du plan tangent avec la 
surface donnée. 

Dans le cas d’une sphére, nous choisirons comme sommet de 
cône un point de la droite tel qu’il soit possible d’obtenir facile 
ment la courbe de contact. 

Nous arriverons à ce résultat, en choisissant comme sommet 
de cône, l’un des points de rencontre de la droite, avec l’un des 
plans parallèles à l’un des plans de projection mené par le centre 
de la sphère; ou bien encore, en choisissant comme sommet de 
cône le point à l'infini sur la droite. Le cône devient alors un 
cylindre circonscrit à la sphère parallèlement à la direction 
donnée. 


149. 一 1r solution. — Soit (fig. 53, pl. 8) AA’ la droite 
donnée. Choisissons comme sommet de cône le point de ren- 
contre ss’ de la droite, avec le plan horizontal o”. L’axe du cône 
circonscrit étant l’horizontale oso’s’, la courbe de contact se 
projette horizontalement suivant la polaire de 5 par rapport au 
contour apparent horizontal de la sphère. 

Pour mettre en évidence cette courbe de contact, que nous 
choisirons en même temps comme base du cône, il suffit d’effec- 
tuer un changement de plan vertical, en prenant comme ligne 
de terre 2,y,. Elevons en même temps le plan horizontal 
jusqu’au centre de la sphère. Dans се système x,Y,, la courbe de 
contact ou bien la base du cône a pour projection verticale la 
circonférence décrite sur ab comme diamètre. 

Il reste à mener par la droite АА’, un plan tangent au cône 
ss”. 

Pour cela, déterminons le point de rencontre со’ de la droite, 
avec le plan de base; puis, par ce point co’, menons dans le sys- 
tème x,y, une tangente à la base. Nous obtenons ainsi dans le 
système 2,y,, le point de contact m',m, qui devient mm’, dans 
le système primitif. 

Le plan tangent inconnu est donc déterrniné par son point de 
contact mm’, et par la droite donnée АА’. Si l’on veut détermi- 
ner les traces de ce plan tangent, il suffira de chercher les traces 
le AA’, en tenant compte de ce que le plan tangent est perpen- 
diculaire sur le rayon du point de contact. 
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Le problème présente deux sulutions, puisqu’on peut mener 
par le point «s”,, deux tangentes à la base du cône. 


150. — La méthode que nous venons de suivre suppose le 
point “مه‎ dans les limites de Рёриге; lorsqu'il n’en est pas 
ainsi, On change le plan de base du cône, et l’on choisit comme 
nouvelle base la section du cône par un plan parallèle au pre- 
mier, mais plus rapproché du sommet. 

Prenons, par exemple (fig. 54, pl. 8), comme plan de base le 
plan verticai &,y, perpendiculaire à oso’s’. Effectuons toujours 
le changement de plan vertical ¿r,y, en élevant le plan horizon- 
tal jusqu’au centre de la sphère. Dans ce système, la nouvelle 
base du cône se projette verticalement suivant une circonférence 
décrite sur 4,b, comme diamètre. D'ailleurs, la droite AA’ coupe 
le plan de base actuel au point oo’ qui se projelte verticalement 
en a”, dans le nouveau système. Il faut donc mener par се point 
une tangente à la base, ce qui donne suivant sys’p’ la génératrice 
de contact. | 

Enfin, cette génératrice rencontre la courbe de contact du 
cône et de la sphère, au point demandé mm’. 


151.— Au lieu de choisir comme sommet du cône le point de 
rencontre de la droite avec le plan horizontal 0’, on aurait ри 
prendre (fig. 55, pl. 8) le point de rencontre de la même droite, 
avec le plan de front 0. La courbe de contact de la sphère avec 
ce nouveau cône se projette verticalement suivant C 4 . 

Donc, les points de contact se projetant horizontalement sur 
ab, et verticalement sur c’d’, sont à l’intersection de la sphère, 
avec la droite abc'd'. Cette droite abc'd' est la polaire conju- 
guée de la droite donnée par rapport à la sphère. 

Remarquons qu'il est toujours possible de construire cette 
droite, que les points a, 0, c’, d’ soient réels ou imaginaires, 
puisque, dans tous les cas, ab est la polaire de 5 par rapport au 
contour apparent horizontal, tandis que c’d’ est la polaire de Т’ 
par rapport au contour apparent vertical de la sphère. 

La considération de cette polaire conjuguée permet de trans- 
former un problème de plan tangent à une sphère, en un pro- 
blème correspondant d’intersection, et réciproquement. 

Ainsi, dans le problème qui nous occupe, pour mener par la 
droite AA’ un plan tangent à une sphère, on construit la polaire 
conjuguée de AA’ par rapport à la sphère, puis on détermine je 
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deux points de rencontre de cette droite ВВ’ avec la sphère, et 
on а les deux points de contact. 

De même, si on voulait trouver les points de rencontre de BB’ 
avec la sphire, on construirait d’abord la polaire conjuguée de 
BB’ par rapport à la sphère, puis par cette droite AA’, on méne- 
rait des plans tangents à la sphère. Les points de contact ainsi 
obtenus, seraient les points d’intersection demandés. 


152. — 2° solution. 一 Choisissons maintenant comme som- 
met de cône, le point à Pinfini sur la droite АА’ (fig. 56, pl. 8). 
Le cône circonscrit devient alors un cylindre circonscrit parallèle 
à la droite. Quant à la courbe de contact, elle est la section de la 
sphère par le plan perpendiculaire à la droite, mené par le centre 
de la sphère. Il nous faut donc premièrement déterminer le point 
de rencontre de la droite avec le plan de base, et deuxièmement 
mener par ce point une tangente à la circonférence de section. 

Pour mener ces tangentes, il faudra rendre le plan du cercle 
de contact horizontal ; dans ce but, nous rabattons le plan du 
cercle de contact sur le plan horizontal 0’. 

Nous avons donc commencé par faire le changement de plan 
vertical æ,7,, en élevant le plan horizontal jusqu’au centre de la 
sphère. Ce changement de plan a pour but de rendre le plan du 
cercle de contact perpendiculaire au plan vertical, ou, ce qui 
revient au même, de rendre la droite АА’ parallèle au plan ver- 
tical. 

Dans ce système 2,Y,, la courbe de contact se projette verti- 
calement suivant a',b',, perpendiculaire sur A”, menée par 0’. 
Le point de rencontre de la droite avec le plan du cercle de con- 
tact est 5c 1， 

Ensuite, nous faisons tourner le plan a@’,b’, autour de la trace 
horizontale actuelle, de l'angle a',o’,y’,, et alors le cercle de 
contact vient coincider avec le contour apparent horizontal de la 
sphère; en même temps, le point oc’, est rabattu en .وه‎ En me- 
nant par ce point يه‎ des tangentes au rabattement de la courbe 
de contact, on a en ть, 7, les rabattements des deux points de 
contact. 

Ainsi rabattus, les deux points de contact 29, Na SC projettent 
verticalement en #°,n', sur 2,7/,. И ne reste done plus qu’à faire 
subir à ces deux points deux opérations inverses des prc -édentes, 

et on aen mm’, п’ les deux points de contact dans le système 


primitif. 





PLANS TANGENTS COMMUNS. 81 


Ш. — PLANS TANGENTS COMMUNS A DEUX SPHERES. 


153.—THEOREME.— Tout plan tangent commun à deux 
sphères passe par l’un des centres de similitude de ces deux 
sphères. 

En effet, les rayons aboutissant aux deux points de contact 
étant perpendiculaires tous deux au plan tangent commun, sont 
parallèles entre eux ; donc la droite qui joint les deux points de 
contact passe par l’un des centres de similitude des deux sphères, 
et par suite, il en est de même pour le plan tangent commun. 


Il résulte de ce que nous venons de dire que les centres de si- 
militude de deux sphères sont les sommets de deux cônes cir- 
conscrits simultanément aux deux sphères. 

Le contour apparent d’un cône circonscrit à une sphère étant 
tangent au contour apparent de la sphère, on en déduit que les 
centres de similitude de deux sphères se projettent au centre de 
similitude des contours apparents en projection des deux sphères. 


154. — PROBLÈME I. — Mener par un point un plan 
langent commun а deux sphères. 

Le plan inconnu (fig. 57, pl. 9) doit passer par l’un des centres 
de similitude des deux sphères сс’; il contient par conséquent 
la droite qui joint le point donné à ce centre de similitude. 

Le problème est ainsi ramené au suivant, mener par la droite 
aca'c' un plan tangent à l’une des sphères données. 

Nous aurons donc en tout quatre solutions, puisque chacun 
des centres de similitude donne une droite par laquelle on peut 
mener deux plans tangents à l’une des sphères. 

Dans la figure 57, planche 9, nous avons mené, en appliquant 
la première construction, un plan tangent à la sphère 00’ par la 
droite аса’с’; тт’ est le point de contact de ce plan tangent 
avec la sphère 00’. Pour déduire de 14 le point de contact avec 
la sphère ww’, nous avons pris le point homologue de mm’, en 
prenant comme centre de similitude cc’. 

On a donc joint mem’c’ et mené par ww’ un rayon parallèle à 
omo'm’. Le point de rencontre de ces deux droites est le deuxième 
point de contact cherché py’. 


155. — Remarque. — La construction que nous venons 


d'employer suppose les centres de similitude dans les limites de 
J. Caron. Géom. d2:erip. élém., 2 р. 6 
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l’épure ; ог il n’en est pas toujours ainsi pour le centre de simi- 
litude direct. 

Dans ce cas, circonscrivons à chacune des sphères un cone 
ayant pour sommet le point donné ; il suffit alors de mener un 
plan tangent commun à ces deux cônes. 

D'ailleurs, tout plan tangent à un cône de révolution est aussi 
tangent à toutes les sphères inscrites dans ce cône. On peut dont 
remplacer la sphère oo’ par une sphère quelconque inscrite dans 
le cône circonscrit à cette sphère 00’, et ayant pour sommet le 
point aa’. 

Proposons-nous (fig. 38, pl. 9) de trouver l’une de ces sphères. 
Le centre 0,0”, de cette sphère est un point quelconque de Гахе 
vao'a' du cône circonscrit. D'ailleurs, le rayon de cette sphère 
est avec le rayon de la sphère 00” dans un rapport égal au rap- 
(oao' a’) 
(0,a0',a) 

Cette construction permet de remplacer la sphère 00’ par une 
sphère d’un rayon donné. 

Si nous revenons au problème primitif, nous voyons que nous 
pouvons remplacer les deux sphères proposées 00’, ww’ par 
deux autres sphères 0,0’,, w,w”, de même rayon. Cette fois, le 
centre de similitude direct est exactement à Pinfini sur 0,0,0' ,0';; 
оп aura donc une droite du plan tangent inconnu, en menant 
par аа’ une parallèle à 0,w,0',w’,. 

Quant à l’autre centre de similitude, il est au milieu de 
010,0'10";s soit yy’. 

Dans la figure 59, planche 9, nous avons trouvé les quatre 
plans tangents communs avec leurs points de contact, en rem- 
plaçant la sphère 00’ tout simplement par une sphère 0,0”, égale 


. ， 00 
port ‚ OU, се qui revient au même, dans le rapport Sa 
| 1 


4 4 
a WW. 


156. — PROBLÈME II. 一 Mener à deux sphères un plan 
tangent commun parallèle à une droite. 

Comme dans l'exemple précédent, nous déterminerons l’un 
des centres de similitude des deux sphères cc’, puis par ce point, 
nous mènerons une parallèle à la direction donnée ; nous aurons 
ainsi une droite du plan tangent. П ne reste donc plus qu’à me- 
ner par cette droile un plan tangent à l’une des sphères. 

Examinons encore ici le cas particulier où l’un des centres de 
similitude se trouve hors des limites de l’épure (fig. 60, pl. 9). 

Nous circonserirons à chacune des deux sphères un cylindre 
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parallèle à la direction donnée, puis nous mènerons à ces deux 
cylindres un plan tangent commun. Pour résoudre cette dernière 
question, nous couperons les deux cylindres par un plan регреп- 
diculaire aux génératrices, puis nous mènerons aux deux sec- 
tions une tangente commune ; ce sera une droite du plan tangent 
commun. П suffira donc de mener par cette droite un plan paral- 
lèle à la direction donnée pour avoir le plan tangent commun 
_ demandé. 

Pour effectuer simplement les constructions que nous venons 
d'indiquer, on commence par faire un changement de plan ver- 
tical en prenant une ligne de terre parallèle à D. 

Soit 0’,, w’, les nouvelles projections verticales des centres, et : 
D’, la nouvelle projection verticale de la direction donnée. 

Les axes des deux cylindres circonscrits sont parallèles à DD”, 
et menés respectivement par les centres des deux sphères. 

Coupons maintenant les deux cylindres par le plan PaP, per- 
pendiculaire aux deux axes; C',C, y',y sont les centres des deux 
sections; d’ailleurs, les rayons de ces deux sections sont égaux 
respectivement aux rayons des deux sphères. 

Rabattons ensuite le plan PaP, sur le plan horizontal, et me- 
nons aux deux sections droites des deux cylindres rabattues, des 
langentes communes. 

Relevons les points de contact رو‎ 4 en C',e, «’,e, et menons 
par ces deux points des parallèles aux axes des cylindres, leurs 
points de rencontre m',m, »’, avec les plans des cercles de con- 
tact seront les points de contact cherchés. Il ne reste donc plus 
qu’à projeter verticalement ces deux points en m’ et д’ dans le 
système primitif. 


IV. — PLANS TANGENTS COMMUNS А TROIS SPHERES. 


157, 一 Les plans tangents communs à trois sphères doivent 
passer par les centres de similitude de ces trois sphères prises 
deux à deux. 

Or on sait que les six centres de similitude de trois sphères sc 
trouvent par groupes de trois sur quatre droites. L’une de ces 
droites contient les trois centres de similitude directe, les trois 
autres passent successivement par un centre de similitude directe 
et deux centres de similitude inverse. En menant par l’une de 
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ces droites un plan tangent à l’une quelconque des trois sphères, 
on aura l’un des plans tangents communs. 
Le problème présente donc en tout huit solutions. 


Proposons-nous de transformer cette solution dans le cas où 
les centres de similitude directe sont hors des limites de l’épure. 

Soit, par exemple, 0,, 0, و0‎ les trois sphères. Considérons le 
cône de révolution circonscrit aux deux sphères 0,, 0» et le cône 
circonscrit aux deux sphères o, et 0,, puis inscrivons dans ces 
deux cônes deux sphères égales .ون روه‎ En joignant les centres 
de ces deux sphères par une ligne droite, on aura la direction 
d’une ligne passant par trois des centres de similitude. On sera 
donc ramené à un problème connu, mener à deux sphères un 
plan tangent commun parallèle à une droite donnée. Ce problème 
a été résolu, même lorsque le centre de similitude directe est hors 
des limites de l’épure. 


On peut encore résoudre cette question de la manière sui- 
vante. Prenons comme plan de projectiomle plan des trois centres. 
Soit donc а, 0, С, ces trois centres dans un même plan hori- 
zontal. Considérons le cône circonscrit aux deux sphères b et с, 
et soit CC’ les projections horizontales des deux cercles de con- 
tact. Circonscrivons de même un cône aux deux sphères a et с, 
et soit С, С’, les projections horizontales des deux cercles de 
contact. 

Les deux droites С’, C’, se rencontrent alors en un point y 
qui est la projection horizontale du point de contact inconnu 
sur la sphère c. 

Il ne reste plus qu’à relever ce point с connaissant son rabat- 
tement et sa cote par rapport au plan qu’on rabat ; cette cote 
étant déterminée, en considérant le point y comme appartenant 
à la sphère c. 

On répète la même opération pour les autres points de con- 
tact, ou tout simplement, on prend les points homologues du 
point y. 


CHAPITRE V 


1. — PLAN PASSANT PAR UNE DROITE ЕТ FAISANT UN 
ANGLE DONNÉ AVEC UN PLAN DONNÉ. 


158.— Soit à mener par la droite АА’ un plan faisant avec 
le plan PaP, un angle donné (fig. 64, pl. 9). 

Le plan inconnu est tangent à un cône de révolution ayant 
pour sommet un point quelconque SS de la droite, pour axe la 
perpendiculaire au plan PaP, menée par SS’, et pour demi-angle 
au sommet le complément de l’angle donné. 

En inscrivant dans ce cône une sphère, on ramène le problème 
du plan tangent au cône, à celui du plan tangent à une sphère 
par la droite donnée. 

Proposons-nous donc de trouver le centre et le rayon d’une 
sphère quelconque inscrite daus le cône. 

D’un point quelconque SS’ de la droite donnée, nous abaissons 
une perpendiculaire SaS'a' sur le plan, puis nous rendons cette 
droite parallèle à l’un des plans de projection, à l’aide, par 
exemple, d'un ehangement de plan vertical, en prenant Sa 
comme ligne de terre. 

Dans.ce système %,7,, nous pouvons dessiner les génératrices 
principales du cône ; ce sont deux droites passant par S et fai- 
sant avec S',4”, le demi-angle au sommet connu. 

Choisissons ensuite sur Рахе du cône SaS’,a’, un point quel- 
conque 00’,, ce sera le centre d’une sphère inscrite, et le rayon! 
correspondant a pour longueur la distance du centre aux géné- 
ratrices principales que nous venons de tracer. 

On a continué dans l’épure la construction du plan tangent 
par la droite AA’ à la sphère 00’; mm’ et nn’ sont les points de 
contact. Les plans demandés sont donc déterminés par AA’, et 
successivement par les deux points mm’, nn’. On remarque que 
les traces de ces plans tangents sont perpendiculaires sur les 
projections de même nom des deux rayons omo'm', 0180/94 . 
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П. —MENER PAR UN POINT UN PLAN FAISANT DES ANGLES 
DONNÉS AVEC DES PLANS DONNÉS. 


159. 一 Soit à mener par le point aa’ un plan faisant ave 
les deux plans PzP,, 030, des angles donnés. 

Le plan inconnu est tangent à deux cônes de révolution ayant 
pour sommet le point аа’, pour axes des perpendiculaires aut 
deux plans donnés menés par аа’, et pour demi-angles aux som- 
mets les compléments des deux angles donnés. 

En remplaçant successivement ces deux cônes par des sphères 
inscrites, on est ramené au problème connu, mener par un point 
un plan tangent commun à deux sphères. Il y aura donc tout 
avantage à prendre immédiatement deux sphères égales inscrites 
dans les deux cônes primitifs. 

Dans ce problème, comme dans le précédent, on peut assujet- 
tir le plan inconnu à faire un angle donné avec une droite, au 
lieu de prendre l’angle avec un plan. L'axe du cône correspon- 
dant est alors parallèle à la droite. 


Ш. 一 PLAN TANGENT А UN CONE FAISANT AVEC UN PLAN 
UN ANGLE DONNÉ. 


160. — Pour топег à un cône un plan tangent faisant avec 
un plan, ou avec une droite, un angle donné, nous remarqnuns 
que le plan inconnu est tangent à un cône de révolution avant 
pour sommet le sommet du cône donné, pour axe une perpendi- 
culaire au plan donné, et pour demi-angle au sommet, le com- 
plément de l'angle donné. 

Il suffira donc de mener un plan tangent commun à ce cône 
auxiliaire et au cône donné. 

Si au lieu d’un cône, on avait un cylindre, on construirait un 
cône de révolution analogue au précédent, auquel on mènerait 
un plan tangent parallèle aux génératrices du cylindre donné; 
puis on ménerait au cylindre primitif un plan tangent parallèle 
à ce plan que nous venons d’obtenir. 


PLANS FAISANT ENTRE EUX DES ANGLES DONNES. 87 


ГУ. 一 PLAN TANGENT A UNE SPHERE, FAISANT UN ANGLE 
DONNÉ AVEC UN PLAN DONNÉ. 


161. — Le plan inconnu sera en même temps tangent à un 
cône circonscrit à la sphère, ayant son axe perpendiculaire au 
plan donné et pour demi-angle au sommet, le complément de 
l'angle donné. | 

.Le plan inconnu devra donc passer par le sommet de ce cône, 
. u bien son point de contact devra se trouver sur le cercle de 
contact du même cône avec la sphère. 

Nous allons nous proposer de trouver le sommet de ce cône 
auxiliaire, et aussi le plan de son cercle de contact. 

Soit donc la sphère 00” et le plan PxP, (fig. 62, pl. 40). 

Commençons par rendre le plan PaP, perpendiculaire à l’un 
Jes plans de projection, par exemple à l’aide du changement de 
plan vertical x,y,, en élevant en même temps le plan horizontal 
jusqu’au centre de la sphère. 

Dans le système actuel x,7,, Гахе du cône a pour projection 
verlicale une perpeniiculaire abaissée de 0’, sur la nouvelle 
trace verticale du plan. Nous aurons alors une génératrice prin- 
cipale du cône, en menant au contour apparent vertical actuel 
de la sphère, une tangente faisant avec l’axe un angle égal au 
complément de Pangle donné. Nous avons ainsi en S',SS' et 
T’:TT’ les sommets demandés. 

Done, tous les plans tangents à la sphère, faisant avec le plan 
P.P, l’angle donné, passent par l’un des deux points SS’ ou TT’. 
On peut dire aussi que le point de contact se trouve dans le plan 
polaire de SS’ par rapport à la sphère. Dans le système 27191, ce 
plan a pour trace verticale a',b”, ou С’.4’.; il devient dans le 
système primitif le plan 030, ou bien le plan RyR,. Donc le 
point de contact se trouve dans l’un ou l’autre de ces deux plans. 


162. — PROBLÈME, 一 Mener par le point pp’ un plan 
tangent à une sphère, faisant avec le plan PaP, un angle 
donné. 

tre solution. — On déterminera le point SS' par lequel 
passent tous les plans tangents à la sphère. faisant avec le plan 
PaP, l’angle donné; en joignant SpS'p”, on aura une première 
droite du plan tangent. Il ne restera donc plus qu’à mener par 
cette droite un plan tangent à la sphère. 
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2° solution. — On détermine d’abord le plan Q8Q,, lieu des 
points de contact des plans tangents à la sphère et faisant avec 
le plan PaP, langle donné. On déterminera ensuite le plan pu- 
laire du point pp’. En construisant alors l’intersection de ce plan 
polaire et du plan Q2Q;, on aura une droite sur laquelle se trou- 
veront les points de contact. Il ne restera plus qu’à chercher les 
points de rencontre de cette droite avec la sphère. 


V.— PLAN TANGENT A UNE SPHÈRE, FAISANT AVEC DEUX 
PLANS DONNÉS DES ANGLES DONNÉS. 


163. — 1ге solution. — On déterminera pour chaque plan le 
point fixe par lequel passent tous les plans tangents à la sphère, 
faisant avec le plan donné l’angle donné; puis, par la droite qui 
joint ces deux points fixes, on mènera un plan tangent à la sphère. 

Il existe quatre droites joignant les points fixes deux à deux; 
nous aurons donc en tout huit plans tangents. 


22 solution. — Оп déterminera pour chaque plan le plan 
fixe dans lequel se trouvent les points de contact des plans 
tangents à la sphère faisant avec ce plan donné l’angle donné; 
puis on déterminera les points de rencontre de P'intersection des 
deux plans ainsi obtenus avec la sphère; ce seront les points de 
contact demandés. 

Nous avons quatre droites d’intersection des plans fixes pris 
deux à deux, et par suite huit points de contact. 


VI. — EMPLOI DE LA SPHERE DANS L'ÉTUDE DES SUR- 
FACES DE REVOLUTION. 


164. 一 Soit AA’ (fig. 63, pl. 10) Paxe d’une surface de révo- 
lution, supposons cet axe paralléle au plan vertical. Donnons- 
nous également la méridienne de la surface. 

A l’aide d’une sphère auxiliaire, nous allons, par exemple, 
trouver les points de la surface projetés verticalement еп т’, 
sans rendre l’axe vertical. y 

Pour cela, par le parallèle ab” qui contient le point inconnu, 
faisons passer une sphère, en particulier la sphère inscrite ; soit 
oo’ le centre de cette sphère. Le point inconnu appartenant à 
cette sphère ; nous aurons sa projection horizontale, en coupant 
la sphère auxiliaire par le plan horizontal m'; et en projetant 
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horizonsalement le point sur le parallèle horizontal C ab «лв 
ainsi obtenu. 

Le plan tangent à la surface au point mm’ sera le même que 
le plan tangent à la sphère inscrite au même point. 

On peut procéder d’une manière analogue, pour mener un 
plan tangent à la surface par un point extérieur PP’, le point de 
contact étant sur le parallèle @’b’. On détermine d’abord le point 
fixe SS’ par lequel passent tous les plans tangents à la surface, 
aux différents points du parallèle a’b’; puis on joint PSP’S’, et 
il ne reste plus qu’à mener par cette droite un plan tangent à la 
sphère 00”. 

Comme exercice, on appliquera cette construction au cas où 
le point PP’ est dans le plan de front mené par l’axe, en n’utili- 
sant que la projection verticale. 

On examinera aussi le cas particulier où le point PP’ est à 
l'infini sur une verticale, ce qui permettra de trouver le contour 
apparent horizontal de la surface. 


CHAPITRE VI 


SURFACE GAUCHE DE RÉVOLUTION 
J. — PROPRIÉTÉS. 


165. — On appelle surface gauche de révolution, la surface 
engendrée par une ligne droite en tournant autour d’une autre 
droite fixe qui ne coupe pas la première. 

166. — En supposant l’axe de révolution vertical, les projec- 
tions horizontales des génératrices sont toutes tangentes à une 
mème circonférence, c’est la circontérence décrite par le pied de 
la perpendiculaire commune entre la droite et l'axe. Cette cit 
conférence s'appelle le cercle de gorge ou le collier. Le cercle de 
gorge servira dans le cas d’un axe de révolution vertical de con- 
tour apparent horizontal. 


167. — Détermination d’un point. 一 Soit AA’, la droite 
_ qui décrit la surface, en tournant autour de la verticale o (fig. Sl, 
pl. 17). Nous l’avons supposée de front ; on l’appelle alors géné- 
ratrice principale. Soit de plus m, la projection horizontale d’un 
point de la surface, nous nous proposons de trouver sa projec- 
tion verticale. 

Le parallèle passant par le point inconnu se projette horizon- 
talement suivant une circontérence de centre 0, et ayant pour 
rayon om. Ce parallèle rencontre la génératrice principale AA’ 
au point щи, ou bien au point psp". On en déduit la projection 
verticale du parallèle, qui est une parallèle à la ligne de terre 
menée par “ير‎ ou ريام‎ et par suite la projection verticale du point 
m’ ou M's. 

168. — On peut dire aussi, faisons tourner la droile AA’ 
autour de Paxe, de façon à la faire passer par le point inconnu. 
La projection horizontale de la génératrice reste tangente au 
cercle de gorge, il suffit donc de mener par т, une tangente mb 
au cercle de gorge. La rotation de la génératrice est ainsi mesa 
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rée par l’angle aob. Le premier point аа’ vient en bb”, il reste à 
faire tourner un deuxième point hh’ du même angle et dans le 
même sens, ce qui l’amène en h;h’,. La verticale т coupe alors 
la droite ¿h,b'h', au point demandé mm’. 

La deuxiéme solution mm’, est donnée par la deuxiéme tan- 
gente b, mk, b,' mi К’. 


169. — La surface admet deux systèmes de généra- 
trices. — Commençons (fig. 82, pl. 17) par construire la droite 
BB’ symétrique de la génératrice principale AA’ par rapport au 
pla: de pro:l o mené par l’axe, et considérons la nouvelle sur- 
face gauche engendrée par ВВ’, en tournant autour du même 
axe vertical 0. Les sections des deux surfaces par un même plan 
horizontal seront deux circonférences concentriques engendrées, 
la première par le point aa’, la seconde par le point Pf”. Or ces 
deux points sont symétriques par rapport au plan de profil о, ils 
sont donc aussi équidistants du centre 0. Autrement dit, les deux 
parallèles sont identiques. 

Ainsi, les deux droites AA’, BB’, en tournant autour de la 
verticale о engendrent la même surface. La surface admet donc 
deux systèmes de génératrices, c'est-à-dire que les deux droites 
АА’, BB’ ne peuvent jamais coïncider, quelque soit l’angle dont 
on les fait tourner autour de l’axe. En effet, aussitôt que l’on fait 
tourner l’une des deux droites, l’autre restant fixe, les projections 
horizontales sont différentes. Ou encore, les droites AA’, BB’ sont 
dans la seule position où leurs projections horizontales coin- 
cident, et en même temps leurs projections verticales sont diffé- 
rences, donc dans l’espace elle ne coïncideront jamais. 


170. 一 Reconnaître le système d'une génératrice. 一 
Un observateur placé debout sur le plan horizontal en a, trace 
horizontale de AA’ voit le cercle de gorge à sagauche, et la géné. 
ratrice A à sa droite (fig. 82, pl. 17). Au contraire, un observa- 
teur placé debout sur le plan horizontal en b trace horizontale de 
BB’ voit le cercle de gorge à sa droite, et la génératrice BB’ à sa 
gauche. 


174. — On peut encore, pour établir une distinction entre les 
systèmes des génératrices, employer un seul observateur placé 
debout sur le plan horizontal en 0. Cet observateur unique voit 
la trace horizontale a de la génératrice А à droite de son point 
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ntact w avec le cercle de gorge, et la trace horizontale b de‏ مد 


ératrice B à gauche. 

}, — Voici enfin un troisième procédé également simple. 
nons de figurer de chaque génératrice, la portion com- 
antre le plan horizontal e; le plan du cercle de gorge. La 
itrice A par exemple sera figurée par la demi-tangente au, 
que la génératrice В est représentée uniquement par la 
‘angente bw. Il en résulte quetouc un système est ñ,uré en 
tion horizontale par des demi-tangentes dirigées toutes 
e même sens, l'autre système également, mais le nouveau 
Lait différent du précédent. 


١١ THÉORÈME. — Deux génératrices de système diffé- 
e rencontrent toujours, et deux génératrices de medic 
te пе se rencontrent jamais. 
А, В, (fig. 83, pl. 17) les projections de deux génératrices 
plan du cercle de gorge, absiraction faite de leurs 2ys- 
La verticale qui s'appuie sur ces deux droites rencontre 
п, В en m,, et le plan du cercle de gorge au noio. р. Nous 
ns ainsi deux triangles rectangle map, m,bp, qui sort 
comme ayant un côté égal ap = bp, et un angle aigu 
ittendu que toutes les génératrices font avec le plan hori- 
le même angle. Donc les côtés mp, mp sont égaux : d’où 
Це que toute verticale s’appuyant sur denx génératrices 
itre ces deux génératrices à la même distance du plan du 
de gorge. 
. Supposons maintenant que А et В (fig. 84, p!. 17) soient 
¿mes ‘lifférents. Les deux points mi, sont compris tous 
xx entre le plan horizontal et le plan du cercle de gorge, 
t donc confondus, et par suite les deux génératrices A et В 
:ontrent. 
. Si au contraire, les deux génératrices A et В (fig. €5, 
sont de mème système, le point m de A est au dessous Чи 
u cercle de gorge, tandis que le point m, de B est au des- 
one cette fois, les deux points m, m, sont symétriques pur 
t au plan du cercle de gorge, et par suite les deux droites 
oupent pas. 


. Plan tangent en un point dela surface.— Jusqu'à 
t, pour résoudre cette question, nous nous servions de la 
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méridienne principale, parce que celte ligne était la senle connue 
sur la surface, avec les parallèles. Ici, nous emploierons avan- 
tageusement les génératrices. 

Soit une surface gauche de révolution définie par sa trace 
horizontale T de cote 0 (fig. 86, pl. 17), et par son cercle de 
gorge C de cote 7. Soit de plus т, la projection horizontale d’un 
point de la surface. Le plan tangent en ce point sera déterminé 
par les deux génératrices de la surface passant par le même 
poiot. Ces droites ont pour ; rojections horizontales, des tan- 
gentes ma, mb, au cercle de gorge. Les traces horizontales des 
mêmes génératrices se trouvent еп, «В sur la trace horizontale 
de la surface, ou en a: et Bi. 

Le plan tangent est donc déterminé par l'horizontale ab de 
cote 7 dane le plan du cercle de gorge, et par sa trace horizontale 
a qui comme vérification doit être parallèle à ab. 

Le point m étant la projection horizontale de deux points de 
la surface, le plan tangent au point le plus bas a pour trace hori- 
zontale a В, et le plan tangent au point le plus haut a pour 
trace horizontale a: В.. 


177. — On a figuré sur Pépure les échelles de pente des deux 
plans tangents aux deux points projetés en m, elles montrent 
que la cote du point m est de 3,64. 


178. — On pouvait aussi Jéterminerle plan tangent еп m avec 
une seule génératrice passant par le point m, et avec la Labgente 
au parallèle au même point. 


179.— Normale.— Soit mm’, (fig. 87, pl. 17), un point de la 
surface gauche engendrée par la génératrice principale АА’ 
en tournant autour de la verticale 0. Pour trouver la normale 
en mm’, nous faisons tourner ce point autour de laxe, de 
façon à l’amener en ви’ sur la génératrice principale, puis nous 
construisons la.normale à la surface en ce point mp”. 

Or, cette normale inconnue est en même temps normale à 
toutes les lignes tracées sur la surface, et passant par son pied; 
donc, en particulier, elle est normale à la génératrice principale. 
Comme cette dernière est de front, la normale se projettera ver- 
ticalement suivant la perpendiculaire à A’ menée par y”. Cette 
normale coupe l’axe de révolution au point n’ n qui sera le point 
fixe des normales en tous les points du parallèle considéré, 
donc finalement m п m'n' est la normale demandée. 
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li. 一 MÉRIDIENNE PRINCIPALE. 


180.— Détermination d’un point.— Pour trouver un point 
quelconque de la méridienne principale, il suffit de prendre Pin- 
tersection d’un parallèle quelconque de la surface, avec le plan 
méridien principal, 

Soit py’ (fig. 88 pl. 47), un point quelconque de la génératrice 
principale АА’. Le parallèle passant par ce point rencontre le 
le plan de front o en mm’ qui est un point de la méridienne 
principale. 

181. 一 Tangente. 一 La tangente à la méridienne prin- 
cipale au point mm’ (fig. 88, pl. 47), est l'intersection du plan tan- 
gent à la surface еп mm’, avec le plan méridien principal. Or, 
le plan tangent en mm’ contient la génératrice ma m'a! 
passant par ce point, aa” étant le point de rencontre de la géné- 
ratrice avec le plan du cercle de gorge. De plus, le plan tangent 
est perpendiculaire sur le plan vertical, il a donc pour trace 
verticale m'a”, et son intersection avec le plan méridien prin- 
cipal se projette ainsi verticalement suivant m' a’. En résumé 
m'a” est la tangente. 


182. 一 Normale. — La méthode donnée précédemment 
pour trouver la normale à la surface en un point quelconque 
conduit à une construction très simple de la normale à la méri- 
dienne principale. Faisons tourner le point mm’ (fig. 88 pl. 17), 
autour de Paxe, de façon à Pamener en pu’ sur la génératrice 
principale AA’. La normale à la surface en py’ se projette verti- 
calement suivant la perpendiculaire “كر‎ à la génératrice prin- 
cipale. Son point de rencontre 2’ avec l’axe est le point fixe des 
normales à la surface en tous les points du parallèle, done m’n’ est 
aussi ja normale à la méridienne principale au point sm’. 


183. — Point et tangente. — On peut aussi construire la 
méridienne principale par point, en utilisant uniquement les 
propriétés des génératrices. Commençons par dessiner deux géné- 
ratrices principales de méme systéme AA’, BB’ (fig. 89, pl. 17), 
puis contruisons une génératrice quelconque de système dilié- 
rent C, C’,. La projection horizontale de cette génératrice est 
une tangente queivonque Си au cercle de gorge. Projetons la 
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ensuite verticalement, à l’aide de ses deux points de rencontre 
aa’, bb’ avec les deux génératrices principales AA’, BB’. Ceci 
fait, la génératrice variable ab a’b’ ou С, С’, rencontre le plan 
méridien principal au point mm’ qui sera un point quelconque 
de la méridienne principale. Cette façon de procéder a l'avan- 
tage de donner en même temps la tangente qui est C’,, attendu 
que la méridienne principale doit servir de contour apparent 
vertical, elle est donc l’enveloppe des projections verticales des 
génératrices. 


184. — Asymptotes. — Un point de la méridienne prin- 
cipale étant toujours donné par l'intersection d'une génératrice 
avec le plan méridien principal, ce point ne peut s'éloigner à 
l'infini que si la génératrice variable devient parallèle au plan 
sécant. Et comme dans chacune de ses positions la projection 
verticale de la génératrice est toujours tangente à la méridienne 
principale, lorsqu'elle sera de front, elle sera tangente mais le 
le point de contact sera rejeté à l’infini. 

Donc les asymptotes de la méridienne principale d'une surface 
gauche de révolution, s’obtiennent en faisant tourner la généra- 
trice autour de l’axe, de façon à la rendre de front. En résumé les 
asymptotes de la méridienue principale ne sont autre chose que 
les projections verticales des génératrices principales. 


185. — Équation de la méridienne principale. — 
Prenons pour origine le centre du cercle de gorge 00” en projec- 
tion verticale et en projection horizontale (fig. 88, pl. 17), puis 
comme axe des 2 dans les deux projections la parallèle à la ligne 
de terre menée par 00’. En projection horizontale, prenons 
comme axe des Y la ligne de rappel 00” et enfin, en projection 
verticale, prenons comme axe des z l’axe de révolution. 

Le génératrice principaie AA’ a pour équation en projection 
horizontale y= a, en appelant w le rayon du cercle de gorge, 


et en projection verticale z == ca, > étant la tangente de langle 


de A’ avec Рахе des x. 

Prenons sur la génératrice le point py’ déterminé par son 
abscisse 4 = «. En projection horizontale, les coordonnées de p 
seront donc 2 = а, У== a, tandis qu'en projection verticale, les 


C 
coordonnés de w sontz = a, z = a 
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+ parallèle du point щи’ coupe alors le plan de front о an 
t тт’ dontles coordonnées sont X = 0 = ор. = У a +a? 
=m pray Sa : 
3 a” 
dus aurons donc l'équation de la méridienne principale, en 
inant а entre les équations. 


(1) X=Vai+ai 
e) 2 一 上 3 
ai donne 





est l'équation d’une hyperbole rapportée à son centre, 
it pour axe transverse l'axe des x de longueur @ et pour 
aptotes, comme nous l’avions déjà dit précédemment les 





ratri incipales Y 
ratrices principales a = y 
36. — Ainsi donc, la surface gauche de révolution n'est 
e chose qu’un hyperboloide de révolution à une nappe. 
ten résumé une surface du second degré, dont les sections 
es seront des coniques, ellipses, hyperboles ou paraboles, 
i que les variétés de ces différentes courbes. | 


37. — Dans la fig. 90, pl. 17, on а représenté un hyperbo- 

: de révolution à axe vertical, en le supposant réduit a sa 

ice opaque limitée à deux plans horizontaux H, K,. Dans 
sonditions le cercle de gorge est vu ainsi que la méridienne | 
cipale. On a de plus figuré par leurs projections, des géné | 
¡ces de chaque système, en ne dessinant que les régions vues 
hacune d'elles. Un premier système est marqué avec un trait 

1 continu comme aad, 0 نه نه‎ ,. L'autre en gros trait de cons 
tion ЗБ b’B’b’s. 

38. - Si l'hyperboloide était solide à l’intérieur, c’est-à dire 

ôté du centreoo”, le cercle de gorge serait caché et la tuéri- | 
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dienne principale serait vue. C’est l'inverse, lorsque l’hyperbo- 
loide est solide à l'extérieur. 


189. — Cône directeur. — Dans l’étude des surfaces 
gauches, et en particulier de la surface gauche de révolution, il 
est souvent utile de connaitre le cône directeur, c’est-à-dire le 
cône obtenu en menaut par un point de l'espace, des parallèles 
à toutes les génératrices de la surface. Considérons en particu- 
lier celui qui a pour sommet le centre 00’ de la surface. Ce sera 
le cône de révolution engendré par 0a 0'x (fig. 91, pl. 17), en 
tournant autour de l’axe, la droite “ه020‎ élant la parallèle aux 
génératrices principales AA’, A, As” meuée par le centre 00’. 


190. — Cône asymptote. — Nous constatons que le plan 
tangent à ce cône directeur particulier suivant 0x 0'a” contient 
les deux génératrices parallèles AA’ A,A:’.Autrement dit, le plan 
tangent au cône directeur suivant ох 0'a” est un plan tangent à 
l'infini à la surface sur AA’, AsA//. C’est pour cette raison que le 
cône directeur particulier qui a pour sommet 00’ s’appelle le 
cône asymptote de la surface. 

Ainsi donc, le cône asymptote de la surface est engendré par 
les asymptotes de la méridienne principale en tournant autour 
de l’axe, il est tangent à la surface tout le long d’un parallèle à 
Pinfini. 


191. — Enfin, tout plan tangent au cône asymplote coupe 
Phyperboloide suivant deux génératrices parallèles à la généra- 
trice de contact sur le cône, et à des distances de part et d’autre 
de cette génératrice de contact égales au rayon du cercle de 
gorge. 


Ш. — PLANS TANGENTS. 


192. — Plan tangent parallèle à un plan donné. 一 
Nous allons reconnaître que la résolution de ce problème ne né- 
cessite pas toujours la connaissance de la méridienne principale, 
comme nous l’avions supposé dans le cas d’une surface de révo- 
lution quelconque. A la place de la méridienne, nous utiliserons 
les propriétés des génératrice. 

Le plan tangent inconnu doit en effet contenir deux généra- 
trices de la surface. Nous déterminerons d’abord les directions 

J. Canon. Géom descrip. élém., 2 p. 7 
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de ces génératrices, et ensuite leur position. Il nous restera à 
combiner deux de ces génératrices de système différent, de ¡aqor 
à former avec elles un plan parallèle au plan donné. 

193. — Soit A (fig. 92, pl. 17), une génératrice d'un hyperbo- 
loïde, cette droite étant définie par son échelle, le plan horizon- 
tal 0 étant le plan du cercle de gorge. Soit aussi 0 le pied de | 
l'axe de révolution que nous supposons vertical. Soit enfin D | 
l’échelle de pente du plan donné. 

Commençons par construire le cône asymptote, pour cela, 
nous menons par le centre о une parallèle à A, elle a pour trace 
sur le plan horizontal de cote 5 le point а, Ga étant parallèle à | 
4,0. On en déduit la base du cône asymptote dans le plan hori- | 
zontal 8, c'est üne circonférence de centre 0, ayant pour — 
rayon 0%, 

Menons ensuite par le sommet du cone asyniptote un plan 
parallèle au plan donné. Son échelle de pente est A, sa trace sur 

e plan horizontal 5 est une perpendiculaire sur À menée par le 
point 5 de 4, elle coupe la base du cône asymptote aux points 
В, y ; donc 08, oy, sont les génératrices du cône asymptote paral 
léles au plan donné. 


194. — Les génératrices de l’hyperboloïde parallèles au plan 
donné auront leurs projections horizontales parallèles à 08, oy 
et tangentes au cercle de gorge. Leurs traces sur le plan hori- 
zontal 5, se trouvent sur le parallèle В de l’hyperboloïde, lequel 
passe par а ; elles sont en même temps sur les horizontales 5 des 
plans tangents au cône asymptote suivant 08, oy, elles sont donc 
finalement en 9, 6,, С, Си. 


195. — Il nous reste à combiner ces différentes génératrices, 
de façon à former avec elles un plan tangent parallèle au plan 
donné. Il faut done prendre b avec с ou b, avec ¢,, les horizon- 
tales bc, b,c, des deux plans tangents étant parallèles à l’hori- 
zontale du plan donné. 


196. — On peut dire aussi que l’on doit combiner b avec € 
par exemple, parce que le point de rencontre т des deux géné- 
ratrices, c’est-à-dire le point de contact inconnu doit se trouver 
dans le plan méridien om perpendiculaire sur le plan donné. 

En résumé, m, т, sont les deux points de contact cherchés, 
les traces des leux plans tangents sur le plan horizontal 5 ctant 
les droites bc, Dci. 
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On a de plus figuré dans l’épure les échelles de pente des deux 
plans tangents. 


197. 一 Plan tangent par un point extérieur, le point 
de contact étañt sur une génératricé. — Nous avons dit 
que par un point extérieur, on pouvait mener une infinité de 
plans tangents à une surface. Pour déterminer le problème, dans 
le cas d’une surface de révolution en général, nous avons jus- 
qu'à présent assujetti le point de contact à se trouver sur un 
parallèle ou sur un méridien donné. Dans le cas particulier de la 
surface gauche de révolution, on peut aussi assujétir le point de 
contact à se trouver sur une génératrice donnée. 


198. — Soit A (fig. 93, pl. 48), une génératrice d’un hypetbd- 
loide, définie par son échelle de pente, en prenant comme plah 
horizontal 0 le plan du cercle de gorge. Soit de plus 0 le pied de 
l’axe de révolution, ét enfin 5 le point extérieur défini par sa 
projection et за cole 6 par exemple. Nous nous proposons de 
mener pat S(6), un plan tangent à l’hyperboloïde, le point de 
contact étant sur la génératrice A. 

Le plan tangent inconnu contiendra la génératrice A, sut la- 
quelle doit se trouver le point de contact. Il est donc déterminé 
par le point S, et par la droite A. 

Cherchons sur A, le point qui a la cote 8 du point $, soit В; 
Sh sera une horizontale du plan tangent. Il en résulte que le plan 
tangent a pour trace sur le plan du cercle de gorge, une paral- 
lèle à Sh, ménée par 0, et qui rencontre le cercle de gorge en uh 
deuxième point b. Ce plan tangent coupe alors l’hyperboloïde 
suivant une deuxième génératrice tangente au cercle de gorge 
en b. Enfin, cette deuxième génératrice reticontre la première au 
point de contact Шесоппи m. 


199. — On peut dire aussi que le point de contact inconnu m 
se trouve dans le plan méridien om perpendiculaire sur le plan 
tangent, ou, се qui revient au même, dans le plan méridien pere 
pen Jiculaire sur Sh. 


200, — Plan tangent paralléle & une droite, le point 
de contact étant sur une génératrice, — Га résolution de 
ce probléme est analogue a celle du précédent. Par la généra- 
trice, on mène un plan parallèle à la direction donnée, c'est le 
Plan tangent cherché. Pour trouver son point de contact, on 
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onstruit la deuxième génératrice d’intersection de ce plan avec 
a surface, son point de rencontre avec la première est le point 
e contact demandé. Ou bien, connaissant toujours le plan tan- 
ent, on figure le plan méridien perpendiculaire sur ce plan 
angent connu, son point de rencontre avec la génératrice don- 
ée est le point de contact cherché. 


IV. — AXE DE FRONT. 


201. — Détermination d’un point. — Soit XX’ (fig. 94, 
1. 48), Paxe de révolution, nous le supposons de front. Soit de 
lus AA’, une génératrice quelconque de la surface. Nous nous 
roposons de trouver le point de la surface projeté verticale- 
rent en m’, Le raisonnement que nous allons faire serait appli- 
able à une surface de révolution engendrée par une courbe 
uelconque qui ne serait pas la méridienne principale comme 
ous l’avions supposé précédemment (164). 

Considérons tout d’abord le parallèle passant par le point т’, 

se projette verticalement suivant la perpendiculaire abuissée 
em’ sur А’. Ce pars'lèle rencontre la ligne qui décrit la sur- 
ce AA’, au point up’. Faisons passer alors par le parallèle, une 

»hére qui aura son centre sur Paxe, et choisissons en particu- 
er la sphère qui a son centre dans le plan horizontal p”, soit 00’. 
e cette manière, on n’aura aucune opération à effectuer pour 
esurer le rayon de la sphère, ce rayon étant mesuré par о. 

On considère alors le point demandé comme appartenant à 
tte sphère particulière 00’. On en déduit la projection hori- 
mtale m ou m, du point inconnu, en coupant la sphère оо’ par 

plan horizontal m’. 


202. — Normale. — Pour construire la normale à la sur 
ce au point mm’, nous commençons par faire tourner ce point 
itour de l'axe, de façon à l'amener en “سر‎ sur la ligne AA’ qui 
Scrit la surface. En ce point uz’, la normale à la surface est 
issi normale à la ligne AA” elle est donc contenue dans le plan 
эта! à cette ligne AA’ au point pu” Dans le cas actuel, le 
an normal à AA’ est le plan perpendiculaire à AA’ mené 
w pp’, il est déterminé par l’horizontale ph p’h’ et par la ligne 
: fiont ef y'f'. La normale en pu” étant dans le plan ghfu'hf, 
d'autre part rencontrant l’axe, elle passe par le point de en 
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contre du plan normal phfp'h’f’ avec l’axe de révolution XX’. 
Soit ww” ce point que l’on a déterminé dans l’épure à l’aide du 
plan de front X, lequel coupe le plan normal suivant une paral- 
lèle à pf p’f menée par hh’. 

Les normales à la surface aux différents points du parallèle con- 
sidéré passent toutes par le point fixe ww’, en particulier mom’w’ 
est la normale au point mm’. 


203. — Contour apparent vertical. — Les constructions 
précédentes conduisent rapidement à la détermination du con- 
tour apparent vertical, lequel n’est autre chose ici que la méri- 
dienne principale, puisque l’axe de révolution est de front. 

Le parallèle m’y’ (fig. 94, pl. 18), en projection verticale ren- 
contre le contour apparent vertical de la sphère 00’, aux deux 
points M’M’,, qui sont deux points de la méridienne principale. 


204.— Normale.— Les normales en ces deux points passent 
par le point fixe ww’, ce sont donc les droites M’w’, M’,w’. Nous 
avons en même temps en ww’ le centre de la sphère inscrite tout 
le long du parallèle, le rayon de cette sphère étant mesuré par 
'ه‎ М’. 

205. 一 Contour apparent horizontal.— Si nous figurons 
le contour apparent horizontal de la sphère inscrite tout le long 
du parallèle mu, l’enveloppe de ce contour apparent horizon- 
tal sera en même temps le contour apparent horizontal de la 
surface (59). 

Pour trouver de plus le point de contact, construisons l’inter- 
section du plan du parallèle de contact avec le plan‘ du contour 
apparent horizontal de la sphère. Or, ce dernier n'est autre 
chose que le plan horizontal w’. Il coupe le plan du parallèle 
suivant la ligne de bout р’, qui rencontre le contour apparent 
horizontal de la sphère inscrite ره‎ aux points р, р.. 

En résumé, p, p, sont deux points du contour apparent hori- 
zontal, et en ces deux points, les normales sont wp, wP,. 
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V. — EXERCICES. 






+ Construire uno sphère à des distances données de quatre plans 
inés (nombre des solutions). 

. Mener par un point un plan faisant avec les deux plans de projeo- 
1 des angles donnés. 

. Mener à une sphère un plan tangent faisant avec les plans de pro. 
ion des angles donnés. 

. Construire une sphère de rayon donné reposant sur trois sphères 
в de banlets triangulaire). 


LIVRE VI 


CHAPITRE PREMIER 


I. — SECTION PLANE DU CONE DE REVOLUTION. 


208. 一 THEQREME I. — Toute section plane d’un cône 
ou dun cylindre de révolution est une des courbes, ellipse, 
hyperbole ou parabole, ayant : 

4° Pour axe focal, l'intersection du plan sécant avec le plan 
méridien perpendiculaire au plan sécant ; 

2° Pour foyers, les points de contact du plan sécant avec des 
sphères inscrites dans le cône et tangentes au plan sécant ; 

3° Pour directrices, les droites d'intersection du plan sécant 
avec les nlans des cercles de contact du cône et des sphères ins- 
crites précédentes. 

Supposons (tig. 6%, pl. 10) Paxe du cône vertical et le plan 
sécant PxP, perpendiculaire au plan vertical. 

En inscrivant dans le triangle formé par les deux génératriccs 
principales et la trace verticale du plan sécant une circonférence, 
celte circonférence sera le contour apparent vertical d’une sphère 
inscrite dans le cône tout le long du parallèle khk’h’, et tangente 
au plan sécant au point ff’. 

Soit de plus dd’ l'intersection du plan sécant PaP, avec le 
plan du parallèle de contact h’k’. 

Pour trouver un point quelconque de la section, il suffit de 
déterminer l'intersection d’une génératrice quelconque du cône 
avec le plan sécant. Soit donc SuS’p’ une génératrice du cône, 
pu” étant un point du parallèle de contact khk'h'. Cette généra- 
trice rencontre le plan sécant au point min’. 
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an de front m rencontre dd en рр’; menons ensuite par 
пе parallèle à mpm'p', elle rencontre le plan horizontal 
п à’. Les trois droites S2S’8’, SumS'p’m’, трт’р’ sont 
lans un même plan, et par suite les trois points 3, u,p sont 
зе droite. Nous formons ainsi les deux triangles semblables 
‘pu’, тирт’ь’р’ qui nous donnent : 
(mum's') _ (SmS'm’) _ SK, 
(трт’р’) — Se ST 

num'a” est tangente à la sphère, de même que mfm'f, 
es longueurs mum'y’, mfm’f’ sont égales entre ones et par 
(mfm'f’) 
e rapport 一 一 (mpm nm’) بد‎ . 
si done le rapport des distances d'un point quelconque de 
tion au point ff’ et à la droite dd’ est constant, et par 
ff’ est un foyer de la section, dd’ étant la directrice cor- 
dante. 
‘iste une deuxièmesphère inscrite dans le cône et tangente 
n sécant, elle définira le deuxième foyer et la deuxième 
"ice. 

résumé, аа’, aa’, sont les deux sommets de Paxe focal, 
Pi les deux foyers. 

г trouver un point quelconque de Ja section, on aurait pu 
* le cône et le plan sécant par un plan horizontal quel- 
>. Cette deuxième construction va nous permettre de dé- 
er directement les deux autres sommets dela courbe, dans 
où cette section est une ellipse. 

, Par exemple, w'w, le milieu de aa,a’a’,, le plan hori- 
mené par ce point qui est le centre de la section, nous 
en bb’, b:b’, les deux sommets du petit axe. 


. — Tangente. — La tangente en un point quelconque 
section est l'intersection du plan tangent au point con- 
et du plan sécant. 

le plan tangent en mm’ est déterminé par la génératrice 
y eb par la tangente uitz’,t’ à la base. Cette deuxième 
rencontre la trace horizontale du plan sécant en И’ qui 
1 point de la tangente; mim’t’ est donc la tangente cher- 














SECTIONS CONIQUES. 105 


. IT. 一 PROJECTION SUR UN PLAN PERPENDICULAIRE 
А ГАХЕ. 


208. — THEOREME II — Toute section plane d’un cone 
de révolulion se projette sur un plan perpendiculaire à 86 
du cône, suivant une des courbes, ellipse, hyperbole ou para- 
bole, ayant pour foyer la projection du sommet du cône, et 
pour directrice, la projection de Vintersection du plan sécant 
avec le plan perpendiculaire à Paxe du cône mené par le 
sommet du cône. 

Supposons (fig. 65, pl. 44) l’axe du cône vertical, et le plan sé- 
cant PxP, perpendiculaire au plan vertical. Soit DD’ l’intersec- 
tion du plan sécant avec le plan horizontal S’. Construisons un 
point quelconque mm’ de la section, en cherchant l’intersection 
d’une génératrice quelconque du cône SaS'a' avec le plan sé- 
cant. Menons ensuite par le point mm’ un plan de front, qui 
coupe DD’ en pp’, et soit enfin pu” le point de rencontre de la 
verticale m, avec le plan horizontal S’. 

Dans le triangle SmyS'm/u”, rectangle en py”, nous avons 


Sp. 一 um! tg 6, 
en appelant 0 le demi-ungle au sommet du cône. 
De même, dans le triangle „лпри’т’р’, rectangle en py’, nous 
avons | 
up =p'm’ tg a, 
en appelant « Pangle du plan sécant avec l’axe. | 
On en déduit, en divisant ces deux égalités membre à membre, 


Su _tg0 
р ва 
Donc, le lieu du point # ou du point m en projection hori- 


zontale est bien une coriique ayant pour foyer le point S et pour 
directrice D. 


Les deux théorèmes que nous venons de démontrer sont tout 
à fait indépendants de la nature de la section, c’est-à-dire qu'ils 


sont vrais, que la scction soit une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole, 


106 NATURE DE LA SECTION. 


Ш. — NATURE DE LA SECTION. 





209. — Un point de la courbe étant toujours donné par 
l'intersection du plan sécant avec une génératrice du cône, ce 
point ne peut s'éloigner à Pinfini, que si la génératrice devient 
parallèle au plan sécant. 

Cherchons donc si le cône admet des génératrices parallèles 
au plan sécant, et pour cela, menons par le sommet du cône un 
plan parallèle au plan s¢cant. 

210. — Ellipse. — Dans la figure 65, planche 44, S’à’ est 
la trace verticale de ce plan. 

Nous constatons qu’il ne coupe pas le cône, et par suite la 
section est une ellipse ; nous savons d’ailleurs trouver les quatre 
sommets de cette ellipsc. 

L’angle du plan sécant avec l’axe est alors plus grand que le 
demi-angle au sommet du cône, et le plan sécant ne rencontre 
qu’une seule nappe du cône. 

211. — Hyperbole. — Supposons maintenant (fig. 66, pl. 11) 
que le plan parallèle au plan sécant mené par le sommet du cône 
coupe le cone suivant les deux génératrices SpS’p’, SrS r'. Ces 
deux génératrices ne couperont donc plus le plan sécant, ou, 
comme on le dit, elles donneront deux points d’intersection à 
l'infini. On peut obtenir quand même la limite de la tangente, 
c'est-à-dire l'asymptote, en appliquant à ces génératrices parti- 
culières, la construction ordinaire. 

Ainsi, les asymptotes de la section seront les droites d’inter- 
section du plan sécant, avec les plans tangents au cône suivant 
les génératrices qui donnent les points à l'infini. 

Le théorème relatif à la projection d’une tangente s’applique 
aussi lorsque le point de contact est à l'infini, donc les asymp- 
totes de intersection se projettent suivant les asymptotes de la 
projection de la courbe. 

Considérons, par exemple, la génératrice SpS'p”, le plan tan- 
gent suivant cette génératrice, а pour trace horizontale la tan- 
rente en p à la base du cône. Cette droite rencontre la trace 
horizontale du plan sécant au point xx’ qui est un premier point 
de asymptote cherchée. D'ailleurs, le plan tangent étant mené 
par SpS'p’ qui est parallèle au plan sécant, il coupe le plan sé- 


cant suivant une parallèle à SpS'p'; on obtiendra donc ba- 


ИУ my, عد‎ 2 - 
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symptote cherchée, en menant par Fr une parallèle à SpS'p”. 
De même, la deuxième asymptote est une parallèle à SrS/r’ 
menée par le point pp’. 
Comme vérification, les deux asymptotes se coupent au centre 
de la section w» . 


212. — Parabole. — Supposons enfin (fig. 67, pl. 44) que le 
plan parallèle au plan sécant mené par le sommet du cône soit 
tangent au cône. En répétant le même raisonnement que dans 
le cas d’une section plane quelconque, on reconnait que la section 
dans l’espace est une parabole, parce que les distances d’un point 
quelconque de la courbe au foyer et à la directrice sont égales 
entre elles. On reconnait également que la projection horizontale 
de la courbe est aussi une parabole. 

La construction ordinaire s'applique d’ailleurs ici pour déter- 
miner le sommet et le foyer de chacune de ces paraholes. 


IV. — GRANDEUR DE LA SECTION. 


213. — Dans les différents exemples que nous venons 
d'examiner, on aura la grandeur de la section, en effectuant pour 
cette section le changement de plan horizontal 2 

Par exemple (fig. 64,pl. 10), le point mm’ a pour nouvelle pro- 
jection horizontale m, sur une perpendiculaire à x,y, menée par 
т’ et à une distance de Zi égale à l’ancien éloignement. La 
même opération donne suivant m,9, la tangente à la nouvelle 
courbe. 

En effectuant le changement de plan pour les sommets, les 
asymptotes et les foyers de la courbe de l’espace, on aura les 
éléments correspondants de la nouvelle courbe. 


CHAPITRE П 





- SECTION PLANE DU CYLINDRE DE RÉVOLUTION. 


+ — Le théorème I (206) concernant la nature de la sec- | 
lans l’espace est vrai dans le cas du cylindre. Quantau | 
me II (208), il est vrai aussi, mais il est évident qu'alors la 
1 se projette horizontalement suivant la base du cylindre. 
s la figure 68, planche 14, mm’ est done un point quel- 
e de la section, mtm't' est la tangente en ce point; АА’, 
:С', DD’ seront les sommets de la section dans l’espace. 
yfectuant le changement de plan horizontal رق‎ pour ces 
nts points, on aura les sommets de la courbe qui donne 
1deur de la section. 


+ — Projection d'une circonférence. — Nous allons 
ervir du théorème I (206) appliqué au cylindre, pour dé 
er que la projection orthogonale d’une circonférence est 
ipse. 

тит’ un point d’une section plane d’un cylindre 
), pl. 11); СС’ étant un sommet du petit axe. Menons par 
ne perpendiculaire sur le plan de la section, et prenons 
tte droite un point CC’; tel que les longueurs CioC'o' 
vw” soient ózales entre elles. 
oint C,C’, ainsi obtenu détermine avec ABA'B' un certain 
?roposons-nous de trouver le lieu des points de rencontre 
‘lan avec des parallèles à CC C'C', menées par les difié- 
points de la section du cylindre. Soit mm’, Pun de ces 


deux triangles mumym’p'm’,, CuciC'a'c', sont semblables 
nent 
Gram yu") _ (ciwe'sw’) Alo! Alp? 


(mpm’p’)  (cuc'w’) Ao Ap 
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Donc la courbe contenue dans le plan CAB est une courbe 
semblable à la circonférence AmB, el par suite, cette courbe est 
elle-même une circonférence. 

Ainsi Pellipse, section plane du cylindre, peut être considérée 
comme ja projection orthogonale d’une circonférence. 

Pour démontrer la réciproque, il suffit de faire voir qu’une 
ellipse quelconque peut être considérée comme une section plane 
d’un cylindre de révolution. 

En effet, soit AB, CD (fig. 70, pl. 44) les deux axes d’une 
ellipse ; dans le plan perpendiculaire au plan ABCD mené 
par AB, décrivons une circonférence sur Aw comme diamètre, et 
prenons la corde AO égale à Cw. 

Considérons alors le cylindre de révolution ayant pour axe 0 
et pour rayon Cw. Ce cylindre sera coupé par le plan ABCD sui- 
vant une ellipse ayant pour sommet ABCD et qui coïncide par 
conséquent avec l’ellipse donnée. 

Cette détermination peut se faire, connaissant seulement les 
quatre points А, В, С, D. Donnons-nous alors une circonférence 
quelconque et projetons-la sur le plan ABCD, puis déterminons 
ces quatre points À, B, C, D, d’où nous déduisons le cylindre de 
révolution. 

Les égalités précédentes nous prouvent encore que la circon- 
férence de l’espace est semblable à la base du cylindre, et que les 
différents points de la circonférence se projettent sur la section 
plane du cylindre. 

Donc la projection d’une circonférence est une ellipse. 


И. — DÉVELOPPEMENT DE LA SURFACE LATÉRALE 
D'UN CYLINDRE. 


216. — Le développement de la surface latérale d'un cylindre 
est la limite du développement de la surface latérale d'un 
prisme inscrit dans le cylindre, les côtés de la base du prisme 
diminuant indéfiniment. 

Nous ne nous occuperons ici que du cylindre de révolution. 
La base du cylindre se développera suivant une ligne droite per- 
pendiculaire aux transformées des génératrices. 

Ouvrons, par exemple, le cylindre suivant la génératrice À, 
(lig. 74, pl. 42) et construisons le développement dans le plan 


- 四 
д. — 
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vertical, сп plaçant la transformée de la base sur la ligne de 
terre. Soit A, la transformée de la génératrice А. 

Pour trouver la transformée d'une génératrice quelconque М, 
il faut porter la longueur A.M, égale à Parc AM de la base. Si 
cet arc était très-petit, on pourrait faire ce transport, en rempla- 
cant Рагс AM par la corde АМ. Mais Parc AM étant quelconque, 
on le décompose en un certain nombre de petits arcs que Pon 
remplace par leurs cordes; on choisira les arcs assez petits pour 
que la différence entre Parc et la corde soit négligeable graphi- 
quement. 

On arrivera à un résultat plus exact avec un cylindre de révo- 
lution, en calculant Parc AM à l’aide de Pangle AOM mesuré au 
rapporteur. 


On a en effet : 
— og, p (angle AoM)° 
arc АМ — 2-R 4505 





Il suffit donc de calculer une fois pour tontes le rapport aa 


et de le multiplier chaque fois par le nombre de degrés corres- 
pondant a l’angle AoM. 

217. — Transformée d'une section plane. — Soit 
maintenant pz’ le point de rencontre de la génératrice M avee 
un plan sécant, on aura le point correspondant dans le dévelop- 
pement, en portant la longueur М’р’ suivant Мира. 


218. — Tangente. — Dans le développement d'une section 
plane d'un prisme, les angles des cótés de la section avec les 
aréles du prisme ne changent pas, il en est donc de méme 
à la limite, lorsque les côtés de la section droite diminuent indé- 
finiment. 

Autrement dit, si nous considérons un élément infiniment 
petit de la section plane d’un cylindre, il fait avec la génératrice 
un angle qui ne change pas dans le développement. Or cet élé- 
ment intiniment petit prolongé n’est autre chose que la tangente 
à la courbe, donc la propriété énoncée plus haut est applicable 
aussi à la tangente. 

Soit donc ytu"t' la tangente à la section au point pp’, elle ren- 
contre la tangente à la base au point И’; portons alors sur la 
ligne de terre, à partir de M,, dans le sens MiA;, une longueur 
Mit, égale à МЕ, en joignant май, nous aurons la tangente en p, 
au développement de ja section. En effet, il résulte de cette con- 
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struction que les triangles rectangles МыМ’Рь, М.и, sont 
6хаих, comme ayant les deux côtés de l’angle droit égaux cha- 
cun à chacun, et par suite les angles tuMt’s’M’, (,u,M, sont aussi 
égaux 

> o 


219. — Points remarquables. — Comme points remar-- 
quables, nous avons les points رورم يت‎ correspondant aux sommets 
du grand axe de la section. En ces points, la tangente est perpen— 
diculaire sur la génératrice. Aux deux points yy”, 23’ qui sont les 
sommets du petit axe, la tangente dans l’espace est dirigée sui- 
vant la ligne de plus grande pente du plan sécant, elle fait donc 
avec la génératrice le plus grand angle possible. I] en résulte que 
les points correspondants y;, 6, sont des points d'inflexion du 
développement de la courbe, c’est-à-dire qu’en ces deux points, 
la tangente traverse la transformée. Il est facile d’ailleurs de se 
rendre compte de ce résultat de la manière suivante. 


220. 一 Soit (fig. 72, pl. 12) un cylindre de révolution à axe 
vertical et un plan sécant perpendiculaire au plan vertical. 

Construisons le développement de la section dans le plan tan- 
gent suivant cyc’y’. Soit mum'y”, nvn'y’ deux génératrices voi- 
sines de cyc’y’. Pour commenrer le développement, il suffit de 
faire tourner les deux faces mc», ncy» d'un prisme inscrit dans 
le cylindre, autour de la verticale cyc'y”, de manière à les 
amener dans le plan de front с. Or, par cette rotation, le point y” 
vient sur une perpendiculaire à с’у’ et à une distance de c’y’ plus 
grande que la distance de w à c’y’. Ainsi, l'élément p’,7’ se trouve 
dans le développement au-dessus de p’»’, Le même raisonnement 
montre que l’élément »’,y’ se trouve dans le développement au- 
dessous de .“هكم‎ Donc u'v” traverse le développement de la 
courbe ; mais “م‎ est la tangente en y’ à la section et en même 
temps au développement de la section. 


Ш. 一 INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN CONE 
OU D'UN CYLINDRE. 


42. — Par la droite et le sommet du cône, on mène un plan 
dont on cherche la trace sur le plan de base du cône. Cette 
trace rencontre la base du cône en un certain nombre de points 
que Pon joint au sommet du cône. Les points de rencontre do 
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génératrices avec la droite donnée sont les points demandés 
73, pl. 12). 

au lieu d'un cóne on avait un cylindre, on emploierait 
me plan auxiliaire passant par la droite, un plan parallèle 
génératrices du cylindre, les autres constructions sont les 
1es que dans le cas du cône. 


CHAPITRE Ш 


I, — SECTION ANTIPARALLELE DU CONE A BASE 
CIRCULAIRE. 


222. — Étant donné un cône ayant pour base une circonfé- 
rence, si l’on mène par la droite qui joint le sommet au centre 
de la base, un plan perpendiculaire au plan de base, ce plan 
s'appelle le plan principal du cône; il est en effet un plan de 
symétrie pour le cóne. 

Soit SA, SB (fig. 74, pl. 12) les deux génératrices d'intersection 
du plan: principal avec le cône; menons une droite CD antipa- 
rallèle de AB par rapport à SA, SB, puis par cette droite CD, 
faisons passer un plan perpendiculaire au plan SAB ; on dit que 
ce plan est antiparallèle du plan de base. 

223. 一 THÉORÈME. — La section d'un cine à base 
circulaire par un plan antiparalléle du plan de base est une 
circonférence. 

En effet, coupons le cône et le plan sécant par un plan paral- 
lèle au plan de base; la section dans le cône sera une circonfé- 
rence décrite sur AB, comme diamètre ; d’ailleurs, le plan auxi- 
Нате coupe le plan sécant suivant Ми perpendiculaire au plan 
principal SAB. 

Or, dans la circonférence A:MB;, nous avons 


Me = وس ررق‎ 
mais les droites A:B, et CD étant antiparallèles, on a 
Aw. Bye = Cu. Du. 
* Donc 
Mp = Cu. Dy, 
et par suite le lieu du point M est une circonférencæ décri!> sur 


CD comme diamétre. 
J. Canon. Génmét. descrip. é'ém., 2: р. 8 
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П résulte de ce théorème que tout cône, ayant pour base une 
section plane d’une sphère, coupe la sphère suivant une deuxième 
circonférence. 

En effet, prenons comme plan de projection le plan passant 
par le sommet du cône, le centre de la base et le centre de la 
sphère; ce plan sera perpendiculaire au plan de Базе, et sera 
par suite le plan principal du cône. Les génératrices principales 
du cône SA, SB coupent le grand cercle de la sphère contenu 
dans le plan ЗАВ (fig. 75, pl. 12), aux deux points С et D. Menons 
enfin par CD un plan perpendiculaire au plan SAB ; comme AB 
et CD sont antiparallèles, le plan que nous venons de construire 
coupera le cône et Ja sphère suivant deux circonférences décrites 
sur CD comme diamètre. Ces deux circonférences sont donc 
identiques, et constituent avec la première circonférence décrite 
sur АВ comme diamètre, l'intersection du cône et de la sphère. 

Tout ce que nous venons de dire s’applique évidemment à un 
cylindre qui n’est qu’un cas particulier du cône. 


II. — OMBRES D'UN HEMISPHERE. 


224. 一 On donne un hémisphère creux reposant par son pôle 
sur le plan horizontal : trouver toutes les ombres produites, en 
éclairant l'hémisphère par des rayons lumineux parallèles à 
une direction donnée (fig. 76, pl. 12). 

Les différentes questions que nous avons à résoudre ici sont : 

4° L’ombre propre de l’hémisphère ; 

2° L’ombre portée sur le plan horizontal ; 

3° L'ombre portée par l’ouverture de l'hémisphère dans l’inté- 
rieur de l'hémisphère. 

Pour résoudre ces différentes questions, nous allons effectuer 
un changement de plan vertical 7,y, ayant pour but de rendre 
les rayons lumineux paralléles au nouveau plan vertical. 

Soit 0',d', la nouvelle projection verticale d'un rayon lumi- 
neux. L’ombre propre se projette verticalement dans le système 
%,Y, suivant la perpendiculaire à 00": menée par 0’,; nous 
déduisons de là en |, g, h les sommets de la projection horizon- 
tale de cette courbe. 

Pour trouver les sommets de la projection verticale, nous 
remarquons que le grand axe est perpendiculaire à 4’0’, mené 
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par o”, et a pour demi-longueur le rayon de la sphère. Nous 
connaissons donc, de la projection verticale, le grand axe et les 
trois points f”, g’, h', ce qui permet de construire le petit axe. 

Pour avoir ensuite l'ombre portée à l’intérieur de l'hémisphere, 
il faut considérer le cylindre parallèle à dod’,o’, ayant pour di- 
rectrice l’équateur de la sphère. Ge cylindre coupe la sphère 
suivant un deuxième grand cercle projeté verticalement dans je 
système 2:1, suivant k’,, g’,, #4. En projetant ces trois points 
horizontalement, nous avons еп 0, h, k les sommets utiles de la 
projection horizontale de cette ombre portée. 

Soit o',1',ol la ligne de tront du plan de cette courbe, menée 
par le point 00’, cette droite sera dans le système primitif le 
grand axe de la projection verticale. L’extrémité de ce grand axe 
se trouve d’ailleurs en m’ sur le contour apparent vertical de la 
sphère. Nous connaissons donc encore une fois le grand axe © 
trois points 9”, h’, k’ de cette nouvelle courbe, ce qui perma 
d'en déterminer le petit axe. 

Quant à l’ombre portée sur le plan horizontal, elle se compose 
de deux parties : 

4° Ombre portée par la moitié de droite de l'équateur de 
l'hémisphère. Cette ombre est une demi-circontérence ayant 
pour centre d, l'ombre de 00’, et pour rayon le rayon de la sphère; 
celte ombre est limitée au diamètre g,h,, ombre de ghg’h’ qui est 
par conséquent parallèle à gh. 

2 Moitié de l’ombre de la sphère. Cette nouvelle ombre 
est une ellipse ayant pour foyer le point o, pour sommets du petif 
axe J:h,, et pour sommet du grand axe l'ombre f, du point ff. 
Nous avons supposé le plan vertical transparent, pour n’avoit 
pas à déterminer l’ombre de l'équateur sur ce plan vertical. 


| 
Ш. — INTERSECTION D’UNE DROITE ET D'UNE SPHERE, 


225. 一 Soit la droite AA’ et ia sphère oo’ (fig. 77, pl. 42). 

Considérons le plan projetant verticalement la droite, il coupe 
la sphère suivant le petit cercle a’b’, dont il faut trouver les 
points de rencontre avec la droite donnée. 

Or, par ce petit cercle et le contour apparent horizontal de la 
sphère, on peut faire passer deux cônes, soit SS’ le sommet de l’un 
de ces concs. La question primitive est donc ramenée à la suivante, 
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arsection de la droite avec le cône qui a pour sommet SS’, 
pour directrice le contour apparent horizontal de la sphère. 
‘our résoudre cette question, par le sommet SS’ et par la 
‘ite AA”, on fait passer un plan qui coupe le plan de base sui- 
it ada'3'. Cette droite rencontre la base du cône aux deux 
nts вы’, »’ que Pon joint au sommet du cône. Enfin les deux 
iératrices SuS’p’, SvS' rencontrent la droite donnée aux deux 
nts demandés mm’, nn’. 


IV. — SECTION PLANE D'UN CONE QUELCONQUE 


126. Comme nous Гауопз dit dans le cas du cône de révo- 
ion (206), pour trouver un point quelconque d’une section 
ne d’un cône, il suffit de déterminer l'intersection du plan 
ant avec une génératrice quelconque de la surface. Nous 
ploierons par conséquent un plan auxiliaire passant succes- 
2ment par toutes les génératrices du cône. 

lest avantageux, pour rendre les constructions symétriques, 
‘lus simples en même temps, d’assujélir le plan auxiliaire à 
> condition de plus, par exemple, de le faire passer par une 
‘ite fixe menée par le sommet du cône. 

fenons donc par le sommet du cône $ (tig. 95, pl. 48), ne 
ite arbitraire, dont nous déterminons à l’avance les points 
rencontre ره‎ 5, avec le plan de base et avec le plan sécant. 
t de plus X X, l'intersection du plan de base et du plan 
ant. Le dessin que nous figurons représente si l'on veut la 
jection horizontale, les données prérédentes permettent de 
tinuer les constructions sans le secours d’aucune autre рго- 
ion. 
In plan auxiliaire quelconque mené par Sss,, aura pour trace 
le plan de base, une droite telle que caa’a. Sa trace sur le 
п sécant sera сли. D'ailleurs, le plan auxiliaire coupe le 
e suivant les génératrices Sa Sa”, qui rencontrent с: a aux 
nts a, a’. En résumé, аа’: sont deux points de l’intersec- 
L 

127. 一 Tengente. — La tangente au pont a, est Pinter 
‘ion du plan sécant с1 XX,, avec le plan tangent au cône sui- 
tla génératrice Sad, qui a donné le point d’iniersection &. 
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Or. le plan tangent est déterminé par la génératrice Saa,, et 
par la tangente at à la directrice, au point a où cette directrice 
est rencontrée par la génératrice de contact. 

Nous connaissons déjà un point de la tangente, c’est le point 
de contact يه‎ ; il suffit donc d'en trouver un deuxième, que 
nous obtiendrons en coupani le plan tangent et le plan sécant 
par l’un des plans auxiliaires. Cette façon de procéder revient à 
assimiler le plan tangent à un cône analogue au cône donné, 
ayant pour sommet S, et pour base at. Soit donc csct le nou- 
veau plan auxiliaire, il coupe le plan de base suivant رةه‎ le plan 
sécant suivant 63 et le plan tangent suivant St, ce qui donne 
еп {, un deuxième point de la tangente. En résumé ий est la 
tangente demandée. 


228. — Points sur les contours apparents. — Nous cite- 
rons comme points remarquables, qu’il est urgent de déterminer 
les points sur les contours apparents du сбое. On les obtient, en 
faisant passer le plan auxiliaire, successivement par toutes les 
génératrices de contour apparent du cône. 

Soit Sb’, une génératrice de contour apparent. Le plan auxi- 
liaire passant par cette droite est le plan obb’Bo,, il coupe le 
plan de base suivant 53, le plan sécant suivant o,6, et le cône 
suivant les deux génératrices Sb, Sb’, ce qui donne les deux 
points b,, b’, . 

Des deux points ainsi obtenus, le point b', seul est remar- 
quable. En ce point b”,, la projection de la courbe est tangente 
au contour apparent en projection Sb’ (56). 

Bien que le point 6, ne soit pas un point remarquable comme 
nous ]’entendons, nous profiterons quand même de sa présence 
pour dessiner la courbe, car on n’a jamais trop de points et sur- 
tout de tangentes pour bien dessiner ces courbes. Nous ne vou- 
lons pas dire par lá que les points de la courbe doivent être: 
excessivement rapprochés les uns des autres, mais il est indis- 
pensable d’avoir tous les points remarquables, puis dans l’in- 
tervalle un nombre suffisant de points avec les tangentes en ces 
points, pour qu'il n’y ait aucune hésitation dans le tracé de la 
courbe. 

De même, le plan cys, passant par la génératrice du contour 
apparent Sc donne en ©, le point de contact avec le contour 
apparent Sc, et en même temps le point courant c’,. 
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229. — Plans limites. — Les flans auxiliaires menés par 
3, ne donnent pas tous des points d’intersection. Les plans 
nites روه‎ otc, s'obtiennent en menant par с des tangentes à h 
ise. Les points correspondants sont ريك‎ €, et en ces points, 
د‎ tangentes sont précisément o14,8, a, €, 5 puisque ces droites 
nt les intersections du plan sécant avec les plans tangents au 
me suivant les génératrices Sd, Se. 

230. 一 Tracé de la courbe. 一 Lorsqu’on juge que Е 
ambre des points eat suffisani, il ne reste plus-qu’à les joindre 
ins la môme ordre que les paints correspondants de la base. 
rte opération est facilitée en donnant à chaque point de “ir 
rsection le nom du point correspondant de la base, affecté 
un indice, 

Ainsi sur la base, nous trouvons les points dans l'ordre: 


aea'b'c'dcba, 
suffire donc de joindre les points dans l'ordre; 
نه رع يه‎ 0's 6 دو ,6,0 رق‎ 
our avoir la courbe. 


231.— Ponctuation. — La ponctuationd'un point de la zonrbe 
ar le cône supposé seul et conservé tout entier,est la même que 
lle du point correspondant de la base, en supposant toutefois 
كر‎ deux points sur la même nappe du cône, c’est-à-dire d'un 
‚ве côté du sommet. 

Supposons que la région cbaea’ b’ de la base soit vue, la 
Sgion correspondante ¢, b, a, بع‎ а’, 5”, de l’intersection sera vue 
ussi, les limites entre les parties vues et cachées étant précisé 
rent les points رر6‎ b, sur les contours apparents, 


232.— Cas du cylindre.— Tout ce que nous venons de dire 
Aativement à la recherche d’une section plane d'un cône s'ap- 
ligue également à celle d’une section plane d’un oylindre, en 
gant sain de remplacer la droite fixe Sec, par une parallèle 
uelcanque aux génératrices du cylindre. 


233. — Axes d’une section plane d’un cône à разе 
iroulaire. — Nous avons vu dans le cas d’un cône de révolu- 
on que pour trouver les directions des asymptotes d’une section 
lane, On menait par le sommet du cône un plan parallèle au 
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plan sécant, qui coupait le cóne suivant les directions deman- 
dées. 

Cette construction s’applique également dans le cas d’un cône 
quelconque. Soit donc (fig. 96, pl. 18), un cône défini par son 
sommet S et sa base que nous supposons circulaire. On a mené 
par le sommet du cône un plan parallèle au plan sécant, il a 
pour trace sur le plan de base une certaine droite YY,. Cette 
droite coupe la base aux points a, b, donc Sa, 50, seront les 
directions des asymptotes de la section. 

En prenant les bissectrices de angle aSb, on aura les direc- 
trices des axes de la projection de la section. Ce sont ces bissec- 
trices que nous nous proposons de trouver, méme dans le cag 
d’une section elliptique. 

Les génératrices Sa Sb qui donnent les directions infinies de 
la section coupent en projection horizontale la base circulaire 
du cône, aux points 2 


234. — La corde 410, fait avec la corde ab des angles dont 
les bissectrices sont parallèles aux bissectrices de l’angle aSb. 
Soit wp la bissectrice de l'angle amb,, et Sq la hissectrice de 
langle aSb, il s’agit de démontrer que ces deux droites sont 
parallèles, c'est-à-dire que les angles дор, agr sont égaux. 


Or Panglo ор, a pour mesure : ， 
ab, ab 
TV 


D’nn autre côté l’angle agr est égal à la somme 005 + 5,1 
a donc pour mesure : 


NC A 
A 4 


4 4 


— 


2 


Done si nous connaissions la droite «,b,, la bissectrioe de 
l’angle ab, a,b; serait parallèle à la bissectrice de l’angle aSb. 


235. 一 Or les droites ab, a,b; se coupent en un point w qui 
appartient à la polaire 2 du point 5 par rapport à la base du 
cône. D’un autre côté, la droite Sw est conjuguée harmonique de 
P par rapport à ab, a,b,. Donc finalement a,b, est Ja quatrième 
droite d’un faisceau harmonique dont on connait trois droites P, 
Su, et ab. 
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86. 一 Soit alors YY; (fig. 97, pl. 18), la trace sur le plan de 
3 d'un cône à base circulaire, du plan parallèle au plan sérant 
16 par le sommet du cône. On construira 4” la polaire P du 
at $ par rapport à la base, elle coupe YY, ou al au 
tt e. On joint Sw, puis on figure 2° la quatrième droite 
faisceau harmonique P,, Su, YY,. Soit dibs, cette droite 
a élé obtenue en prenant le segment np égal au segment 
sur la corde mn parallèle à P. 

in résumé D, D, bissectrices de l’angle ab, a,b, sont les direc- 
13 des axes de la section. 


187. — Connaissant la direction des axes de la section, on 
avera les sommets eux-mêmes, en menant à la section des 
gentes parallèles aux directions des axes DD,. Les tangentes 
allèles à D par exemple, seront les droites d’intersection du 
n sécant avec les plans tangents au cône parallèles à la 
‘ite D. 


У. 一 SECTION PLANE D'UN HYPERBOLOIDE. 


138. — Détermination d’un point. 一 Pour trouver un 
nt quelconque d’une section plane d'une surfice gauche de 
olution, on peut employer comme surfate auxiliaire, des 
ns perpendiculaires à Гахс de révolution, c’est-à-dire des 
ns horizontaux, en supposant Гахе de révolution vertical. 


339. — Soit la surface gauche de révolution engendrée par la 
зе de front AA’ (tig. 93, pl. 18), en tournant autour de la 
ticale o, et le plan sécant PzP,. 

Jn plan horizontal quelconque, déterminé par sa trace verli- 
2 H,, coupe le plan PzP, suivani une horizontale détermirée 
sa trace verticale hh”, et l’hyperboloïde suivant un parallèle 
xt on connait le centre ره‎ et un point ua’ sur АА’. 

Tous avons ainsi en mm’, myn’,, deux points de Vintersec- 
а. 

140. 一 On peut encore trouver un point quelconque de la 
‘ion, en prenant l'intersection d'une génératrice quelconque 
la surface avec le plan sécant. 

bit cdc'd' (fig. 98, pl. 18), une génératrice quelconque de la 
face obtenue à l’aide de son point de contact cc’, avec le cercle 
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de gorge, et de son point de rencontre dd' avec la trace horizon- 
tale de ’hyperboloide. Le plan projetant horizontalement cette 
génératrice coupe le plan sécant suivant ef e’f’, qui rencontre 
cdc'd' au point demandé nn’. 


241 — Tangente. 一 La tangente au premier point mm’ est 
l'intersection du plan sécant avec le plan tangent à la surface au 
même point. Nous connaissons déjà un point de la tangente, 
c’est le point de contact mm”, il suffit donc d'en trouver un 
second par exemple la trace horizontale. Les génératrices de 
Vhyperboloide passant par mm’ ont pour projections horizontales, 
des tangentes au cercle de gorge menées par т, leurs traces 
horizontales se trouvent en «, В sur la trace horizontale de l'hy- 
perboloide. La trace horizontale du plan tangent est done af 
qui coupe la trace horizontale du plan sécant au point tf”. 

Finalement mt m’t’ est la tangente cherchée. 


242. — Section elliptique. 一 Sommots. — La méthede 
des plans horizontaux pour trouver un point de l'intersection 
montre que les points de la section sont deux à deux symé- 
triques par rapport au plan méridien perpendiculaire au plan 
sécant. Il en résulte que ce plan méridien perpendiculaire au 
plan sécant coupe le plan sécant suivant une droite qui est dans 
l’espace un axe de la section. La projection horizontale de cette 
ligne de plus grande pente du plan sécant sera en même temps 
un axe de la projection horizontale de la section. 


243. — Soit donc un hyperboloïde défini par son cercle de 
gorge C et par sa trace horizontale H (fig. 99, pl. 18), puis un 
plan sécant déterminé par sa trace horizontale XX, et par sa 
trace sur le plan du cercle de gorge YY,. 

Le plan méridien OM perpendiculaire sur le plan sécant coupe 
le plan sécant suivant la droite pq définie par sa trace horizon- 
tale p et par sa trace q sur le plan du cercle de gorge. Si nous 
cherchons les points de rencontre de la droite pgavec la surface, 
nous aurons deux sommets de la section. 


244. — Pour résoudre cette question, on emploie comme 
surface auxiliaire, le cône engendré par la droite pSq en tour- 
nant autour de la verticale 0. Ce cône coupera l’hyperboloïde 
suivant des parallèles : si ces parallèles étaient connus, leurs 
points de rencontre avec la droite donnée seraient les points 
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‘andés. Or, pour déterminer ces parallèles communs à ГВу- 
Joloïde et au cône, il suffit de trouver sur chacun d'eux un 
it. On prendra par exemple le point de rencontre d’une 
fratrice quelconque de l'hyperholoïde avec le cône. 

. — Le cône engendré parladroite pSgapourbasedans le 
horizontal, la circonférence décrite de $ comme centre,avec 
our rayon, il s’agit de trouver son intersection avec la géné- 
ice mm, par exemple de l’hyperboloïde. On considère dans 
ut, le plan Smm,, sa trace sur le plan de base du cône passe 
т, puis par la trace + d'une parallèle à la génératrice mm, 
ko par le sommet S. Pour trouver ce point رهز‎ considérons la 
illèle à mn,, menée par le point 4 dans le plan du cercle de 
re, elle a sa trace horizontal en г, gr étant égal à mm. Lo 
1 pSqr a done pour trace horizontale pr, ce qui donne en + 
‘ace horizontale de la parallèle à mm, menée par S. 

en résulte que le plan Smm, a pour trace horizontale m 2 
coupe la base du cône en в, 9. 

onc le cône est coupé suivant Se, Sp, qui rencontrent mm, en 





a résumé, l’hyperboloïde et le cône se coupent suivant deux 
¡lléles de centre 0, et passant respectivement par les points 
f. Ces deux parallèles rencontrent l'axe ligne de plus grande 
e pg, en deux points qui sont les sommets demandés © et b. 
est à remarquer que le parallèle déterminé par le point ¢ 
عر‎ la droite وم‎ en projection horizontale en deux points, 
s un seul de ces deux points convient. Le point e se trouvant 
la nappe inférieure du cône entre le sommet $ et le point s 
1 base, on doit prendre aussi le point a sur la nappe infé- 
re du cône, entre le sommet S et le point p de la base. 
1 même remarque s’applique au sommet b, qui lui, au con- 
رم‎ se trouve dans notre épure sur la nappe supérieure du 
р 
18. 一 Nous avons dit que la section était une courbe du 
nd degré; nous aurons done son centre , en prenant le 
eu de ab. Le deuxième axe est alors horizontal, et pour 
ver ses extrémités, il suffit de couper l’hyperboloïde par le 
horizontal ». Dans ce but, remarquons que le plan hori- 
al 4 coupe la génératrice mm, au point e, ensuite, que le 
horizontal b coupe la même génératrice mm, en f. Donc, 
an horizontal o, équidistant des deux précédents coupe mm, 





— 
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cn و‎ milicu de ef. On en déduit que le plan horizontal w coupe 
Phyperboloïde suivant un parallèle de centre 0, passant par le 
point y. Ce parallèle rencontre l’horizontale w du plan sécant, 
aux deux points c,d qui sont les deux derniers sommets de la 
section. 

En résumé, @,b,¢,d, sont les quatre sommets de la section 
dans l'espace, et en même temps les quatre sommets de la pro- 
jection horizontale. 


247. 一 Section hyperbolofque asymptotes. 一 Un point 
quelconque d’une section plane d’une surface gauche de révolu- 
tion, étant toujours donné par l'intersection d'une génératrice 
de la surface avec le plan sécant, ce point ne peut s’éloigner à 
l'infini, que si l’une des génératrices de la surface devient pa- 
‚ rallèle au plan sécant. 


248. — Il faut donc commencer par déterminer les directions 
des généralrices de la surface parallèles au plan sécant ; pour 
cela, il suffit de chercher les génératrices du cône directeur ou 
asymptote, qui sont aussi parallèles au plan sécant. 

Ce raisonnement montre que la nature d’une section plane 
d'un hyperboloïde est la même que celle de l'intersection du plan 
sécant et du cône asymptote. 


249. — Ayant déterminé sur le cône directeur une généra- 
trice 5х, parallèle au plan sécant, on en déduira sur la surface 
les génératrices A,A, parallèles à Se, et par suite parallèles au 
plan sócant, elles donneront un point d'intersection à l'infini, 
L'asymptote correspondante sera l’intersection du plan sécant 
avec je plan tangent à l'infini à l’hyperboloïde sur AA,, c’est- 
à-dire avee le plan АА, lui-même. Or, nous savons que le plan 
AA, tangent à l’infini à l’hyperboloïde est en même temps le 
plan tangent au cône asymptote suivant la génératrice parallèle 
à AA.. Nous pouvons donc dire en résumé que les asymptotes 
d’une section plane d’un hyperbolaïde sont les mêmes que celles 
de l'intersection du plan sécant avec le cône asymptote. 


250. — Soit l’hyperboloïde engendré par la ligne de front AA’, 
en tournaut autour de la verticale o, et le plan sécant PxP, que 
nous avons supposé de bout (fig. 100, pl. 48). 

Le plan parallèle au plan sécant mené par le centre Go’ de la 
surtace, coupe le cône asvmptote suivant les générairices OX, ов, 
qui sont les direciions infinies de la section, 
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3 plans tangents au cône asymplot 
ent le plan sécant suivant des р; 
les respectivement par des points 
ptotes de la section. 
ns la même figure, on a constr: 
pictes de l'intersection de Thyf 
ReR, parallèle au premier PrP,. 
1. — Ayant trouvé les asymptote 
‚ On en déduit le centre ww’, et ] 
axes. L’un de ces axes est le dit 
: diamètre ligne de plus grande pi 
l'avance la position de Гахе réel 
r les sommets sur l’exe horizonta 
ontal w’. Si les sommets ainsi ot 
nie; sinon, оп détermine les so 
grande pente comme nous l’avon: 
ons elliptiques (244). 
ns l'épure, on a choisi deux pl 
es de sections hyperboliques. Por 
est horizontal, et on a indiqué ki 
з3 sommets. Pour le plan ReR, Г 
nt la ligne de plus grande pente, 
sommets, on s’est contenté de 
sécant avec la méridienne princif 
nt. 
fin, on a figuré la portion de la 
rise entre les deux plans sécants 
UX. 


2 —Section parabolique. — 
ce gauche de révolution en une | 
t fait avec Vaxe, un angle égal à 
ide la surface avec le méme axe. 
it un hyperboloide défini par ur 
ait l'échelle de pente (tig. 104, pl. 
apté les cotes à partir du plan du 
un plan sérant défini par sa ligne 
odule du plan est par hypothèse. 


3.—Pour avoir le sommet de la 5 
section de Paxc, ligne de plus 
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sécant avec la surface. Nous n’emplo‘erons pas ici la méthodé 
dounée dans le cas des sections elliptiques (24%) mais nous pro- 
fiterons de cette particularité que nous connaissons l’un des 
deux points d’intersection, c'est le sommet à l'infini. Cela 
résulte de ce que la ligne de plus grande pente D est parallèle à 
la génératrice A. 

Considérons donc le plan mené par D et par la génératrice 
parallèle А, il а pour trace sur le plan du cercle de gorge, l’ho- 
rizontale ad. Cette horizontale coupe le cercle de gorge en un — 
deuxième point b; et par suite l’hyperboloïde est coupé par le 
plan AD suivant une deuxième génératrice tangente en b, au 
cercle de gorge. Cette deuxième génératrice rencontre enfin la 
droite D au point m qui est le sommet demandé. 

Pour définir la parabole, il suffit d’en chercher un point à 
l’aide d'un plan horizontal. On a cherché dans l’épure les points 
р et q sur le cercle de gorge et les points dans le plau hori- 
zontal — 5. 

Enfin, on a figuré la surface de l'hyperboiloïde au-dessous du 
plan sécant et au-dessus du plan horizontal. — 5. 


254. EXEMPLE. — Lignes de niveau d’un hyperbo- 
loïde à axe horizontal. — Soit oX Paxe de Phyperboloide 
(fig. 102, pl. 18), nous le supposons dans le plan horizontal, on 
a eno le centre, on connait le rayon du cercls de gorge, et 
l'angle des génératrices avec l'axe. 

Nous figurons d’abord la méridienne principale qui servira 
de contour apparent horizontal, c'est une hyperbole ayant pour 
axe oX, pour asymptotes des droites A, В: menées par o et fai- 
sant avec l’axe l’angle connu, et ayant pour demi-axe trans- 
ус: зе, le rayon connu du cercle de gorge. 

Les lignes de niveau sont des hyperboles qui auront les 
memes asymptotes que la méridienne principale et dont ii suffit 
de déterminer les sommets. 

Le rayon du cercle de gorge étant égal à 5 unités, on a figuré 
Jes sections de la surface ayant pour cotes 0,1, 2, 3,4,5,6, 7,8, 9. 

Lorsque la cote du plan sécant est plus petite que lerayon du 
cercle de gorge, les sommets réels sont les points de rencontre 
du plan sécant avec le plan du cercle de gorge, on les déter- 
mine dans le systéme ху, où le plan ve:ticut est perpendicu- 
laire à Paxe de révolution, 
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dntraire, si la cote du plan sécant e 
u cercle de gorge, les sommets rée 
п vertical oX. On détermine ces dif 
+L, Y, en prenant comme plan vert 
on symplific Ja construction, en u 
ale supposée tracée exactement. 
ne cas intermédiaire, la ligne de 
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se traiter directement, sans le secours de la mérilienne, еп 
menant à la surface, des plans tangents parallèles à un plan 
donné, qui ici serait de profil. 

Nous nous sommes proposé dans ce qui précède de montrer 
sous ses différents aspects, en utilisant la surface gauche de 
révolution, la forme de terrain qu’on appelle un col en topo- 
graphie. 

La ligne de faite se projette horizontalement suivant oX, la ligne 
de thalweg est le cercle de gorge. 

Dans les différents systèmes on a figuré en trait mixte fin, et 
dans les régions vues seulement comme pour les génératrices ces 
deux lignes de faite et de thalveg. 


256. — Les hachures que l’on emploie en topographie pour 
figurer les surfaces doivent être dessinées normales aux lignes de 
niveau. Dans le cas où la surface est un hyperboloïde, il est 
facile de trouver à quelles courbes appartiennent ces hachures, 
puisqu'il s’agit de trouver la trajectoire orthogonale des lignes 
de niveau. 

En prenant comme origine le centre de l’hyperboloïde, pour 
axe des 2 la projection du cercle de gorge, comme axe des Y 


Vaxe de révolution oX, les équations des lignes de niveau sont 
de la forme : 


y? 
фо, 


m étant le coefficient angulaire des génératrices principales 
A,B,. 


Le coefficient angulaire de la tangente en un point d’une ligne 
de niveau est donné par la relation : 


202 一 yay _ 0. 
mi 


Le coefficient angulaire de la tangente à la trajectoire ortho- 
gonale sera donc défini par la relation. 


w*x dy + ydx =0, 
Où 


d’où on déduit : 
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I.cs lignes d'égale teinte vérifient donc l'équation 


(2) nt (a+ a+ E у. 


En éliminant 2 entre les deux équations (1) et (2), on aura la 
projection horizontale des lignes d’égale teinte. 
On obtient ainsi 


, 3 21 
y — + 03 一 SCAN 
mn? oP om 
ou 
2 
a+ (- 1+? ( + a (1 — К*). 


Ce sont des courbes du second degré ayant pour axes les axes 
de la méridienne principale. 

Lorsque K est voisin de 4, elles ont pour limite dans le voi- 
sinage du point 0 une ellipse évanouissante dont les axes sont 
proportionnels à 1 et m?. 

Dans le cas de l’hyperbole équilatère т د‎ 1, la limite de la 
ligne d’égale teinte au col est une circonférence. 

Lorsque К est nul, la ligne d’égale teinte est la méridienne 
principale elle-méme. | 

2 
Comme cas intermédiaire, lorsque К? = ln 一 一 la 
t+ 4 Ат 
m?* 

ligne d’égale teinte se réduit à deux droites que l’on obtient en 
menant au cercle de gorge dans le système xy, des tangentes 
faisant avec la ligne de terre le même angle que A avec l’sxe ل‎ 
révolution. 

Dans le cas de notre épure, l’une de ces droites F s’obtient en 
menant au cercle de gorge dans le système ху, une tangente à 
45° sur TY. 

On a figuré suivant E, en trait de construction, l'une des 
ellipses d’égale teinte, ses sommets s’obtiennent en menant dans 
le systèmes Ty et x,Y, des tangentes au cercle de gorge ou à la 
méridienne principale faisant avec la ligne de terre le mème 
angle. 

Tant que cet angle est plus petit que l’angle AoX, on trouve 
quatre sommets réels, et par suite la ligne d’égale teinte est une 

J. Canox. Géomét. descrip. élém , 2: р. 9 
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ellipse, mais lorsque l’angle choisi est plus grand que AoX, 01 
ne peut mener les tangentes correspondantes qu au cercle de 
gorge, et ou trouve alors des hyperboles. Les asymptotes seraient 
les génératrices de contact des plans tangents au cône asymp- 
tote faisant avec le plan horizontal l'angle choisi. 

On peut enfin trouver par points ces lignes d'égale teinte avec 
des échelles de teinte comme dans la méthode de M. РШе! ea 
prenant une sphère type dont les divisions seraient obtenues en 
coupant cetle sphère par des plans horizontaux. 

Dans l'épure, on a figuré un certain nombre de ces lignes d'é- 
gale teinte, et on a remplacé les teintes plates par des hachnres 
parallèles et égales correspondant comme direction et уменя 
aux différentes lignes de teinte. 


VI. 一 INTERSECTION D'UNE SUKFACE 
ET D'UN POLYÉDRE. | 


258. — On peut naturellement, pour résoudre cette question, 
chercher directement les intersections de la surface avec tous 
les faces du polyèdre et prendre ensuite les parties utiles de تن‎ 
différentes courbes, mais il est préférable dans les examens d et 
plover la marche suivante. | 

On commence avant tout par déterminer les points de rer 
contre de la surface avec tous les arêtes du polyèdre, avec les deux 
tangentes en chacuu de ces points. On a ainsi les extrémités des 
parties utiles des différentes courbes. On détermine ensuite :es 
points sur les contours apparents de la surface. Ces quelques 
points suffisent dans bien des circonstances pour définir très 
exactement les parties utiles des courbes, ou au moins elles en 
donnent une première approximation. C’est seulement mainte- 
nant que l’on cherche des points courants, en faisant son pos- 
sible pour en trouver seulement dans les régions mal dkfinics 
des courbes en question. Si de plus larc à tracer est nn pel 
trop grand, on détermine en outre quelques tangentes interm* 
diaires et c'est enfin dans le cas où la courbe est presque 
complète, comme une moitié d’ellipse par exemple, que 108 
AStorminea les éléments de la conrhe, 


CHAPITRE IV 


I. 一 HELICE. 


259. 一 Soit un cylindre de révolution & axe vertical 
(fig. 78, pl. 12). 

Développons ce cylindre sur le plan vertical, la base étant dé- 
veloppéc par exemple sur la ligne de terre. 

En prenant la longueur A;A, égale à la circonférence de base, 
la surface comprise entre les deux verticales А.А, représente un 
premier développement de la surface latérale du cylindre. 

De A, à A,, nous avons un deuxième développement de la 
même surface, etc. 

On sait que l’hélice se développe suivant une ligne droite. 

Soit donc 4,4, cette droite, Aza, étant la hauteur du pas. 
Proposons-nous de trouver un point quelconque de l’hélice, m, 
étant la position correspondante de ce point dans le développe- 
ment. Nous traçons ia génératrice m,M, dans le développement, 
et еп portant Parc AM égale à A,M,, nous aurons suivant la 
verticale M la génératrice correspondante sur la surface du 


cylindre. 
L’angle AoM est d’ailleurs donné par la relation 
360° 
(angle AoM)° = A.M, >< 923 OA. 


П ne reste plus qu’à porter sur la génératrice M, la longueur 
Lim’ égale à Mimi, et on aura en mm’ un point quelconque de 
Phélice. 

260. — Tangente. — Les angles des tangentes avec les géné- 
ratrices étant conservés dans le développement, on aura la tan- 
gente en mm’ à l’hélice, en menant par ce point dans le plan 
tangent suivant MinM'm/, une droite mim’ t’ faisant avec MmM'm' 
l'angle » 11 ， 


010 
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En appelant ft’ la trace horizontale de la tangente inconnue 
les deux triangles rectangles tMmt’M'm' et a,M,m, sont donc 
égaux, et par suite, le point t s’obtiendra en portant sur la tan- 
gente à la base du cylindre, la longueur Mt égale à М,А,, ou à 
Parc MA; nous avons donc suivant пит’? la tangente cher- 
chée. 

Le lieu du point $ est la développante de la Базе du cylindre. 

261. — Points remarquables. — Comme poin;s remar- 
quables de la projection verticale de ’hélice, nous avons d’abord 
les points sur le contour apparent vertical du cylindre. Sur la 
génératrice À, ces points sont à des hauteurs au-dessus du plar 
horizontal égales à o, une fois, deux fois, etc. la hauteur du pas. 
Sur la génératrice B, les points de contact sont à des cotes égales 


1 
4 la hauteur du pas multipliée successivement par >> ito 


2 十 >> etc. En ces différents points, la projection de l’hélice est 


tangente au contour apparent du cylindre. 

Ensuite, sur les génératrices С et D, nous avons des points 

dont les cotes sont égales à la hauteur du pas; multipliée suc- 
1141243 
Gessivement раг 2? Е 十 3° 1 + 5? LT 5, etc. 

En ces points, la tangente étant parallèle au plan vertical, sa 
projection verticale fait avec la génératrice l’angle maximum 
iGaAa. 

En reprenant un raisonnement analogue à celui que nous 
avons employé dans le cas d’une section plane du cylindre (178) 
on reconnait que ces derniers points sont des points d’inflexion 
de la projection verticale de Vhélicc. 


LIVRE VII 


COMPOSITIONS BE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE DONNÉES A L'ÉCOLE 
DE SAINT-CYR 


I. — CONCOURS DE 1872, 


262. 一 Deux cores circulaires droits et égaux ont même 
sommet 5 el se touchent extérieurement suivant la génératrice 
SA, de manière à adhérer Рип à l'autre. Le rayon de base 
vaut 3809 el la génératrice est double du rayon. La base de 
Рип des cônes est appliquée sur la partie antérieure du plan 
horizontal, sa circonférence touchant la ligne de terre, et la 
génératrice SA étant parallèle au plan vertical de projection. 

Cela posé, on demande : 

4° De construire les projections du solide formé par Ven- 
semble des deux cônes; 

2° De construire la partie invisible du plan vertical de pro- 
jection supposé relevé, Vail étant placé sur la perpendiculaire 
a la ligne de terre menée par le point A et d une distance en 
avant de celle ligne de terre égale à deux fois le diamètre de 
base de l’un des cônes. 

Ombrer la partie invisible demandée, en n'y comprenant pas 
. la projection verticale des cônes. 

Solution. — Le premier cône a sa base dans le plan hori- 
zontal, c’est une circonférence tangente à la ligne de terre, ayant 
381 de rayon; le contour apparent vertical de ce cône se com- 
pose des deux droites S’A’SA, S’B’SB (fig. 73, pl. 13). 

Le contour apparent vertical du deuxième cône est le triangle 
équilatéral S’A’B’, symétrique de S’A’B’ par rapport à S’A’. 

Pour trouver le contour apparent horizontal de ce deuxième 
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cône, on lui a mené deux plans tangents verticaux. La verticale 
$ coupe le plan de base en oo’; en rabattant le plan de base sur 
le plan horizontal, во’ vient en 9,9”, ; quant à la base du deuxième 
cône, elle vient coïncider avec la base du premier. On a mené 
les deux tangentes o1m,, 9,8, qui se relèvent suivant op, ov; Sas» 
seront donc les deux lignes de contour apparent horizontal, elles 
seront d’ailleurs tangentes à la projection horizontale de la base 
еп m et п. ١ 

Le contour apparent horizontal contient en outre une partie 
de la projection horizontale de la base, parce que le cône est 
supposé limité. Cette base se projette horizontalement suivant 
une ellipse, dont les sommets du petit axe sont А её В; ; le grand 
axe est CD égal au diamètre du cercle de base. 

.  Laverticale A coupe le système au point AA’ et en un deuxième 

point sur la génératrice SB,S'B”, au-dessus de AA”. Donc le point 
À des deux bases est caché. La base du premier cône est par 
suite cachée à l’intérieur du contour apparent du deuxième cône, 
‘et la base de ce deuxième cône est cachée aussi, à partir de A 
jusqu’au contour apparent еп m et п. 

Pour résoudre la deuxième question, il faut mener par le point 
00’ des plans tangents aux deux cônes. On a donc mené tout 
simplement par le point 0, une tangente орт à la base du pre- 
mier cône ; en joignant le point = au point tt’ trace verticale de 
SoS’o’, on a suivant xt’ la trace verticale du plan tangent au 
premier cône. Comme il y a symétrie par rapport au plan 00'S’, 
on en ¿cuuit suivant t’x’, la trace verticale du plan tangent au 
deuxième cône. La région t’x’o’x’, est donc la région demandée. 

Il est à regretter que dans l'énóncé, on n’ait pas demandé de 
trouver les ombres produites, en supposant la source lumineuse 
‘en 0. On rendait de cette manière la question plus intéressante, 
en lui donnant une signification tout à fait réelle. D’ailleurs, les 
additions à apporter ne sont pas considérables, puisqu'on n'avait 
qu’à marquer en trait plein les génératrices de contact, et à rem- 
plir de hachures les parties dans l'ombre, mais visibles, des deux 
cônes et du plan horizontal. 


П. — CONCOURS DE 1874. 


268. — Un cylindre circulaire droit « sa base appliquée sur 
le plan horizontal de projection. La circonférence de cette base 


а 


= 
a 8 _ _ 


— Ца 
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touche la ligne de terre et son rayon В vaut & cent. La hauteur 
du cylindre est égale au rayon В. Un cône circulaire droit, de 
même base et de même hauteur que le cylindre, est superposé à 
ce dernier, de manière que la base du cône coïncide avec la 
base supérieure du cylindre. L’aréte SA du cône, $ étant le 
sommet, est parallèle au plan vertical de projection. Cela posé, 
on demande de construtre : 

1" Les projections de l’ensemble des deux solides ; 

2° Les projections et la vraie grandeur de la section faite 
par un plan perpendiculuire à Varéte SA en son milieu ; 

3 Les parties du plan horizontal de projection cachées par 
ensemble des deux solides, l'œil étant placé sur la verticale 


du point À au-dessus de ce point, d’une quantité égale à 5 R. 


Solution. 一 Nous ne parlerons pas de la construction du 
solide, cette construction étant évidente, passons immé- 
diatement à la deuxième question. Soit bb’a’ le plan sécant 
(fig. 74, pl. 13). 

L'intersection avec le cylindre se projette horizontalement 
suivant Parc cbd de la base; quant á Pintersection avec le cóne, 
elle est une parabole, car le plan sécant est parallèle à un plan 
tangent au cóne. 

On a immédiatement en @ le sommet de la projection hori- 
zontale, et en S le foyer. De plus, 6 et 4 sont les points limites 
de la partie utile de cette parabole. Dans la parabole, la sous- 
tangente étant double de l’abscisse, on remarque que fc et id 
sont les tangentes à la parabole aux deux points ¢ et 4. 

On a déterminé un point quelconque de la section à laide du 
plan horizontal m’z’. La même remarque que précédemment 
donne suivant pm la tangente. 

Pour trouver la grandeur de la section, on a effectué le chan- 
gement de plan horizontal 211. Les points bb’, cc’, dd’ donnent 
en ررق‎ C1, da les sommets utiles de la section dans le cylindre. Le 
point nn’ devient Па, et la tangente, qui avait pour projection 
прп’р’ dans le système primitif, devient N1ps. 

Pour la section du cône, nous avons еп a, le sommet, et en f, 
le foyer qui dans l’espace se projette verticalement en f’ au mi» 
lieu de 4'w',; les tangentes aux deux points С, et di sont cf:, 


dits. | 
Enfin, on a effectué le même changement de plan pour le point 
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quelconque mm’ qui a pour nouvelle projection horizontale m,, 
avec la tangente m,9,. 

Passons enfin à la troisième question. On a d’abord déterminé 
l'ombre de la base du cône sur le plan horizontal, c’est une cir- 
conférence ayant pour centre le point ee’ trace de 0w,0w', et 
passant par le point 0. On en déduit Pombre du cône, en menant 
par le point во’ ombre du sommet, des tangentes à tombre de 
la base. La région 5000 est la région demandée, ou bien la ré- 
gion dans l'ombre, en remplaçant le point de vue par une source 
lumineuse. 

Pour éviter d’avoir à tenir compte du plan vertical, ce qui 
nécessitait la construction d’une section plane d’un cône à base 
circulaire, on a supposé le plan vertical transparent, et marqué 
la ligne de terre en ligne de construction. Enfin, nous n'avons 
représenté l’ombre qu’en projection horizontale. 


Ш. 一 CONCOURS DE 1875. 


264. — Un tronc de cône droit s'appuie par sa grande base 
circulaire sur le plan horizontal de projection. Le rayon R de 
cette grande base vaut 7°" et son centre C est à une distance de 
8°" de la ligne de terre. L’aréte latérale du tronc a une lon- 
gueur égale au rayon В, et fait un angle de 45° avec le plan 
horizontal. Dans l’intérieur de ce tronc de cône, et sur le méme 
axe, est placé un petit 60116 renversé, dont le sommet est au 
point @ et dont la base coincide avec la base supérieure du 
tronc. 

Soit AB Paréte latérale du tronc de cône qui est parallèle CU 
plan vertical de projection, le point А étant sur la grande base 
et le point B sur la petite base ; on demande : 

do De construire les projections de l'ensemble des deux 
corps; 

2° De construire les projections des sections faites dans les 
deux corps par un plan perpendiculaire a Varéte AB, au 
point B; 

3° De mener, par le point où la verticale du point A perce le 
plan, une tangente à la section faite dans le petit cone; 

4° De trouver le point où cette tangente perce le tronc de 
cône. | 

Solution. — Nous remarquerons que la première question 
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est incomplète, et qu’on ne doit pas se contenter de dire l’en- 
semble des deux corps, parce que dans l’exemple actuel, cet 
énoncé n’a aucun sens. 

Dans la figure 75, planche 14, nous avons représenté la par- 
tie solide du tronc de cône extérieure au petit cône. 

Il résulte de cette hypothèse, qu’en projection horizontale, on 
voit complétement la surface latérale du tronc de cône, ainsi que 
la surface intérieure du petit cône. En projection verticale, on 
voit la partie antérieure de la surface latérale du tronc de cône, 
mais on ne voit pas la surface du petit cône; aussi le contour 
apparent vertical C’B’C’B’, de ce petit cône est-il marqué en petits 
points. 

Le plan sécant est parallèle au plan A,A’,S’; donc il coupe la 
surface latérale du tronc de cône suivant une parabole ayant 
pour sommet ВВ’, et dont le foyer de la projection horizontale 
est en $; mBn est la partie utile de cette parabole. 

Le même plan sécant PaP, coupe la surface latérale du petit 
cône suivant une ellipse ayant pour sornmets В, D, et pour 
foyer S. Dans l’épure, on a déterminé les deux autres sommets, 
à l’aide du plan horizontal р’ passant par le milieu de B’D’. 

Dans la troisième question, on demande de mener par le point 
aa’ une tangente à la section dans le petit cône. Cette tangente 
est l’intersection du plan sécant avec un plan tangent au cône 
mené par аа’. Or le plan tangent mené par aa’ est déterminé 
par la tangente bcb’c’ et la génératrice CcC’c’. Ces deux droites 
coupent le plan sécant en $ et yy”. Donc 03: est la tangente de- 
mandée, son point de contact étant yy’. 

Enfin, pour trouver lP'inlersection de cette droite avec la sur- 
face latérale du tronc de cône, par le sommet SS’ et par la droite 
on а mené un plan dont la trace horizontale est &. Le plan 
auxiliaire coupe donc la surface du tronc de cône suivant la 
génératrice Sp qui rencontre la droite 0ت‎ au point demandé 
ff’. 

Comme vérification, le point ff’ doit se trouver sur la para- 
bole. En résumé, la droite aea’e’ perce le solide que nous avons 
représenté en ff’, puis elle lui est tangente intérieurement en 
yy’, enfin elle sort du solide par le point es”, 
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IV. — CONCOURS DE 1877. 


265. — On donne un point $ dans l'espace, situé а 45™™ au- 
dessus du plan horizontal, et à 6°" en avant du plan vertical 
de projection. Ce рот‘ est le sommet de deux cônes droits а 
base circulaire. Le premier de ces deux cônes repose par sa 
base sur le plan horizontal de projection, son axe est en consé- 
quence vertical; le second cone а son axe perpendiculaire ав 
plan vertical de projection, contre lequel il s'appuie par sa 
base. Le rayon de base de chacun de ces deux cônes est 36%. 
On donne aussi un point O sur l'axe du second cône, entre la 
base et le sommet 5 et à 17m de ce sommet. Cela posé, on 
demande : 

4° De construire la projection de l’ensemble des deux corps; 

2° De mener par le point o un plan vertical faisant un angle 
de 45° avec le plan vertical de projection, et de construire les 
sections faites dans les deux 601165 par ce plan ; 

3° De mener par l’un des points où la trace horizontale du 
plan sécant rencontre la base du premier cône, un plan tan- 
gent à се cône ; 

4° Enfin, de mener un plan tangent au second cône perpen- 
diculaire à ce premier plan tangent. 

Solution. — En représentant, comme l'indique l’énoncé, la 
partie solide de chaque cône comprise entre le sommet et la 
base, la portion de base du premier cône à l’intérieur du 
contour apparent horizontal du deuxième cône est cachée en 
projection horizontale ; de même, la base du deuxième cône à 
l’intérieur du contour apparent vertical du second cône est ca- 
chée en projection verticale (fig. 76, pl. 14). | 

Soit PaP, le plan sécant, il coupo le premier cône suivant une 
hyperbole dont on a déterminé les asymptotes. Pour cela, on a 
mené par le sommet SS un plan parallèle au plan sécant, qui 
coupe le cône suivant SmS’m’, Sm,S’m’,; puis, on a mené les 
plans tangents au cône suivant ces deux génératrices, ils coupent 
le plan sécant suivant ро’, p,w2’,w’, qui sont les asymptotes 
demandés. 

On a mené ensuite le plan méridien Sr perpendiculaire au 
plan sécant, il coupe le cône suivant la génératrice SrS'y' qui 


y 
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rencontre le plan sécant en cc’. Ce point cc’ est un sommet de 
Phyperbole. 

Comme points remarquables, on a marqué le point sur le 
contour apparent vertical, nn’, ainsi que le point 00’, symétrique 
de пп’ par rapport au plan de symétrie SrS’r’. On a marqué 
aussi les deux points limites dans le plan horizontal pp’, pip’,. 

Le plan sécant coupe le deuxième cône suivant une ellipse 
ayant pour sommets aa’, a,a’,. S' est le foyer de la projection 
verticale, et on a déterminé les deux sommets du petit axe, a 
l’aide du plan de front bb, passant par le centre de la section. 

Pour la troisième question, nous avons choisi le point 2. Le 
plan tangent en ce point au premier cône a pour trace horizon- 
tale p3, sa trace verticale Q,8 est parallèle à la ligne de front 
S/fS’f’. On a profité de la construction de ce plan tangent, pour 
dessiner la tangente p’s’ à Phyperbole. 

Enfin, pour résoudre la quatrième question, on a mené par le 
sommet SS’ une perpendiculaire 5.5“ sur le plan 0301 puis 
par le point v’ on a mené une tangente à la base du deuxième 
cône ; v’l’k” est donc la trace verticale de ce deuxième plan tan- 
gent; quant à sa trace horizontale, c'est une parallèle à Phori- 
zontale SkS'k' menée par la trace horizontale hh’ de SS > . 

Ici encore, on a profité du plan tangent au deuxième cône, 
pour dessiner la tangente 和 和 'F au point correspondant de Pel- 
lipse. 


У. — CONCOURS DE 1879. 


266. 一 On donne deux points a et В situés sur la ligne de 
terre xy, distants entre eux de 176598 et deux plans passant 
par ces points. (Placer le point a à droite du point 8, du côté du 
point y.) 
| Le plan РаР’ a pour traces deux droites telles que Pangle 
¡Pax = 36°, et Р’ах = 48°. Le plan Q:Q’ est perpendiculaire au 
plan vertical, sa trace verticale fait avec la ligne de terre un 
angle Q 39. Cela posé, on demande : 

4° be prendre dans le plan P'aP un point S, situé à 100™™ 
au-dessus du plan horizontal, et à 42™™ en avant du plan ver- 
tical de projection ; 

® Construire les projections d’un cône circulaire droit 
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ayant le point $ pour sommet, et s'appuyant par sa base sur le 
plan 0830", le diamètre de ce cône étant égal à sa hauteur; 

3° Mener les plans tangents à ce cône, parallèles a l’inter- 
section des deux plans P'aP et Q’2Q (fig. 77, pl. 45). 

Solution. — Pour trouver le point SS’, on a déterminé Pin- 
tersection du plan PaP, avec une parallèle à la ligne de terre 
située à 100™™ au-dessus du plan horizontal, et à 42™™ en avant 
du plan vertical, à l’aide du plan horizontal S’h’. 

On a ensuite mené Гахе du cône et rabattu le plan de base, de 
manière à montrer le rabattement 0, de la base : cette base se 
projette horizontalement suivant une ellipse ayant pour sommets 
du petit axe a et В, et pour longueur du grand axe a'b’. 

Pour trouver le contour apparent horizontal du cône, on lui 
a mené des plans tangents verticaux, contenant par conséquent 
la verticale SsS's”. Оп a donc rabattu le point co’ en برت‎ puis 
mené par ce point des tangentes à la base rabattue, et enfin, on 
a relevé ces tangentes 47/M,, 5,N, suivant pom, von. 

Pour résoudre la troisitme question, on commence par cher- 
cher l'intersection des deux plans P et Q, en remarquant que 
cette droite doit passer par le point 00’, parce que les deux plans 
donnés sont rectangulaires. 

Soit codc'o'd' la direction trouvée, on Га rabattue sur Je plan 
horizontal suivant 60,4, puis on a mené des tangentes parallèles 
à celte droite au rabattement de la base. Ces tangentes =p,, 47 
sont relevées suivant <pzx’p’, crp’r’; SpS’p’, SrS’r’ sont donc les 
génératrices de contact. Comme les deux plans tangents doivent 
contenir la parallèle à cdc’d’ menée par le sommet du cône, on 
s’est servi de la trace verticale de cette droite, pour déterminer 
les traces des deux plans tangents. 

Ainsi RyR, est le plan tangent suivant SrS'r”, tandis que TT, 
est le plan tangent suivant SpS'p”. 

267. — Remarque, — Au lieu d’employer le rabattement de 
la base, on aurait pu résoudre la question en se servant d’une 
sphère inscrite dans le cône. 


VI. — CONCOURS DE 1880. 


268. — On donne: 1. un plan РхР’ dont les traces font aret 
la ligne de terre des angles Pay حت‎ 5, P'ay حت‎ 36), et % т 
point $ situé dans ce plan, 4 42™" en avant du plan vertical 
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de projection, et à 54%" au-dessus du plan horizontal. Et Pon 
demande : 

4° De construire les projections d'une pyramide SABC, ayant 
pour sommet le point $, et s'appuyant sur le plan horizontal 
par sa base ABC (le point A вап le plus éloigné de la ligne de 
terre), au moyen des données suivantes : 

Le plan de la face ASC est perpendiculaire au plan PaP' et 
fait «un angle de 72° avec le plan horizontai; la face ASB est 
siluée dans le plan РаР’. L’angle plan ASC = 75°; Pangle plan 
ASB = 66°; 

2’ De mener par le centre de gravité G de la pyramide un 
pin perpendiculaire à la droite SG, qui joint ce centre de gra- 
tité au sommet $, et de construire les projections de la section 
faite par ce plan dans le solide (fig. 78, pl. 15). 

Solution. — On a d’abord construit le point SS’, comme 
dans l’exemple précédent, à l’aide du plan de front Sf, 
puis on a déterminé le plan SAC. Pour cela, par SS on 
mène SpS'p’ perpendiculaire sur le plan PaP,, par cetle droite, 
on mène un plan tangent à un cône de révolution ayant pour 
sommet SS’, pour axe la verticaleS, et pour angle à la base 72; 
soit pA la trace horizontale de ce plan. On en déduit Paréte 
BAS’A’. 

Ensuite, on a rabattu le plan PaP, sur le plan horizontal. La 
Moite SAS’A’ prend la position S¿A, d’où on déduit le rabatte- 
ment S.B de Paréte SB. Enfin, on a rabattu le plan SAp sur le 
plan horizontal; SAS'A” prend la position S,A, d’où on déduit 
le rabattement S,C de Paréte SC. 

Pour trouver le centre de gravité du tétraèdre, on a tracé une 
médiane de la base ABC, dont on a pris le tiers à partir de la 
base; puis on a joint SwS’w’, dont on a pris le quart à partir de 
ذأ‎ base. | 

Un а alors effectué le changement de plan vertical x,y,, la 
txne de terre étant parallèle à SG. Dans ce système, le plan sé- 
cant est perpendiculaire au plan vertical, et on en déduit immé- 
diatement la section mngrm’ ;n’ q” 1”, qui se projette verticale- 
ment suivant m'n'q'1” dans le système primitif. 

L'énoncé ne faisant aucune hypothèse sur l’objet à repré- 
senter, on a dessiné tout simplement le polygone sur le 
téuraèdre, en supposant le plan sécaut transparent. 
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VII. 一 CONCOURS DE 1881. 


269. 一 On donne un plan PaP, incliné de 40° sur le plan 
horizontal, el dont la trace horizontale fait avec la ligne de 
terre un angle de 36°. Un cercle, situé sur ce plan, dans le 
premier diédre, est tangent aux deux traces oP et оР., et a 
pour diamètre Skmn, Ce cercle est la base d'un cône droit, st 
tué au-dessus du plan PaP,, et dont la hauteur égale 108"”. 
On demande : 

4° De construire les projections de ce cône; 

2 De trouver les points de rencontre de ce cône avec la 
parallèle à la ligne de terre menée par le milieu de la hau- 
teur ; 

30 De mener le plan tangent au cône par le point de ren- 
contre situé à droite (fig. 79, pl. 16). 

Solution. — Pour construire le plan de base, nous avons 
effectué le changement de plan vertical лу, ayant pour but 
de rendre le plan inconnu perpendiculaire au plan vertical. Ce 
changement de plan nous servira aussi pour la construction du 
cône. Soit ده‎ la trace verticale du plan de base dans le système 
2,1, en choisissant le point aa’, dans le plan vertical primitif, 
‘yous en avons déduit suivant 0 2 la trace verticale inconnue 
Pia, et suivant da,a le rabattement de cette trace verticale sur 
le plan horizontal. 

La base du cône a donc pour rabattement une circonférence 
inscrite dans l’angle Paa, et ayant pour rayon 27mm, 

Soit 0, le centre de cette circonférence, on a relevé ce point 
en 00’ dans le plan PaP,. 

En menant par le point 00’ une perpendiculaire sur le plan 
PaP,, on a Paxe du cône, sur lequel on a porté 1088 dans le 
système 1,Y,, pour déterminer le sommet SS',, et par suite SS’. 

Dans le système 2711, S'1x étant une génératrice principale du 
cône, on а mené par une perpendiculaire sur cette génératrice, 
et son point de rencontre avec Рахе donne en oo' to” le centre 
de la sphère inscrite dans le cône, et tangente à ce cône tout le 
long de sa base. D’ailleurs, le rayon de cette sphère est mesuré 
par ,م2‎ On s’est servi de cette sphère pour construire les con- 
tours apparents du cône, ces contours apparents étant composés 
des tangentes issues des projections du sommet aux contours 
apparents de même nom de la sphère inscrite (59). 


> 
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Pour représenter le cône, il reste encore à dessiner Ics deux 
projections de la base. 

En projection horizontale, la base se projette suivant une 
ellipse ayant pour centre le point о, pour grand axe l'horizontale 
du plan menée par ce point о, la longueur de ce grand axe étant 
égale à 54™™, L’un des sommets du petit axe est le point de 
contact b de la circonférence de base avec la trace horizontale 
Pz du plan. 


En projection verticale, la base se projette aussi suivant une 


ellipse ayant pour centre le point 0’, pour grand axe la ligne de 
front menée par o’, la longueur de ce grand axe étant encore 
54mm, 

L’un des sommets du petit axe est le point de contact c’ de la 
circonférence de base avec la trace verticale Pia du plan; се 
point c’ se trouve en méme temps sur la projection verticale de 
l’axe du cône. 

Pour résoudre la deuxième question, par le sommet SS’ et la 
droite DD’, on a mené un plan dont on a cherché la trace sur le 
plan de base. Cette trace passe d’abord par le point 00’, et en- 
suite par le point hh’ qui est le point de rencontre des traces 
horizontales des deux plans, en remarquant que la trace hori- 
zontale du plan SDS’D’ est la parallèle à la ligne de terre menée 
par la trace horizontale kk’ de Гахе du cône. 

La droite oho"h' rencontre alors la base en deux points rabat- 
tus en pav et relevés en pu”, »’; le plan 515/1" coupe donc le 
cône suivant les deux génératrices SuS’p’, SvS' qui rencontrent 
DD’ aux deux points demandés mm’, nn’. 

Enfin, pour répondre à la troisième question, on remarque 
que le plan tangent en mm’ est le même que le plan tangent en 
pe’, il contient donc la tangente en pz’ à la directrice ; or celte 
tangente se rabat suivant v.t, donc la trace horizontale du plan 
tangent passe par le point ¢ qui est la trace horizontale de la 
tangente à la directrice. De plus, le plan étant en même temps 
tangent à la sphère inscrite, il est perpendiculaire sur le rayon 
op”, се qui permet de trouver les deux traces T9,T,9. 

Nous avons établi la ponctuation en supposant les plans de 
projection et le plan de Базе opaques: le cone solide, limité à 
son sommet et à sa base; et enfin, la droite DD” de même subs- 
lance qu? le cone. 
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УШ. 一 PROBLÈME. 





270. — On donne, dans le plan horizontal, une circonf 
rence ayant son centre o sur le grand ace de la feuille, a 8 
en avant du plan vertical, cette circonférence passe par À 
point aa’ à 558 à gauche du centre de la feuille, et 13“ e 
avant du plan vertical. La circonférence ainsi définie sert 4 
base à un cône droit dont le demi-angle au sommet est de 3Y 
(tig. 80, pl. 46). 

On demande : 1° Ге mener la normale au rône par le milieu 
mm’ de la génératrice SaS'a ; 

2 De mener par cette normale deux plans à 45° sur le plan 
méridien Soa; 

3° De construire les sections faites dans le cône par ces deur 
plans ; 

4° De représenter la partie solide du cône contenue dans les 
deux dièdres opposés formés par les plans précédents, ces 
dièdres opposés devant contenir également l’axe du cône. On 
supposera d'ailleurs le cône limité à son sommet et a sa base. 

Solution. — Pour mener la normale au point mm’, milieu 
de la génératrice SaS'a', on a fait tourner ce point autour 
de Paxe, de manière à Гатепег еп 1m,m', sur la génératrice 
principale; on a alors mené la normale en ce Point m,m’,, elle 
rencontre l’axe au point fixe ww’ ; donc mom’ w’ est la normale 
demandée. 

Comme vérification, cette normale rencontre la base du cône 
au point ры’, celte vérification tient à ce que la section méri- 
dienne du cône est un triangle équilatéral. 

On a profité de l'opération précédente pour résoudre la 
deuxiéme question ; il suffit, en effet, aprés la rotation, de me- 
ner par la droite m,wm’,w’ deux plans faisant avec le plan ver 
tical l’angle de 45°. On a donc effectué le changement de plan 
horizontal Zays qui a pour but de rendre wm,w’m’, verticale. 

Dans ce système, le plan inconnu a pour trace horizontale 
Mac, qui fait avec la ligne de terra Pangle donné 48°; en effec- 
tuant le changement de plan inverse pour le point «,2’,, nous 
aurons suivant 712, la trace horizontale de Pun des plans après 
la rotation. Il faut douc entin faire tourner cette trace horizon- 
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tale de Pangle ,Sy, ce qui donne suivant ua la trace horizontale 
de l’un des plans dans le système primitif; la trace horizontale 
du deuxième plan, رقم‎ est symétrique de ua par rapport au plan 
méridien Soa. 

Pour résoudre la troisième question, on emploie comme plans 
auxiliaires, des plans passant par Рахе du cône. 

De tels plans coupent le cône suivant des génératrices, et les 
deux plans sécants suivant des droites passant par le point fixe 
ww’. 

Soit, par exemple, cod la trace horizontale de l’un des plans 
auxiliaires, ce plan coupe le cône suivant les deux génératrices 
ScS’c’, SdS’d’, et les deux plans sécants, suivant les deux droites 
wyw'y’, wiw’d’, 

Nous obtenons en tout quatre points, mais nous n’avons mar- 
qué que les points utiles, c’est-à-dire les points compris entre 
le sommet et la base, soit ¢:¢’s, did’, ces deux points. 

La tangente au point did’; est Vintersection du plan sécant 
wuèw’u’3 avec le ple tangent suivant la génératrice SdS'd'. Les 
traces horizontales de ces deux plans se rencontrent au point tt’ 
qui est la trace horizontale de la tangente; d,td,’t’ est donc la 
tangente demandée. 


Comme points remarquables, on a déterminé les sommets des 


deux sections, en employant comme plan auxiliaire le plan mé- 
ridien perpendiculaire au plan sécant ; ¢,c’, est l’un de ces som- 
mets; en ce point, la tangente est parallèle à la trace horizontale 
du plan sécant. 

Les points sur le contour apparent vertical du cône ont été 
obtenus en coupant par le plan méridien principal, on a ainsi 
trouvé les trois points utiles ce’, ff’, gq’. 

Les deux sections passent par le point mm’, et les tangentes 
en ce point sont précisément les deux droites mam'a!, тет В’. 

On г en outre marqué les tangentes au point pp” qui appar- 
tient également aux deux courbes, on pourra vérifier. que l’une 


¡de ces tangentes est dans un plan de profil, tandis que l’autre 


est de front. | | 

Enfin, les points limites de la partie utile de la courbe sont 
avec le point y” les deux points w’ et <n’; dans chacun des deux 
plans sécants, les tangentes en ces deux points sont symétriques 
des deux tangentes en up’, par rapport aux axes des deux sec- 


tions. 
J. Cinox Géomét, deserip. élém., 2° р, 15 
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EXERCICES. 


1. 一 Ponctuation. — On établit la ponctuation de la 
e sur le cône solide et conservé tout entier. La courbe أن‎ 
vue tout entière en projection horizontale; en projection 
ale, les régions e’m’d’,g', »'m’f’ sont seules vues. 

ique génératrice du cône sera conservée à partir du som- 
asqu’A son premier point de rencontre avec l’un des plans 
ts, et enlevée à partir de ce point jusqu’au point de ren- 
3 avec le deuxième plan sécant, ou avec le plan horizontal. 
régions e'f”, g'u', sont donc enlevées, et par suite, la ri- 
بكر‎ de l'intersection redevient vue comme contour appa- 


génératrice Sma étant conservée complétement, il en ré- 
que la région ха» de la base est aussi conservée. 

portions de traces horizontales des deux plans sécantsi 
‘ieur de la base du cône étant des arêtes du solide, elles 
:onservées dans les régions ти et yz, mais elles ne sont vues 
Jartir des deux points x et», jusqu’à la courbe, comme con 
apparents. 
in, la normale mym’p’ est conservée entre les deux points 
вы’ comme aréte du solide. 
projection horizontale, cette droite est cachée, puisque le 
её du cône qui se trouve au-dessus est conservé. 
projection verticale, cette mème normale est vue, parce 
3s génératrices qui sont en avant sont enlevées. 
a indiqué les portions conservées et vues des deux plans 
ts, avec des hachures dirigées suivant des horizontales, 
la projection horizontale, et suivant des lignes de front, 
la projection verticale, 


IX. — CONCOURS DE 1883. 


2. — Construire la pyramide triangulaire SABC, dont 
se ABC est appliquée sur la partie antérieure du И. 
ontal. Le dièdre AB vaut 69°; le sommet В est sur lo 
de terre xy, et Paréte AB est perpendiculaire à ху. On 
2 en millimètres : 

= 411, 86 ع‎ 125, 46 - 4141, SB—118, SA = 126. 
cercle situé sur le plan vertical duns l'angle Bs'c' est 
mt aux deux côtés de cet angle et a pour rayon 0-036. 
rele est la base d’un cylindre dont les génératrices soul 
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perpendiculaires au plan vertical. Construire l'intersection 
de ce cylindre avec la pyramide. On indiquera les tracés effec- 
tués pour obtenir un point quelconque de l'intersection et de 
la tangente en ce point. 

Dans la mise à Vencre, on représentera la pyramide sup- 
posée pleine et existant seule, en supprimant la portion de ce 
corps comprise dans le cylindre. 


X. — CONCOURS DE 1884. 


273. — On donne dans le plan vertical de projection, un 
cercle tangent а xy, dont le rayon égale 31"". Le pentagone 
régulier inscrit dans ce cercle, et dont un sommet À est sur 
xy, est la base d'un prisme droit. Un cône droit, dont le som- 
met est situé dans le plan de profil du point À, à 84°" au-des- 
sus du plan horizontal et à 69™ en avant du plan vertical, 
a pour base, sur le plan horizontal, un cercle dont le rayon 
est de 60. On demande l'intersection du cône et du prisme. 
On indiquera le tracé des constructions effectuées pour 
trouver un point quelconque de l'intersection et la tangente 
en ce point. 

Dans la mise à l'encre, on représentera la portion du 
prisme qui est contenue dans le cône. 


XI. — CONCOURS DE 1885. 


274. — On donne dans le premier dièdre un point À dont 
la cote xa’ est 19™ et dont l'éloignement aa est 22%, et un 
point G dont la cote yg’ est 537", dont l'éloignement yg est 
عمقي‎ et dont la distance au plan du profil À vers la droite 
est de 52™. La droite AG est une diagonale du parallélipi- 
pède rectangle dont une face est horizontale, une autre paral- 
lèle au plan vertical. Trouver : 1° les projections du paralléli- 
pipède ; 2° celles de la sphère qui lui est circonscrite. 

Par les milieux М, М, 2 des trois aréles DH, BC, EF (ABCD 
est la face inférieure, EFGH en tournant dans le même sens 
la face supérieure du parallélipipède) on fait passer un plan; 
trouver les intersections de ce plan avec le parallélépipède 
avec la sphère, et les vraies grandeurs de ces sections. 

Pour la mise à Pencre, on supprimera la portion de la 
sphère siluée au-dessus du plan sécant, et la portion du 
purallélépipede située au-dessous. 





A 
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XII. — CONCOURS DE 1886. 


275. 一 On donne un point À sur la ligne de terre, un 
point 5 distant du plan horizontal de 78™®, du plan vertical 
de 51"" et du point A de 124"". Construire le tétraédre SABC, 
dont la base ABC est sur le plan horizontal de projection, 


sachant que le plan BSC est perpendiculaire à Paréte SA, et 


que les angles diédres AB et AC valent chacun 68°. On aura 
soin de placer le point A le plus à gauche possible. 

Construire l'intersection de cette pyramide avec le cylindre 
de révolution qui a SA pour axe et pour rayon 55m. 

Dans la mise à Vencr., on supposera que le tétraédre est 
seul et que le solide commun au cylindre et à la pyramide est 
enlevé. | 


XIII. 一 CONCOURS DE 1887. 


276. — Un tétraèdre SABC a sa base ABC sur le plan 
horizontal aa’ = ,"دياق‎ a'b' =-99"" (vers la droite) ab — 149== 
(bb' < aa’), bc = 444, ac —171™. (Le sommet c est à druite 
de a), L'aréte SA parallèle au plan vertical égale 136"= et 
fait avec Varéte АВ un angle de 62°. On demande: 410 de 
construtre le tétraédre; 2° de mener la droite DE perpendi- 
culaire commune aux deux arêtes opposées SA et SC. 

Du point 0, milieu de DE, comme centre, on décrit une 
sphère avec un rayon égal à 22тт; mener & cette sphère deux 
plans tangents perpendiculaires à Varéte SC, et construire 
l'intersection de ces deux plans avec le tétraèdre. 

Dans la mise à Pencre, on ne conservera que la partie du 
tétraèdre comprise entre les deux plans. 


XIV. — CONCOURS DE 1888. 


277.— Un tétraédre SABC dont la face ABC est située sur 
le plan horizontal, est déterminé de la manière suivante : le 
sommet S a pour cote 70™ et pour éloignement 30" Laréte 
SA est dans un plan de profil est le point А a pour éloigne 
ment 1157". La face SBC (В à gauche) est parallèle au plan 
vertical. Les faces SAB et SAC font chacune avec le plan qui 
contient Paréte SA un angle de 45°. — Sur Varéte SB on 
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prend, entre S et В, un point D à 20™ du sommet $, et par 
ce point D on mène un plan perpendiculaire à Varéte SB; се 
plan coupe SC en E et SA en Г. 

4° Construire les projections du triangle DEF; 

2° On considère la sphère qui a DE pour diamètre ; repré- 
senter le solide commun à celle sphère et au tétraèdre. 


XV. — CONCOURS DE 1889. 


278.— On donne un plan PaP’ ,dont les traces font avec la 
ligne terre ху (x à gauche, y à droite) deux angles Pay et P'ay 
égaux chacun 6 45°; sur la trace horizontale un point А 
dont l'éloignement est 40™, et sur la trace verticale un 
point В dont la côte est 62"*, Là droite AB est le côté Фив 
carré silué duns le plan PaP”, à droite de AB; ce carré est 
la base d'un cube situé au-dessus du plan. 

Construire l'intersection de ce cube avec le cylindre droit 
ayant pour trace verticale un cercle de 65== de rayon, situé 
au dessus de la ligne de terre et tangent à cette ligne de terre 
au point a’, projection verticale du point A. 

On représentera la partie du solide cubique comprise dans 
le cylindre. 


XVI. — CONCOURS DE 1890. 


279.— Un cône de révolulion a pour base sur le plan hori- 
zontal un cercle O de 80 de rayon, tangent à la ligne de 
terre et il a une hauteur de 112=". On тёпе : 1° par le 
milieu À de la génératrice de front (celle de gauche), le plan 
parallèle au plan tangent au cône suivant la génératrice 
opposée; 2 la normale au cône en A qui rencontre:le plan 
horizontal en В, les tangentes BC et BD au cercle O et enfin 
les plans ABC et ABD. 

On demande de représenter par ses projections le solide 
commun au cône et au tétraèdre que forment le plan hori- 
zontal et les trois plans précédents. 


FIN. 
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GÉOMÉTRIE COTÉE 


‘NOTIONS PRELIMINAIRES 


4. — La géométrie descriptive, dont la géométrie cotée n’est 
qu’une forme particulière, a pour but l’étude des figures de 
l’espace, en ramenant cette étude à celle des figures planes. 

La méthode de transformalion employée pour arriver à ce 
résultat s'appelle la méthode des projections. 


2. — Définitions. — On appelle projection conique d'un 
point À sur un plan P, par rapport 0 un centre de projection و0‎ 
le point de rencontre a du plan P avec la projetante Oa qui 
joint le point donné au centre de projection. 

Le point a s'appelle aussi la perspective aérienne du point À, 


_ еп prenant comme point de vue le point O el pour plan du tableau 


le plan P. 


3. — On appelle projection oblique d'un point À sur un 
plan P, parallèlement à une direction donnée D, le point de 
rencontre a du plan P avec la parallèle à la direction donnée D 
menée par le point À. 

Cette projection oblique s’appelle aussi perspective cavalière 
du point А sur le plan ©. 

J. Canon, 一 Géom. cotée. 1 


y 
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— Enfin, on appelle 
sur un plan P le pied a 
point А sur le plan P. 


5. — Ainsi les projection 
des projections obliques, qu 
des projections coniques. 


6. — Ombres. — Le: 
également aux ombres. Ai 
éclairé par une source lur 
l'ombre au flambeau, sur 5 1 ١ 
contre а du plan P avec le rayon lumineux Qa qui passe par le point 
donné. 

De même, dans le cas de l'ombre au soleil, l'ombre portée 
par un point A sur un plan P, c'est la trace a sur le planP 
de la parallèle aux rayons lumineux menée par le point de 
l'espace A. 


7. — Les définitions des projections montrent que la projection 
d'un point est toujours déterminée; mais, inversement, étant 
donnée en a la projection conique d’un point de l’espace, on sait 
tout simplement que le point se trouve sur la projetante Oa; il 
est donc nécessaire, pour déterminer complètement le point, de 
se donner une condition de plus. 

On peut. par exemple, définir le point à l’aide d’une deuxième 
projection dans un deuxième système différent du premier. Dans 
ce cas le point de l’espace sera à Vintersection des deux proje- 
tantes déterminées par ses deux projections connues. 

On peut aussi définir le point à l’aide d’une seule projection et 
de sa distance au plan de projection, comptée sur la projetante, 
distance que Pon inscrit en chillres à côté de la projection du 
point, et que Pon appelle la cote du point lorsqu'on emploie des 
projections orthogonales. 





8. — De là deux méthodes distinctes pour définir un point de 
l'espace : 1° la méthode des deux plans de projection; 2 la 
méthode des plans colés. Mais il faut bien se mettre dans l'esprit 
que ces deux méthodes ont plus d'un point commun, les théo- 
rèmes de géométrie dont nous aurons à nous servir dans l’une on 
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 3 


l’autre méthode étant absolument indépendants de la façon de 
les appliquer. Certaines constructions peuvent être plus simples 


en géométrie cotée que dans la méthode des deux plans de pro- * 


jection ou réciproquement. Le mieux est donc de s’exercer a 
passer arbitrairement d’un système à l’autre, ce qui permettra 


dans la suite, suivant la nalure de la question, d'employer le 


procédé le plus avantageux. 

C'est done à ce point de vue que nous chercherons à nous 
placer dans la suite de ce livre, tout en donnant plus d'importance 
à la méthode des plans cotés, comme semblent l’indiquer la lettre 
at l'esprit du programme. 











LIVRE I 


POINT — DROITE — PLAN 


CHAPITRE PREMIER 


. te 


I. — REPRÉSENTATION DU POINT. 


9. — Dans la méthode des deux plans de projection, on 
emploie généralement deux plans de projection rectangulaires, 
et pour les distinguer l’un de l’autre on les appelle : le premier, 
plan horizontal; Pautre, le plan vertical. 

L'intersection des deux plans de projection est la ligne de 
terre, que l'on représente par les lettres x, y, écrites de droite á 
gauche, pour un observateur placé debout sur le plan horizontal 
et regardant le plan vertical. 





Fig. 1. 


Soit A un point de Pespace (fig. 1), nous le projetons orthogo- 
nalement en a sur le plan horizonial et en a, sur le plan vertical. 





POINT， 一 


in répétant la même op 
كام‎ d’une figure de l’esp: 
l'espace deux figures pla 
our obtenir une seule fi 
te plus qu’a rabattre le 
st-à-dire que nous faisor 
n angle droit, de façon ? 


Fig. 2. 


¡jections d'un point le même nom, en accentuant la projection 
ticale, et pour désigner le point dans Г6риге on nomme ses 
1x projections a, a’. 

Ajoutons que, le rabattement précédent pouvant s'effectuer de 
ах façons différentes, on est convenu d’amener la partie supé- 
ure du plan vertical à coïncider avec la région postérieure du 
n horizontal. ١ 


10. 一 THEOREME. — Dans toute épure les deux pro- 
tions d'un point sont sur une méme ligne de rappel, c'est-à- 
re sur une méme perpendiculaire à la ligne de terre. 

En effet, les deux projetantes Aa, Aa (fig. 1) étant perpendi- 
laires sur les deux plans de projection, elles forment un plan 
‘aa, perpendiculaire simultanément sur les deux plans de 
ajection, et par suite sur leur intersection ху. 

Donc les deux droites aa, aa sont perpendiculaires sur zy. Il 
est de même après le rabattement du plan vertical sur le plan 
rizontal, el par suite, dans l’épure, aa el a'a forment une seule 
ile perpendiculaire sur ay. 


14. —Réciproque.— Étant donnés, dans une épure,deur 
ints a, a sur une méme ligne de rappel(fig. 2), on peut toujours 
isidérer ces deux points comme les projections d'un point 
ique et parfaitement déterminé dans l'espace. 
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En effet, relevons le plan vertical, de façon à reconstituer l’ob- 
jet. La droite a'z vient prendre la position a,a (fig. 1) en restant 
perpendiculaire sur la ligne de terre. Nous formons ainsi le plan 
ааа: perpendiculaire sur la ligne de terre, et par suite sur les 
deux plans de projection. I} en résulte que les deux projetantes 
déterminées par les deux projections connues sont contenues 
toutes deux dans le plan aaa, et par suite elles se rencontrent en 
un point unique et parfaitement déterminé А. 


42. — THEOREME. 一 Dans toute épure, la distance 
de la projection verticale d’un point à la ligne de terre repré- 
sente la distance du point au plan horizontal, c'est-à-dire la 
6016 du point. 

En effet (fig. 1), le quadrilatére Aaaa, est un rectangle, car les 
angles en a et a, sont droits, puisqu’on emploie des projec- 
tions orlhogonales; de même, l’angle en a est droit aussi, puisque 
les deux plans ce projection sont rectangulaires. 

On a donc : a’« = aya = Aa. 

Ainsi, dans l’épure, a'a représente la hauteur du point au- 
dessus du plan horizontal ; autrement dit, а’ estla cote du point. 
Quand le point est au-dessus du plan horizontal, sa projection 
verlicale est au-dessus de la ligne de terre, et l’on dit qu'il a une 
cote positive. Si le point était au-dessous du plan horizontal, sa 
projection verticale serait au-dessous de la ligne de terre, et sa 
cote serail négative. 

On appelle de même éloignement d'un point sa distance au 
plan vertical Aa, (fig. 4). Un raisonnement analogue au précédent 
montre que, dans l’épure, l'éloignement est mesuré par la dis- 
tance aa (fig. 2) de la projection: horizontale du point à la ligne 
de terre. 


43. — En géométrie cotée, comme nous l'avons dit, on définit 
le point de l’espace par sa projection horizontale et sa cote, que 
Гоп inscrit en chiffres auprès de la projection du point. Ainsi 
(fig. 3), le point a (5) se trouve sur la verticale a à une distance 
au-dessus du plan horizontal égale à 5 unités de l’échelle du 
dessin. Remarquons donc que toute épure de plans cotés doit 
être accompagnée d’une échelle, que l’on figure au bas du dessin 
et sur laquelle sont comptées les cotes de tous les points. | 

Presque loujours on suppose le plan horizontal de comparaison 


8 POINT. — DROITE. 一 PLAN. 
suffisamment bas au-dessous de l’objet à représenter pour que 
tous les points de cet objet aient des cotes positives. 

44. — Si nous voulons maintenant passer de la méthode des 
plans cotés à celle des deux plans de projection, il suffit de 
figurer une ligne de terre 
quelconque xy, et de porter 
sur la perpendiculaire à zy 
menée par a (fig. 3), à partir 
de xy et au-dessus de жу, une 
longueur a'a égale à 5 unités 
de l'échelle du dessin. 

Réciproquement ， étant 
donné le point aa’ dans le 
système de plans de рго- 


HANA jection zy, pour déterminer 


ra 
/ 





Fig. 3. ce point en plans cotés, il 
suffira d'inscrire près de a la valeur 5 de a'« mesurée sur 
l'échelle du dessin. 


If. — POINTS REMARQUABLES. 


45. — En géométrie cotée, les points remarquables sont ceux 
qui sont contenus dans le plan horizontal; ils sont caractérisés 
par leur cote qui est nulle. 

Si Pon avait deux plans de projection, un tel point du plan 
horizontal aurait sa projection verticale sur la ligne de terre. Пу 
aurait de plus ici 3 considérer, comme points remarquables, les 
points du plan vertical qui se projettent horizontalement sur la 
ligne de terre, parce que leurs éloignements sont nuls. 

On aurait aussi les points dans les plans bissecteurs des diédres 
formés par les plans de projection, pour lesquels la cote est égale 
à l’éloignement; de telle sorte que, si le point se trouve dans le 
premier plan bissecteur, ses deux projections sont symétriques 
par rapport à la ligne de terre, tandis que, s’il est dans le second 
plan bissecteur, ses deux projections sont confondues. 


Ш. — POINTS A COTE RONDE. 


46. — On appelle points à cote ronde ceux dont la cote est 
figurée par un nombre entier : a (5), b(22), etc., sont des points à 
cote ronde. 





CHAPITRE II 


I. — REPRESENTATION DE LA DROITE. 


177. — On appelle projection d'une ligne le lieu des projec- 
tions de tous les points qui composent la ligne. Les projetantes 
des différents points de la ligne forment un cône dans le cas des 
projections coniques, ou un cylindre dans le cas des projections 
obliques ou orthogonales, qu'on appelle le cône ou le cylindre 
projetant de la ligne. En résumé, la projection d’une ligne est la 
trace sur le plan de projection de son cône ou de son cylindre 
projetant. 


48. 一 THEOREME. — La projection d'une droite est 
généralement une ligne droite. 

En effet, le cône projetant d’une droite, étant engendré par une 
ligne droite passant par un point fixe qui est le sommet du cône, 
et S'appuyant sur une droite fixe, se réduit généralement à un 
plan dont 13 trace sur le plan de projection est toujours une 
ligne droite. 

Ce théorème est en défaut lorsque la droite passe par le centre 
de projection. Dans ce cas, les projetantes des différents points 
de la droite coincident toutes avec la droite elle-même et, par 
suite, la projection de la droite se réduit à un point qui est la 
trace de la droite sur le plan de projection. 

La même exception se présente dans le cas des projections 
obliques ou orthogonales, lorsque la droite est parallèle à la 
direction suivant laquelle on projette. Ainsi, toute verticale a sa 
projection horizontale réduite à un point. | 


49. — Dans l'espace, une droite est toujours déterminée par 
deux de ses points. 
Soit donc aa’, bb’ les deux points qui définissent une droite ; 





10 POINT. - 


le théorème précédent not 
de la droite ab et pour pro 

Autrement dit, les deux 
en joignant par deux droit 
deux points qui la détermi 

De même, soit en projec 
deux points qui détermine: 
de cette droite est la ligne 


20. — Cas particu 
définissent la droite ont 1 
droite est alors verticale 
réduit au point unique a, 
projetant horizontalement 


24. — PROBLEM 
droite. 

Soit, dans une épure or: o 
droite et m la projection horizontale d'un point de celte droite. 
proposons-nous de trou- 
ver sa projection verti- 
cale. 

IF suffit pour cela de 
mener la ligne de rappel 
passant par m (10), elle 
coupe А’ au point de- 
mandé т (fig. 4). 

Une méthode identique 
permet de résoudre la 
même question en géo- 
métrie cotée. 

Soit a (5), 6 (2,25) les 
deux points qui définissent une droite et m la projection horizon- 
tale d'un point de cette droite (fig. 5). Bien entendu, le point т se 
trouve sur ab. Nous nous proposons de déterminer la cote du 
point т. Pour cela, nous prenons comme ligne de terre ay la 
droite ab, par exemple. Les points a, b se projettent verticale- 
ment en а’, b' sur les lignes de rappel aa’, bb’, à des distances au- 
dessus de ху, аа’, bb' égales respectivement à 5 et à 2,25 unités 
de l'échelle du dessin; a'b' est donc Ja projection verticale auxi- 





Fig. 4. 
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liaire de la droite et, par suite, le point m se projette verticale- 
ment en M sur a’b’. 





Fig. 5. 


En résumé, la cote de in est mesurée par mm’ sur l'échelle du 
dessin. 

11 est bon de remarquer que la valeur numérique de la cote 
ainsi obtenue est indépendante de l'unité employée pour former 
l'échelle du dessin. 

On peut aussi arriver au même résultat de la façon suivante : 
les triangles semblables b'm'p, b'a'x donnent : 


d'ou : 


et par suite : 
7 d'a 
mm == 6b’ + ba * b'u, 
ou : 
ae 2,79 
mn! = bp + PE < mb = 2,25 + ¿5 
22. — PROBLÈME. — Trouver sur une droite un point 
de cote donnée. 
Soit, comme dans l’exemple précédent, © (5), 6 (2,25) les deux 
points qui déterminent la droite (fig. 5), et proposons-nous de 
délerminer le point de cette droite ayant pour cote (4). En prenant 


X 2,45 = 3,98. 
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toujours comme plan vertical de 
suffit, pour trouver le point, de ام‎ 
tion verticale a'b' de la droite av 
tance au-dessus de ху égale à 
On obtient ainsi le point p' « 
en p. 

La formule précédente permet 
en évitant de tracer la projectior 
projection verticale par un calcul numérique. Pour le point т, 1 


on avait : 
be 一 me, 
De aa’ 
d’où : 
5 m' тт’ — bb! 
bu = ba X a ab Хы = И. 
Pour le point p on aura également : 
pp! —bb' _ 6,5 X 1,75 
bp = ab Xx qa’ bb 2,15 4,1. 


La construction ou le calcul précédents permettent de t 
sur la droite les points à cote ronde; رم‎ par exemple, é 
point de cote (4). L'ensemble des points à cote ronde со! 
l'échelle de la droite. Cette échelle permet de trouver appre 
tivement un point de cote donnée, celle cote n’élant раз т 
par un nombre entier. Dans l'exemple actuel, la différe: 
cote entre les deux points a et р étant 1, on aura le point 
pour cote (3) en portant la longueur ap à partir de р une foi 
le sens pb, ce qui donne le point © (3). 


11. — INTERVALLE-MODULE. — PENTE. 


23. — INTERVALLE-MODULE. — On appelle 
valle ou module d’une droite la distance comptée sur la | 
tion horizontale avec I’échelle du dessin entre deux 
successifs à cote ronde. 

Autrement dit, l'intervalle est la distance que décrit la р 
tion horizontale d’un point de la droite lorsque sa cote aug 
d’une unité. 
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Ainsi (fig. 5), pc est l’intervalle ou le module de la droite; il 
vaut 2,4. 


24. — РЕМТЕ. — On appelle pente d'une droite la tan- 
gente de l'angle que fait cette droite avec le plan horizontal, 
c’est-à-dire avec sa projection horizontale. 

Dans le système xy (fig. 5), la droite aba'b' est dans le plan 
vertical; sa projection horizontale coincide avec la ligne de terre; 
donc l’angle de la droite aba'b' avec le plan horizontal est me- 
suré par l’angle de sa projection verticale avec la ligne de terre. 
Autrement dit, c'est l'angle a'b'a ou p'c'r. | 

La tangente de cet angle b'c'x est égale à a 


Or p'x est égale à 1; cr est le module de la droite ou l'inter- 


valle; donc la pente р est l’inverse du module т ou de Рищег- 
valle? : 


_A_1 
P= > in 


III. 一 DROITES PARALLELES. 


25. — THEOREME. — En employant des projections 
obliques ou orthogonales seulement, deux droites parallèles ont 
leurs projections sur un même plan parallèles entre elles. 

En effet, les plans projetants des deux droites, étant menés res- 
pectivement par les deux droites qui sont parallèles et parallèle- 
ment à une même direction, sont eux-mêmes parallèles entre eux, 
et par зиЦе les traces de ces deux plans sur le plan de projection, 
c'est-à-dire les projections de même nom des deux droites, sont 
parallèles. 


26. — Réciproque. — Deux droites ayant leurs projec- 
tions de même nom parallèles entre elles dans deux systèmes 
différents sont elles-mêmes parallèles entre elles. 

En effet, si nous considérons d’abord les projections horizon- 
tales des deux droites, par hypothèse elles sont parallèles; donc 
les plans projetant horizontalement les deux droites sont eux- 
mêmes parallèles entre eux. I] en est de même pour les plans 
projetant verticalement les deux droites. П en résulte que les 
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quatre plans projetants di 
les quatre arétes latérales 
Or les deux droites dor 
de ce prisme; elles sont d 
Cette réciproque suppos 
déterminée par ses deux | 


27. — THEOREME. — Dew. droites parallèles ont leurs 
projections horizontales parallèles: elles ont de plus le même 
module, les échelles des deux droites Чат comptées dans le 
méme sens. 

La première partie de ce théorème a déjà été démontrée précé- 
demment. De plus, les deux droites font évidemment le mème 
angle avec le plan horizontal; donc leurs pentes sont égales, et 
par suite leurs modules sont aussi égaux en valeur numérique et 
algébrique. 





IV. — DROITES REMARQUABLES. 


28. — Les droites remarquables sont les droites parallèles ou 
perpendiculaires aux plans de projection. 

Une horizontale, c'est-à-dire une parallèle au plan horizontal, 
a tous ses points à la même distance au-dessus du plan hori- 
zontal ; donc la projection verticale d’une horizontale est parallèle 
á la ligne de terre. 

En géométrie colée, une horizontale a sa projection horizontale 
quelconque, et tous ses points ont la méme cote. 

De même une ligne de front, c'est-à-dire parallèle au plan 
verlical, a sa projection horizontale paralléle a la ligne de 
terre. 

Une verticale a sa projection horizontale réduite à un point et 
sa projection verticale perpendiculaire sur la ligne de terre. 
En géométrie cotée, une telle droite a sa projection horizontale 
réduite aussi à un point sans сое. 

Enfin une ligne de bout, c’est-à-dire perpendiculaire au plan 
vertical, a sa projection verticale réduile à un point et sa projec- 
tion horizontale perpendiculaire à la ligne de terre. 
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V. — INTERSECTION DE DEUX DROITES. 


29. — Pour que deux droites définies par leurs projections se 
rencontrent, il faut et il suffit que les points de rencontre des pro- 
jections de même nom se trouvent sur une mème ligne de rappel. 
Quand la vérification ne peut pas se faire, on joint un point quel- 
conque de la première droite à un point quelconque de la seconde, 
ce qui donne une nouvelle droite s'appuyant sur les deux pre- 
mières. On répète la même construction une deuxième fois, et les 
Jeux droites ainsi obtenues doivent se rencontrer. 


30. — En géométrie cotée, pour reconnaitre si deux droites se 
coupent, il suffit de vérifier que les points des deux droites qui 
se projettent horizontalement au point de rencontre de leurs pro- 
jections horizontales ont la mème cote. 

On peut aussi remplacer les deux droites données par deux 
autres droites s'appuyant sur les deux premières. On choisit, par 
exemple, deux horizontales qui s’obtiennent en joignant par des 
droites les points de mème cote des deux droites données. Ces 
horizontales, devant se trouver dans le même plan, doivent être 
parallèles. 


31. — Cas particulier. — Lorsque les deux droites don- 
nées ont la mème projection horizontale ab, cd, on est alors 
certain qu’elles se rencontrent, puisqu'elles sont contenues dans 
le même plan vertical. Pour trouver le point de rencontre, on 
peut prendre comme ligne de terre ху la droite abcd. Dans ce sys- 
ième, les points а,0,с,4, se projettent verticalement sur des рег- 
pendiculaires à ху, menées par a,b,c,d, à des distances аа’, bb’, 
ec’, dd’ au-dessus de wy égales aux cotes connues des points. 

Ces cotes peuvent être mesurées avec l’échelle .du dessin ou 
avec une échelle quelconque. 

Les projections verticales a'b', c'd' se coupent au point т’, que 
l'on projettera horizontalement sur abcd au point demandé т. 
Quant à la cote du point m, elle sera mesurée par mm’, en ayant 
soin d'employer la même échelle qui a servi pour les points 
a, 6, с, 4. 


VI. — PONCTUATION. 


32. — Étant donné un point M appartenant à un objet quel- 
conque, pour reconnaître si ce point est vu par un observateur 


POINT. — 1 


:6 en 0, on doit figurer | 

it; déterminer ensuite tous 

tel OM avec l’objet à représ 

its de rencontre qui est le 

sur O est le seul vu et cach 

orsque l’objet à représent 

te est toujours vraie; mai: 

que l'objet à représenter e 

т appelle intersection Фи 

“encontre de cette droite а 

es points délerminent, su 

rnativement à l'intérieur d 

ой, par exemple, M, М, Р 

3, 0, M, М, P,R l’ordre dan 

its en se déplaçant de gauc 

a droite peut alors se trou 

| de РАК. Dans ce premie 

ur placé еп O et cache tout. , 

'u bien, la droite se trouve dans le solide de Vinfini à gauche 
qu’à M, puis de МАР et enfin de В jusqu’à l'infini à droite. 

ans ce deuxième cas tous les points évidemment sont cachés, 
ique l'observateur lui-même se trouve dans le solide. 

our établir la ponctuation d’une projection horizontale, on 
pose l'observateur à l'infini au-dessus du plan horizontal. 


3. — EXEMPLE. — Étant donnée une droite A par sa pro- 
ion et son échelle, représenter le système formé par cette 
ite illimitée et le plan horizontal réduit à sa surface opaque 
nitée. 
e plan horizontal est évidemment vu tout entier, et l'on a à 
dir uniquement la ponctuation de la droite. La limite entre 
les parties vues et ca- 
chées de cette droite par 
le plan horizontal est 
l'intersection de la droite 
avec ce plan horizontal 
Fig. 6. № (fig. 6). Considérons 
sur la droite un point 
Iconque, par exemple a de cote (1). La verticale, ou bien le 
" visuel passant par ce point, coupe la droite au point a de 
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cole 1 et le plan horizontal au point a de cote (0); donc le point a 
est vu et par suite la droite est vue en projection horizontale 
depuis le point limite A jusqu’à l’infini dans le sens des cotes 
positives ha. Au contraire, de l’autre côté de h, la droite est 
cachée au-dessous du plan horizontal. : 


34. — 5116 plan horizontal était la limite d'un sol d'épais- 
seur infinie, il faudrait de plus tenir compte de la nature de la 
droite. | 

En supposant d’abord la droite de substance différente du sol, 


elle existerait matériellement à l’intérieur du sol, mais serait ca- 
chée dans cette région 


comme dans l'exemple h aa _ ب‎ 人 
précédent. _ 一 -一 一 7 ! | 

Enfin, supposons la he 7 
droite de méme sub- NB 


stance que le sol, alors rien ne la distingue plus dans l’intérieur 
du sol du milieu environnant; on dit que dans cette région elle 
est enlevée, et on la marque (fig. 7) en traits mixtes. 


J. Canon, 一 Géom. cotée. 2 


CHAPITRE III 


1. — DU PLAN. 





35. — Un plan est toujours déterminé par trois points, ou 
par une droile et un point, ou enfin par deux droites qui se 
coupent. 

Dans le premier cas, si l’on joint les trois points deux à deux 
par deux droites, on aura encore deux droites qui se coupent. 
П en est de même dans le deuxième cas, en joignant par une 
ligne droite le point donné à un point quelconque de la droite 
donnée. 

Pour construire une droite quelconque d'un plan défini par 
deux droites, il suffit de joindre un point quelconque de la pre- 
mière droite à un point quelconque de la seconde. 


II. — DÉTERMINER UNE DROITE, UN POINT 
D'UN PLAN. 


36. — PROBLÈME. — Déterminer une droite d'un plan, 
connaissant l'une des projections de cette droite. 

Soit АА’, ВВ’ (fig. 8) les deux droites qui détinissent le plan 
et c la projection horizontale d'une droite du plan. 

Nous dirons : la droite inconnue cc’ étant contenue dans le plan, 
elle rencontre toutes les droites du plan, et en particulier les deux 
droites qui définissent le plan. Ainsi, la droite inconnue rencontre 
АА' en aa’ et BB’ en bb”, donc la droite demandée a pour projection 
verlicale a’ b’ ou с". 

La construction peut toujours réussir, car on est toujours libre 
de remplacer les deux droites AA’, BB’ à l’aide desquelles on 
avait défini le plan par d’autres droites du plan. 
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37. — Si les deux droites étaient définies”par leurs échelles 
(fig. 9), on dirait : la droite inconnue С rencontre А en © (4,5) 





Fig. 8. 


et B au point b (3). Cette droite est bien définie et nous pouvons 
déterminer son échelle. 





Fig. 9. 


On arrive plus rapidement à ce dernier résultat, en substituant 
aux droites À et B qui définissent le plan d’autres droites du plan 
mieux choisies. 

Joignons par exemple (fig. 10) le point т (9) de А au point #(9) 
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de В. La droite ainsi obtenue A, est une horizontale du plan, dont 
tous 5 points auront pour cote 9. 

De même, joignons le point p (8) de A au point q (8) de Ве! nous 
obtenons la nouvelle horizontale B, (8) du plan. 





Fig. 10. 


Nous dirons alors : la droite inconnue С rencontre les deux 
horizontales A,, В, aux points a, (9), 6: (8), qui définissent la 
droite. Cette façon de procéder présente donc l’avantage de 
donner immédiatement l’échelle de la droite. 


38. — PROBLÈME. — Déterminer un point d'un plan, 
connaissant l'une des projections de ce point. 

On fera passer par ce point, dans le plan, une droite quel- 
conque et alors le point appartiendra à cette droite. 

Par exemple (fig. 8), soit le plan ABA'B' et le point m du plan 
dont on connait seulement la projection horizontale. Nous menons 
par m en projection horizontale une droite quelconque с que Гоп 
projette verticalement en c’ à l’aide de ses deux points de гев- 
contre аа’, bb' avec les deux droites qui définissent le plan. 
Finalement, le point inconnu se projette verticalement en m’ 


sur С°. 


39. — En géométrie cotée, il sera plus avantageux, comme nous 
l'avons fait précédemment, d'employer comme droite particulière 
l'horizontale du plan passant par le point. 

Soit (fig. 10) le plan AB et le point г. Nous commencerons 
par déterminer la direction A, d’une horizontale du plan et nous 
ferons passer par + une parallèle à À, ; elle rencontre A au point 
p (7,6); donc le point cherché a aussi pour cote (7,6). 
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Ш. - DROITES REMARQUABLES D'UN PLAN. 


40. — On appelle droites remarquables d'un plan les hori- 
zontales et les lignes de front de ce plan, en particulier les traces. 

La détermination de ces droites est une application immédiate 
des problèmes précédents. 

Ainsi, pour trouver une horizontale d’un plan, on se donne 
arbitrairement sa projection verticale, parallèle à la ligne de 
terre, puis on la projette horizontalement à l’aide de ses points de 
rencontre avec deux des droites du plan donné. 

De même, pour trouver une ligne de front d’un plan, on se 
donne sa projection horizontale parallèle à la ligne de terre, puis 
on la projette verticalement à l’aide de ses points de rencontre 
avec les deux droites. qui définissent le plan. 

En particulier, la trace horizontale, c’est-à-dire intersection 
du plan donné avec le plan horizontal, a pour projection verticale 
la ligne de terre. 

De méme, la trace verticale a pour projection horizontale la 
ligne de terre. 

En résumé, les traces d'un plan s'obtiennent'en joignant par 
deux droites les traces de même nom des deux droites qui le 
déterminent. 


44. — En géométrie cotée nous n’aurons à considérer à се 
point de vue que les horizontales du plan et en particulier la 
trace horizontale du plan. 

Nous avons eu déjà l’occasion (fig. 10) de figurer une horizon- 
tale d’un plan; elle s’obtient simplement en joignant deux points 
т, п de même cote (9) des deux droites qui définissent le plan. 


42. — ll est bon de remarquer que toutes les horizontales 
d’un plan sont parallèles ; il suffira donc, pour définir une autre 
horizontale du plan, de s’en donner seulement un point. 

La trace horizontale, par exemple, sera la parallèle à la direc- 
tion des horizontales du plan mené par le point de cote (0) de l’une 
des droites du plan. 

Nous voyons ainsi que, pour définir un plan en géométrie cotée, 
il suffirait, avec la direction des horizontales du plan, de se donner 
une seule droite du plan avec son échelle. 
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IV. — ÉCHELLE DE PENTE. 一 INTERVALLE-MODULE. 


43. — Echelle de pente du plan. — On choisi 
généralement, pour définir le plan d’après ce qui précède, sa 
ligne de plus grande pente, c’est-à-dire la droite du plan perpen- 
diculaire sur les horizontales du même plan. De cette façon on 3 
à la fois une droite du plan et la direction de ses horizontales. 
Cette ligne de plus grande pente étant graduée, elle forme 
l'échelle de pente du plan; on la représente généralement 4 
l'aide de deux droites parallèles distantes d'environ 1 millimètre. 


44. — Intervalle-module. — Pente. — Par analogie 
à ce qui se passe pour la droite (23), on appelle intervalle 
ou module d'un plan la distance comptée sur l'échelle de 
pente du plan, avec l’échelle du dessin, entre deux points suc- 
cessifs dont les cotes diffèrent d'une unité. 

De même, la pente du plan sera la tangente de l'angle que 
fait ce plan avec le plan horizontal. La pente du plan n’est donc 
autre chose que la [pente de son échelle de pente. La pente du 
plan est l'inverse du module du plan. 


45. — Étant donnée alors en m la projection horizontale d'un 
point d’un plan défini par son échelle de pente À (fig. 11), pour 





Fig. 11. 


trouver sa cote, il suffira de mener par т une perpendiculaire 
sur À représentant l'horizontale du plan passant par le point м. 
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Cette horizontale rencontre l'échelle А du plan au point y, dont 
la cote (3,6) est en même temps celle du point т. 

De même, pour graduer une droite du plan À dont on connaît 
la projection horizontale B, il suffit de marquer les points de 
rencontre п, р, 0, г de cette droite B-avec les horizontales du 
plan menées par les points à cote ronde de l'échelle de ce plan. 


46. — Ponctuation. — Si Гоп veut représenter le sys- 
tème de deux plans, il suffit de dessiner leur intersection vue 
tout entière. Proposons-nous (fig. 11) de représenter le système 
formé par le plan A opaque, illimité, et par le plan horizontal 
également opaque et illimité. Nous n’aurons, pour arriver à ce 
résultat, qu'à figurer la trace horizontale du plan, c’est-à-dire 
l’horizontale (0) ou P en trait plein. 

Du côté de т par rapport à P, le point т du plan ayant une 
cote positive, on voit le plan А; de l’autre côté, on voit le plan 
horizontal. 


V. — PLANS REMARQUABLES. 


47. — On entend par plans remarquables les plans регреп- 
diculaires ou parallèles aux plans de projection. 


48. — THÉORÉME. — Tout plan vertical a sa trace 
verticale perpendiculaire à la ligne de terre. 

En effet, le plan donné et le plan vertical de projection étant 
perpendiculaires tous deux sur le 
plan horizontal, il en est de même В 
de leur intersection, c'est-à-dire 
de la trace verticale du plan Pic. 
Cette droite Pix étant perpendicu- 
laire sur le plan horizontal, elle est 
aussi perpendiculaire sur la ligne 
deterre qui passe par son pied dans 
le plan horizontal (fig. 12). 


49. — Réciproque. 一 Tout 
plan ayant sa trace verticale 
perpendiculaire sur la ligne de 
terre est vertical. 

En effet, les deux plans de projection étant rectangulaires, si 
dans le plan vertical.on mène une droite Pix perpendiculaire sur 
leur intersection xy, elle est perpendiculaire à l’autre plan, c'est- 





Fig. 12. 





| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
in 
Fig. 14. Fig. 15. 
De mème, un plan horizontal а sa trace verticale H, parallèle à 
la ligne deterre, et sa trace horizontale à l'infini; tout point de ce 
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à-dire au plan horizontal. Ainsi la trace verticale Pia est verticale, 
et par suite tout plan PaP, passant par cette droite est lui-même 
vertical (fig. 12). 


50. 一 Propriété. — Tout point d'un plan vertical PaP, 
se projette horizontalement sur la trace horizontale Pa du plan. 
En effet, les projetantes sur le plan horizontal des différents 
points du plan étant toutes perpendiculaires sur le plan hori- 
zontal, elles sont toutes contenues dans le plan donné ; donc leurs 
traces horizontales se trouvent sur la 
trace horizontale du plan donné. 
Ainsi (fig. 12) PoP, est un plan 
vertical, тт’ appartient à ce plan. 
De même RBR;, dont la trace hori- 
zontale est perpendiculaire sur xy, est 
un plan de bout, c’est-à-dire perpen- 
diculaire au plan vertical; tout point 
пт’ de ce plan se projette verticale- 
ment sur la trace verticale (fig. 13). 
Comme cas particulier, un plan de 
front, c’est-à-dire parallèle au plan 
R vertical aura sa trace horizontale F 
Fig. 13. parallèle à la ligne de terre (fig. 14) 
et sa trace verticale rejetée à l'infini. 
Tous les points mm’ de ce plan de front se projetteront horizon- 
talement sur la trace horizontale. | 
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plan mm’ (fig. 15) se projette verticalement sur la trace verticale. 
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54. — En géométrie cotée, nous n’aurons à considérer parmi 
ces plans remarquables que les plans verticaux et les plans 
horizontaux, 

Un plan vertical sera représenté et défini uniquement par sa 
trace horizontale sur laquelle se projetteront tous les points du 
plan. 

Un plan horizontal sera défini simplement par sa cote. 


VI. — PLANS PARALLELES. 


52. — Pour mener par un point un plan parallèle à un plan 
donné, il suffit de mener par ce point deux parallèles à deux 
droites de directions différentes du plan donné. 

Si, par exemple, le plan est défini par ses traces, il suffira de 
mener par le point une horizontale parallèle 4 la trace horizontale 
du plan donné, puis une ligne de front parallèle à la trace verti- 
cale du plan donné. 

En géométrie cotée, il suffira de mener par le point une ligne 
parallèle à la ligne de plus grande pente du plan donné, ce sera 
la ligne de plus grande pente du plan inconnu, puisque les direc- 
tions des horizontales des deux plans doivent être parallèles. Ou, 
si l’on veut, deux plans parallèles ont le même module et leurs 
échelles de pentes parallèles, égales et de même sens. 


LIVRE II 


INTERSECTIONS DE DROITES ET DE PLANS 


CHAPITRE PREMIER 


53. — Pour trouver généralement l'intersection, d'une ligne 
et d’une surface, on fait passer par la ligne une surface auxiliaire, 
dont on détermine l'intersection avec la surface donnée; on 
obtient ainsi une nouvelle ligne dont le point de rencontre avec 


la première est le point cherché. 


I. -- INTERSECTION D’UNE TROITE ET D'UN PLAN. 


54. 一 Généralement, dans le cas d’une droite € et d’un plan, on 
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Fig. 16. 


7 a’ 


choisit comme surface auxiliaire 
passant par la droite un plan, 
et de préférence l’un des plans 
projetants de la droite, en uti- 
lisant la propriété fondamentale 
que tout point d’un plan verti- 
cal se projette horizontalement 
sur la trace horizontale du 
plan. 

Soit le plan АВА’В’ et la 
droite CC (fig. 16). 

Prenons comme plan auxi- 
liaire le plan vertical G. qui 
projette horizontalement la 
droite, il coupe le plan donné 
suivant une droite dont on 


peut immédiatement déterminer deux points; ce sont les points 
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de rencontre du plan auxiliaire avec les deux droites qui déf- : 
nissent le plan donné. 

Ainsi, le plan vertical С coupe AA’ en aa’, BB’ en bb’. Doncle 
plan auxiliaire coupe Je plan donné suivant aba'b', qui à soa 
tour rencontre la droite donnée au point mm’. 

Le même procédé ne serait pas avantageux en géométrie сое, 
parce que, tous les points d'un plan vertical se projetant horizoa- 
talement sur la trace horizontale du plan, il est impossible de 
voir directement en projection ce qui se passe dans un plan 
vertical. 

Aussi, nous reviendrons sur cette question aprés avoir traité le 
problème de l'intersection de deux plans. 


55. 一 La construction indiquée précédemment pour trouver 
l'intersection d’une droite et d'un plan doit toujours réussir, 
parce qu'on est toujours libre de remplacer les droites AA’, BB 
par d’autres droites mieux choisies dans le plan pour que les 
points correspondants аа’, bb’ soient, dans les limites de l’épure, 
distincts et bien déterminés au point de vue de l’exactitude du 
tracé. 


II. — PONCTUATION. 


56. — Proposons-nous de représenter dans cet exemple le 
système composé de la droite CC’ illimitée et du plan АВАЗ' 
opaque et illimité. 

La limite entre les parties vues et cachées de la droite par le 
plan, c'est son point de rencontre mm’ avec le plan. Il suffit donc 
d'établir la ponctuation d’un seul point de la droite. 

Pour arriver à ce résultat le plus rapidement possible sans 
constructions auxiliaires, considérons la verticale а qui s'appuie 
sur la droite donnée СС’ et sur l’une des droites du plan AA’ 
par exemple. 

Cette verticale rencontre AA’ et par suite le plan en aga’, puis 
la droite donnée CC’ en aa’ qui se trouve au-dessus de aa’. Dont, 
en projection horizontale, la droite С est vue depuis le point 
limite т jusqu’à l'infini à gauche en passant par a. Au con- 
traire, à droite de m, elle est cachée jusqu’à l'infini. 

Pour la projection verticale, on considère la ligne de bout qui 
s'appuie sur CC’ et sur une droite AA’ du plan. Sans prendre la 
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peine de tracer cette ligne qui se projette verticalement à l’in- 
tersection de С’ et de A’, on reconnaît que son point de rencontre 
avec CC’ est en arrière de son point de rencontre avec АА’; donc, 
en projection verticale, la droite С’ estcachée de т’ jusqu’a l'infini 
à gauche, tandis qu’elle est vue à droite de т’ jusqu’à l'infini. 


57. 一 Le probléme intersection d une droite et d’un plan ne 
présente qu’un seul cas particulier, en entendant par cas particu- 
lier celui dans lequel on n’a pas besoin d’appliquer la méthode 
générale consistant à mener par la droite un plan auxiliaire. Ce 
cas particulier unique est celui où le plan donné est perpendicu- 
laire sur l’un des plans de projection, parce qu’alors le point 
inconnu se projette sur ce plan de projection à l'intersection de 
la projection de la droite avec la trace de même nom du plan. 


CE 


I. — INTERSE 





58. — Pour trouver un point de l’intersection de deux sar 
faces, on les coupe par une troisiéme surface auxiliaire quel- 
conque. On obtient ainsi deux lignes, dont le point de rencontre 
est le point demandé. 

Dans le cas de deux plans, l'intersection est une ligne droite; 
donc, pour la déterminer, il suffit d’en chercher deux points. 
Comme surface auxiliaire, on choisira un plan. 

Parmi les plans qu'il est bon d’employer, nous citerons avant 
tout des plans perpendiculaires sur les plans de projection, par 
exemple des plans projetant des droites qui déterminent les plans 
donnés ; on peut aussi employer des plans parallèles aux plans de 
projection, ou encore les plans de projection eux-mémes. Quand 
les circonstances le permettent, le deuxième plan bissecteur con | 
vient aussi très avantageusement pour donner immédiatement un 
point. 

En géométrie cotée, et en dernière analyse, on ne choisit fina> 
lement que des plans horizontaux, les plans verticaux devant être 
rejetés pour la raison que nous avons déjà donnée (54). 


59. 一 Soit les deux plans AA'BB', CC’DD’, définis chacun 
par deux droites qui se coupent (fig. 17). 

Prenons comme premier plan auxiliaire le plan vertical С, il 
coupe АА’ еп aa’, BB’ en bb’. Le plan auxiliaire coupe donc le plan 
ABA'B' suivant aba'b'; il coupe ensuile le plan CDC'D' suivant la 
droite CC’ elle-même. Ces deux droites aba'b', CC! se rencontrent 
en y'y qui est un premier point de l'intersection des deux plans. 

De même le plan vertical D coupe le plan ABA'B' suivant 
a,b,a',b', et le plan CDC/D' suivant DD’. Ces deux droites аа 
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DD’ se rencontrent en 88’ qui est un deuxième point de l’inter- 
section. 

En résumé, l'intersection des deux plans est yóy'9'. Comme 
vérification, cette droite étant contenue dans les deux plans, elle 
doit rencontrer toutes les droites des deux plans. Ainsi yèÿ à’ 
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Fig. 17. 


rencontre AA’ en aa’ et BB’ en ВВ’. Il est bien entendu que, si les 
plans employés ne convenaient pas, on serait toujours libre 
den choisir d’autres, et au besoin de remplacer les droites 
АА’, BB’, CC’, DD’ par d’autres droites des deux plans. 

En s’astreignant à employer les constructions les plus simples 
possible, on courrait le risque de ne pas obtenir des résultats 
suffisamment exacts; aussi est-il toujours préférable d’avoir à sa 
disposition des procédés généraux pouvant s’adapter à toutes les 
circonstances et qui employés de plusieurs manières permettent 
de contrôler l’exactitude des résultats. 
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11. — PONCTUATION. 


60. 一 Proposons-nous, dans l’exemple précédent (fig. 17), de 
représenter le système des deux plans opaques et illimités, les 
plans de projection étant transparents. 

L’intersection sera dans ces conditions vue tout entière dans 
les deux projections. D’un côté de cette droite, on voit l’un des 
plans, de l’autre côté l’autre plan. 

Pour la projection horizontale, considérons une verticale 
s'appuyant sur une droite AA’ du premier plan et CC’ du second; 
soit la verticale a. Elle rencontre AA’ en aa’ et CC’ en сс’; or 


aa’ est au-dessus de cc’, donc aa’ est vue en projection horizontale, ' 


par conséquent le plan AB est vu dans toute la région qui est de 


même côté que а par rapport à afy3. A, en particulier, est vue 


depuis le point limite « jusqu’à l'infini à droite en passant par 6+ | 


mais cachée à gauche de «a jusqu’à l'infini. 

De même В est vue depuis le point limile В jusqu’à l’infini à 
gauche et cachée à droite de В. 

Au contraire, la droite C est vue à droite de y et D à gauche 
de à. 

Une opération analogue donnera la ponctuation en projection 
verticale, en prenant une ligne de bout s’appuyant sur les deux 
droites. Nous reconnaitrons de cette façon que le plan AB est 8 
au-dessus de '5'ب'8'»‎ , tandis qu’au-dessous de l'intersection on voit 
le plan CD. 


61. — Comme nous l'avons dit à propos de l'intersection d'une 
droite et d'un plan, le problème intersection de deux plans ne 
présente qu'un seul cas particulier, c'est celui où l’un des plans 
donnés est perpendiculaire sur l’un des plans de projection, parce 
qu’alors on а immédiatement ses points de rencontre avec 
deux droites du plan, et par suite avec le plan sans le secours 
d'aucun plan auxiliaire. 


CHAPITRE III 


[. — INTERSECTION DE DEUX PLANS COTÉS. 


62. — Nous avons dit que, en géométrie cotée, on n’employait 
généralement comme plans auxiliaires que des plans horizontaux. 





Fig. 18. 


Soit donc deux plans déterminés par leurs échelles de pente А, В 
(fig. 18). 

Le plan horizontal 0 coupe les deux plans donnés suivant les 
horizontales 0 des deux plans menées respectivement par a, В per- 
pendiculaires à А, В. Ces deux horizontales se rencontrent en un 
point m (0) qui est un premier point de l'intersection des deux 
plans. 

J. CARON. — Géom. cotée. 3 
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Répétons le même raisonnement avec le plan horizontal (1) : nous 
trouvons les deux horizontales na (1), nb(1), qui se rencontrent 
enn (1). En résumé, mn est Pintersection demandée. 

La construction employée donne en même temps la graduation 
de la droite. Pour l'exactitude des résultats, il est avantageux de 
déterminer deux points de l'intersection dont les différences de 
cote sont les plus grandes possible dans les limites du dessin, en 
emplovant d’autres plans horizontaux que ceux que nous avions 
choisis. 


IT. — PONCTUATION. 


63. 一 Proposons-nous de représenter dans cette ¿pure le sys- 
tème des deux plans opaques, le plan horizontal étant également 
opaque. Si l'on ne représentait que le système des deux plans, 
l'intersection serait vue tout entière; mais, à cause du plan hort 
zontal, c'est seulement la région au-dessus du plan horizontal qui 
est vue. Ainsi l'intersection est vue depuis le point limite #1, dans 
toute la région mnp. D'un côté de celte droite on voit le plan А, 
de l’autre le plan В. La verticale В coupe le plan В en un point 
de cote nulle et le plan A en un point dont nous n'avons pas 
besoin de déterminer exactement la cote; mais il nous suffit, à 
l’aide de l'horizontale de À passant par В, de reconnaitre que 
cette cote est négative. 

Donc en 8 on voit le plan В, et par suite la trace horizontale du 
plan B cst vue depuis le point limite m dans la région m£, mais 
elle est cachée de l’autre côté de т. 

À gauche de mnp, on voit le plan À, donc la trace horizontale 
de ce dernier plan est vue depuis le point limite т jusqu’à l'infini 
à gauche. Dans la figure 18, nous avons, de plus, supposé que les 
deux plans n'étalent conservés que dans la région au-dessous du 
plan horizontal (5). L’intersection est alors limitée au point р (5). 
Ensuite, les horizontales (5) des deux plans sont figurées vues. 
Enfin, les traces de chaque plan dans leurs régions cachées pri- 
mitivement redeviennent vues, quand l’autre plan n’existe plus 
pour les cacher. 

Nous avons, de plus, dessiné les horizontales (1), (2), (3), (4) de 
chaque plan dans les régions vues de chacun d’eux. 


64. — L'obligation dans laquelle nous nous trouvons, en géo- 
métrie cotée, de n’employer finalement comme plans auxiliaires 
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que des plans horizontaux fait que la construction précédente peut 
ne pas toujours réussir; c'est ce qui arrive lorsque les lignes de 
plus grande pente des deux plans sont sensiblement parallèles en 
projection horizontale; ou, ce qui revient au même, lorsque 
les horizontales des deux plans sont sensiblement parallèles. 

Lorsqu'il en est ainsi, on emploie comme plan auxiliaire un 
nouveau plan quelconque 
défini par son échelle de 
pente C, et dont on déter- 
mine les intersections 
avec les deux plans pri- 
mitifs à l’aide de deux 
plans horizontaux. 

Ainsi (fig. 19), les hori- 
zontales(1)des deux plans 
A, Bse coupent bien dans 
les limites de l’épure en 
т, mais les horizon- 
tales (0),(2) ne se coupent 
pas dans les limites de 
Pépure. Nous employons 
done le plan С, qui coupe А suivant ab et В suivant cd. Ces 
deux dernières droites se rencontrent en n, et finalement mn est 
l'intersection cherchée. 





Hil. — ÉCHELLES PARALLELES. 


65. — Cas particulier. — Supposons que les échelles de 
pente des deux plans soient rigoureusement paralléles, ou que les 
horizontales des deux plans soient parallèles. 

L’intersection des deux plans est alors parallèle elle-mème aux 
horizontales des deux plans ; de sorte que, pour la déterminer, il 
suffit d’en chercher un seul point. 

Un plan auxiliaire quelconque permettrait, comme dans 
l'exemple précédent, d’arriver au résultat; mais on peut l'obtenir 
plus rapidement à l’aide de la remarque suivante. 


66. 一 THEOREME. — Toutes les horizontales s'ap- 
puyant sur deux droites dont les projections horizontales sont 
parallèles passent en projection horizontale par un même 
roint. 
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Considérons, en effet, les deux horizontales а (9), 6 (9), a, (12), 
b, (12) (fig. 20), qui s'appuient sur les deux droites A, В, et soit в 
le point de rencontre de leurs projections horizontales. Ce points 
partage ab dans un rapport د‎ qui est égal au rapport 5, 00 _ 
c’est-à-dire égal au rapport des intervalles des deux droites. Done, 
le point w sur ab est indépendant de l'horizontale variable s'ap- 
puyant sur les deux droites ; autrement dit, il est fixe pour toutes 
ces horizontales. 

On peut dire aussi que toutes les horizontales s'appuyant sur 
deux droites dont les projections horizontales sont paralléles ren- 
contrent toutes une même verticale. 


67. — Soit maintenant deux plans définis par leurs échelles de 
pente À, B (fig. 20), ces deux échelles de pente étant parallèles, 





Fig. 20. 


en projection horizontale. L'intersection des deux plans est l’une 
des horizontales s'appuyant sur les deux droites A, В; elle passe 
donc par le point fixe в, et comme, de plus, elle est perpendicu- 
laire sur les lignes de plus grande pente A, В, on l’obtient en 
menant par w une perpendiculaire sur À et B. 

En résumé, étant donnés deux plans dont les échelles de 
pente À, B sont parallèles, pour trouver leur intersection, il 
suffit de joindre par deux droites les points de même cote et de 
mener par le point de rencontre w de ces droites une perpendi- 
culaire sur les deux lignes de plus grande pente. 





CHAPITRE IV 


I. — INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN PLAN. 


68. — La méthode générale pour trouver l'intersection d'une 
droite et d’un plan consiste à faire passer par la droite donnée un 
plan auxiliaire, dont on construit l’intersection avec le plan 
donné. Cette nouvelle droite rencontre la droite donnée au point 
cherché. Quand on a à sa disposition deux projections distinctes, 
il est avantageux d'employer comme plan auxiliaire l’un des plans 
projetants de la droite; mais, en géométrie cotée, comme il est 
impossible de savoir ce qui se passe dans un plan vertical, nous 
prendrons un plan quelconque passant par la droite, et jamais le 
plan projetant horizontalement cette droite. 

Soit donc la droite А ct le plan P définis par leurs échelles de 
pente (fig. 21). 

Prenons comme plan auxiliaire passant par la droite le plan 
admettant comme hori- 
zontale au, et cherchons 
l'intersection de ce nou- 
veau plan avec le plan P. 

Le plan horizontal (0) 
coupe P suivant une per- 
pendiculaire à P menée 
par a, (0), et le plan auxi- 
liaire suivant ap; d’où le 
point .ع‎ Puis, le plan ho- 
rizontal (3) coupe P sui- Fig. 21. 
vant une perpendiculaire 
à P menée par 0, (3), et le plan auxiliaire suivant une parallèle à 
au menée par b (3). Ces deux horizontales se coupent en v; donc 
uv est l'intersection du plan auxiliaire avec lé plan donné; elle 
rencontre À au point т, qui est le point cherché. 
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La cote de ce point m est donnée par l’échelie de la droite ou, à 
volonté, par l’échelle du plan P. 


II. — PONCTUATION. 


69. — Représentons ici le système formé par la droite illi- 
mitée, le plan donné et le plan horizontal de projection, tous deux 
opaques et illimités. 

La trace horizontale du plan aix est vue tout entière. Il ne 
reste qu’à établir la ponctuation de la droite A. 

En ne tenant compte que du plan horizontal, cette droite A 
serait cachée à partir de la trace horizontale a dans toute la ré- 
gion où les cotes des points de A sont négatives. Si, de plus, on 
tient compte du plan, la limite entre la région vue et la région 
cachée de la droite, c’est son point de rencontre m avec le plan. 

Or la verticale а coupe Ja droite A еп un point dont la cole est 
nulle, puis le plan R en un point dont la cote serait positive; 
donc, en résumé, la droile est vue 3 droite de m et cachée a 
gauche. 


Ш. 一 SYSTÈME DE TROIS PLANS. 


70. — Exemple. — Représenter un système de plans P,R,S 
définis par leurs échelles de pente. 

Dans une pareille question, la première chose à faire est de 
déterminer les intersections de tous les plans deux à deux, ces 
intersections devant servir de limile entre les parties vues et 
cachées de chaque plan. 

Nous avons donc à déterminer successivement les intersections 
de P el de R, de R et de S, de $ et de P ; enfin, nous devons aussi 
dessiner les traces horizontales des différents plans, si, en même 
temps, nous supposons le plan horizontal opaque. 

Nous avons ulilisé (fig. 22) comme plans auxiliaires les plans 
horizontaux (0) et (5), qui donnent : 1° dans le plan P, les horizon- 
tales р, п, dans le plan В, les horizontales rs وم‎ et enlin, dans le 
plan S, les horizontales $, с 

L’intersection de P et عل‎ В est donc ax, а étant l'intersection 
de pet r, et a l'intersection de ع‎ et p. De mème, 03 est l’intersec- 
tion de P et S, enfin, cy est l’intersection de R et de $. 
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Comme vérification, les trois droites aa, bB, cy se coupent en 
un point m, qui est le point commun aux trois plans Р, В, $. 





Fig. 22. 


74. — Ponctuation. 一 Nous représenterons le système 
des trois plans et du plan horizontal opaques et illimités. 

1° Si l’on ne représentait que le système des plans P, В, la 
droite aa, leur intersection serait vue tout entière ; mais, à cause 
du plan horizontal, elle est cachée, à partir de a, dans la région 
opposée à «, au-dessous du plan horizontal. Tenons compte 
ensuite du plan 5. La nouvelle limite entre les parties vues et 
cachées sera le point m. D’ailleurs, la Verticale © coupe ac en un 
point de cote nulle et le plan $ en un point de cote positive. Done, 
en résumé, ax est vue de т jusqu'à l'infini, dans la direction ша. 

2 La droite bf se trouve à gauche de b au-dessous du plan 
horizontal, et en b au-dessus du plan В; donc l'unique région 
vue se réduit à bm. 

3 La droile су se trouve dans la région су au-dessus du plan 
horizontal, et en c au-dessus du plan P; elle n’est donc vue que 
dans la région mc. 
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4° La droite abp, dans le plan horizontal, est cachée à droite 
de a par le plan В et à droite de 5 par le plan S; elle n’est done 
vue qu’à gauche de b. | 

5° La droite acr est cachée à gauche de © par le plan P, à 
gauche de с par le plan ; elle n'est donc vue qu’à droite de с. 

6° Enfin, la droite 5 est cachée à gauche de 6 par le plan P, 
à droite de с par le plan В; elle n’est done vue que dans la ré- 
gion bc. 

En résumé, à l’intérieur du contour pbma on voit le plan P; le 
plan В est vu dans le contour rcma et enfin le plan $ n'est vu 
que dans le triangle mbc. 

Nous avons figuré dans chacun de ces contours les horizontales 
vues (2), (3), (4), (5) de chacun des plans. 

Cette ponctuation peut s’élablir beaucoup plus rapidement et 
cela avec un nombre quelconque de plans à l’aide des considéra- 
tions qui vont suivre. 


IV. — PONCTUATION D'UN SYSTÈME DE SURFACES. 


72.— Soit à représenter un système de surfaces P,Q, В, S, T, etc., 
en nombre quelconque; nous devons, pour cela, couper ces diffé- 
rentes surfaces par un certain nombre de verticales. Soit p, q, г, 5 
points de rencontre d'une même verticale A avec les différentes 
surfaces, en donnant à chaque point le même nom qu’à la surface 
correspondante. Supposons de plus que pgrs soit l’ordre dans 
kequel on rencontre les différents points en descendant sur la ver- 
ticale A; c'est-à-dire que, si p, q,r,s représentent en même temps 
les coles des différents points, опар < 0 >" >s, autrement dit 
le point p est vu et cache tous les autres. Si dans l’objet à repré- 
senter la portion de la surface P à laquelle appartient le point p 
était enlevée dans le voisinage du point p, le point © y redevien- 
drait vu ct cacherait à son tour les points 1,8. 

Nous établirons d'abord comme principe que, si la verticale se 
déplace, de façon à venir en А, après avoir traversé uniquement 
la ligne (PQ), intersection des deux surfaces P et 0, il se produit 
une inversion dans l’ordre des points р et q, c'est-à-dire que, sur 
la verticale A,, l’ordre des points est maintenant gprs au lieu de 
pars. 

73. — Remarque I. — Une inversion ne peut se produire 
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qu'entre deux lettres successives. En effet, au moment où se pro- 
duit une inversion, c’est que deux des points dans l’espace 
coincident ou que deux cotes deviennent égales; or ces cotes 
р, 4, Г, $ élant rangées dans leur ordre de grandeur, ce sont deux 
coles successives qui deviennent égales. 


74. — Remarque II. — Quand l'inversion se produit sur 
les premières lettres, la ligne traversée est vue; dans tous les 
autres cas, elle est cachée. 


75. 一 THEOREME. — Soit м un point commun à trois 
surfaces; en supposant ce point m vu, simple, el n'appartenant 
à aucun contour apparent, les intersections des trois surfaces, 
deux à deur forment six rayons alternativement vus et cachés. 

En effet, soit m (fig. 23) un point commun à trois surfaces. 

Les intersections des trois surfaces deux à deux passent par M. 
Le point est vu, donc l’une des intersections ©» est vue avant 
d'arriver au point т. ll est ensuite simple, c’est-à-dire qu'il 
n’existe qu’un seul arc d'intersection de deux surfaces passant par 





Fig. 23. 


le point т, soit еп tout trois arcs formant six rayons. Enfin, le 
point m n'appartient à aucun contour apparent, c'est-à-dire 
qu'une verticale dans le voisinage de т ne coupe chaque surface 
qu’en un seul point voisin de т; les autres points d'intersection 
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n’élant pas voisins du point m dans l’espace, nous les négligerons. 
Dessinons autour du point т un contour suffisamment petit pour 
qu’une verticale ne coupe chaque surface qu’en un seul point 
voisin de т dans l’espace et négligeons les autres points. 

Puis, faisons marcher une verticale tout le long de ce contour. 

Prenons, par exemple, la verticale A, el admettons que sur celle 
verticale l’ordre des points soil руг. 

Passons alors de А еп В après avoir traversé la ligne vue مة‎ 
ll se produira une inversion entre deux lettres consécutives qui 
seront nécessairement les deux premières, puisque la ligne tra- 
versée est vue. Ceci prouve que: {° l'inversion se produit entre 
p et q; 20 que la ligne traversée est la ligne (PQ), intersection 
des deux surfaces P et 0 3° qu'en B l'ordre des points est gpr. 

Si nous passons еп С, il doit se produire une nouvelle inversion 
entre deux leltres consécutives. Or les lettres consécutives sont 
maintenant q et p ou bien р ег. Donc, la nouvelle intersection 
est nécessairement l'intersection de P et de Q ou bien celle de P 
et de R. 

Si la nouvelle inversion se produisait entre P et 0, c’est que la 
nouvelle intersection serait encore l'intersection de Р et de 0; 
or cela n'est pas possible, puisque le point m est simple, c'est-à- 
dire qu'il n'existe qu’un arc (PQ) passant par т. Donc, nécessai- 
rement, la nouvelle inversion a lieu entre P et В. Ce qui prouve: 
4° qu’en С l’ordre des lettres est grp; 2° que la ligne traversée 
s'appelle (PR); 3° que cette ligne traversée est cachée. 

Plus généralement, si l'inversion précédente se produit sur les 
premières lettres, la suivante se produit sur les dernières, et inver- 
sement, lorsque l’inversion primitive se produit sur les dernières 
lettres, la suivante se produit sur les premières; autrement dit, 
après un rayon vu vient un rayon caché, el après un rayon caché 
vient un rayon vu. 

I] ne reste plus qu’à vérifier ces résultats sur la figure. Le rayon 
suivant est (QR); donc,quand on arrive en D, l'ordre des points est 
gp, el la ligne traversée est vue. Pour passer de D en E on traverse 
la ligne (PQ), en E l’ordre des points est rpg, et la ligne traversée 
esl cachée. 

De E en F on traverse (PR), la ligne traversée”est vue, l'ordre 
des points étant maintenant prg. Enfin, en passant de F en А, on 
traverse (QR), inversion eutre y et г; l'ordre des points devient 
pqr et la ligne traversée est cachée. 
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76. — Pour utiliser ce théorème dans Ja ponctuation d'un 
nombre quelconqne de plans, il suffira donc de trouver, par un 
moyen quelconque, une intersection certainement vue. On se dé- 
placera alors sur celte droile jusqu'à un point commun à trois 
plans, que l'on reconnait par la présence de trois droites passant 
par ce puint. En ce point commun, on appliquera le théorème, 
puis on se déplacera sur les nouveaux rayons vus jusqu’à de nou- 
veaux points communs à (rois plans où l’on appliquera de nouveau 
le théorème, et ainsi de suile tant que l’on rencontrera de nouveaux 
points communs. Quand on pourra aller jusqu’à l'infini sans 
rencontrer de nouveaux points communs à trois plans, on pourra 
affirmer que les intersections restantes sont cachées. 


77. — Appliquons ces raisonnements à la figure 22, 

La verticale « coupe aa en un point dont la cote est (5), et le 
plan S en un point dont la cote est plus petite que (5), donc le point 
aest assurément vu. I! existe une intersection passant par ce 
point qui est également vue, c’est la droite ax que nous 
dessiuons vue jusqu'en т, point commun à trois plans. 





Fig. 22. 
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Le théorème donne donc ma vue à droite, cachée à gauche 
de m, mc vue à droite, cachée à gauche, mb vue à gauche, cachée 
à droite. 

Marchons ensuite, sur la ligne vue mb, jusqu’en b, point communs 
au plan horizontal, au plan P et au plan $. 

Le théorème donne bm vue à droite, cachée à gauche, be vae à 
droite, cachée à gauche, et ba vue à gauche, cachée à droite. 

Enfin, au point c qui est également commun à trois plans, nous 
avons ch vue à gauche, cachée à droite, ca vue à droite, cachée à 
gauche, et, enfin, cm vue à gauche, cachée à droite. 


LIVRE III 


INTERSECTION DES POLYEDRES 


CHAPITRE PREMIER 


1. — DEFINITIONS. 


78. 一 Un polyèdre est un solide limité par des plans. Chacun 
de ces plans, qu’on appelle aussi faces du polyédre, est limité 4 un 
contour polygonal, dont les côtés, qui sont les arêtes du polyédre, 
sont les intersections des faces deux à deux, et dont les sommets, 
qui sont aussi les sommets du polyédre, sont les points communs 
à trois faces au moins. 

La surface d'un polyèdre est l’ensemble des surfaces de toutes 
les faces. Enfin, Vintersection de deux polyédres est la ligne 
commune, ou plus généralement la région commune aux surfaces 
des deux polyédres. 

L’intersection de deux polyédres est donc un polygone, dont 
les côtés sont les intersections des faces de l’un des polyédres 
avec les faces de l’autre, et dont les sommets sont les points de 
rencontre des aréles de chaque polyédre avec les faces de l’autre. 

П résulte de là deux méthodes pour trouver l'intersection de 
deux polyédres: dans la première on détermine les côtés du poly- 
gone, dans la seconde on cherche ses sommets. 

En général, on utilise la premiére méthode lorsqu’on a des po- 
lyédres quelconques, et Pon n’emploie la seconde que dans le cas 
particulier des prismes et des pyramides. 


1. — DETERMINATION DES COTES. 


79. — On commence par former un tableau contenant les com- 
binaisons de toutes les faces du premier polyédre avec toutes les 
faces du second. 
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Pour cela, on inscrit sur une ligne horizontale les noms des 
faces du premier polyédre a, b, с, d, e, f, се qui détermine un 
certain nombre de colonnes verticales; puis, dans une même co 
lonne verticale, on inscrit les noms des faces du second polvedre 
a, В, y, Ô, e, 9, ce qui donne un certain nombre de tranche 
horizontales. 

Une case quelconque de ce tableau représente une com binaisos 
d'une face du premier polyédre avec une face du second, et Pon est 
de cette maniére certain de les avoir toutes sans répétition. 


80. — On supprime ensuite de ce tableau toutes les combi- 
naisons que l'on peut reconnaitre á l'avauce inutiles, sans pour 
cela effectuer aucune construction. 

Pour qu’une combinaison soit utile, il faut nécessairement que 
les deux faces admettent une partie commune en projection 
horizontale, puis une partie commune en projection verticale. et 
plus généralement dans une projection quelconque. I! faut de 
plus que ces parties communes se correspondent par des lignes de 
rappel. Ces conditions sont évidemment nécessaires, mais elles ne 
sont pas suffisantes; c’est-à-dire que, si elles sont remplies, la 
combinaison correspondante n’est pas nécessairement utile. 

Dans le tableau suivant, nous avons marqué avec le signe Х 
les combinaisons manifestement inutiles : 





81. 一 Choisissons maintenant l’une quelconque des combi- 
naisons qui restent, par exemple la combinaison aa. Nous déter- 
minerons l'intersection de ces deux faces, en les considérant 
comme des plans illimités, déterminés chacun par les arêtes qui 
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limitent ces faces, ces arêtes pouvant à leur tour être prolongées 
indéfiniment. C'est le problème général d'intersection de deux 
plans définis chacun par des droites. 

- Soit I (fig. 24) l'intersection de ces deux plans. Celte droite | 
ne convient pas tout entière 
pour le polygone d’intersec- 
tion. 

La partie utile est la 
portion de cette droite con- 
tenue simultanément & in- | 
téricur des deux faces a, a; -- 
elle se réduit par conséquent 
à тп. En résumé, mn est 
un premier côté du polygone 
d'intersection, mel n en sont 
deux sommets consécutifs. 

On a soin d'écrire le résultat trouvé mn dans la case corres- 
pondante du tableau. 

Proposons-nous maintenant de déterminer le second cóté du 
polygone. En disant le second côté, il ne s’agit pas de trouver 
un nouveau côté quelconque du polygone, ce qui ne présenterail 
aucun intérêt, mais bien le second côté que l’on rencontrerait en 
marchant sur le polygone dans le sens mn par exemple. Nous 
utiliserons les deux remarques suivantes. = 


Fig. 24. 


82. — Remarque I. — Tout mobile assujetli à rester 
constamment sur la surface d'un polyédre, et se trouvant à un 
moment donné à l’intérieur d'une face, se trouvera encore dans la 
même face un certain temps après l’instant considéré. 


83. 一 Remarque II. — Tout mobile assujetti à rester 
constamment sur la surface d’un polyèdre, et se trouvant à un 
moment donné sur une aréte, peut alors passer arbitrairement 
dans l’une ou l’autre des deux faces qui se coupent suivant l’arête 
considérée. 

La notion du temps ne devrait pas intervenir évidemment dans 
une question telle que celle qui nous occupe, mais de ce que 
nous ne trouvons, malgré tout, les côtés que successivement, il 
résulte qu’en parlant de mobiles, le raisonnement nous semble 
plus clair et plus facile à entrer dans l'esprit; c’est pourquoi 
nous conlinuerons d'employer cette expression de mobiles. 
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Done, le mobile qui parcourt le polygone d'intersection, é 
assujetti à rester constamment sur les surfaces des deux polyè 
devra obéir aux deux remarques précédentes. 

Or, 1° on arrive en n à l'intérieur de la face a, donc le m 
restera encore un certain temps dans la face زه‎ autrement di 
second côté du polygone d'intersection est contenu dans la face 

2 Nous arrivons еп #2 sur le contour de la face a, et en pa 
culier sur l’arête Au; donc, relativement à l’autre polyédre, n 
pouvons, ou bien rester dans la face a, ou bien passer dans 
face adjacente à a, l'arête commune étant l’arête Ap sur laquel 
se trouve le dernier sommet connu п. Soit с cette face, qui 4 
généralement unique et parfaitement déterminée. 

Nous avons donc actuellement deux combinaisons possibles, : 
ac. Or la combinaison aa a déjà élé employée, puisque c'est el 
qui a donné le premier côté du polygone d'intersection mn; il 
reste donc plus qu’une combinaison possible, са; c’est cell 
qui donnera le second côté. | 


84. 一 En résumé, le deuxième côté du polygone est dono 
par la combinaison de la face а, à l'intérieur de laquelle se trour 
le dernier sommet, avec la face c adjacente à celle que l’on quitte 
l’arête commune Ap passant par le dernier sommet connu n. 

Nous avons dit à ce sujet que la face © était généralement 
unique et parfaitement déterminée. П est même possible, à l’aide 
du tableau, de désigner cette face, connaissant les noms complets 
de la face a et de l’arète Az. 

Remarquons d’abord que le nom @ est remplacé dans la рга- 
tique par l’ensemble des lettres qui sont aux différents sommets 
de la face а; de même pour b, с, etc. | 

Ainsi, À étant Je nom d’un sommet du polyédre abc, la lettre’ 
doit se trouver au moins dans (rois colonnes, саг un sommet 
d’un polyèdre appartient au moins à trois faces. De mème, la 
lettre p se trouve au moins dans trois colonnes. Mais les deux 
lettres A et p ne peuvent se trouver réunies que dans deux colonnes | 
représentant les faces a et c qui se coupent suivant l'aréte dy. 
La face а étant connue, on peut désigner la face e à l'inspection | 
seule du tableau. 


85. — Ayant ainsi défini la combinaison cx qui donne le 
deuxième côté du polygone, on déterminera l’intersection de ces 
deux faces с, а; on prendra la partie utile de cette droite no, en 
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inscrivant le résultat trouvé no dans la case correspondante du 
tableau, puis on en déduira la combinaison qui donne le côté sui- 
vant et ainsi de suite. 


86. — Lorsqu'on a trouvé le premier côté du polygone mn, 
en se proposant de le parcourir dans le sens mn, il peut être 
avantageux de savoir à l’aide de quelle combinaison on fermera 
le polygone, de façon à pouvoir dire au moment où l’on rencontre 
celte combinaison que le polygone se ferme. 

11 suffit, pour arriver à ce résultat, de marcher sur le polygone 
dans le sens nm, en sens contraire du sens précédent ; la nouvelle 
combinaison que l’on définira ainsi sera bien la dernière du sens 
primitif. 

87. 一 Lorsqu'on a fermé le polygone mnopgrstm, il peut 
rester dans le tableau un certain nombre de combinaisons non 
employées. Il convient d'essayer l'une quelconque des combinai- 
sons qui restent, et l’on peut former ainsi de nouveaux polygones 
d’intersection. Ainsi, dans le tableau du numéro 80, nous avons 
un nouveau polygone uvxyzwu. En général, on doit essayer 
toutes les combinaisons qui restent, parce que, autrement, on 
pourrait oublier un ou même plusieurs polygones d'intersection. 

Il est cependant des circonstances où il est permis de suppri- 
mer certaines combinaisons qui restent sans prendre la peine de 
les essayer. Remarquons d’abord que le passage d’une case à une 
autre dans le tableau est analogue à la marche de la tour dans le 
jeu d’échecs, c’est-à-dire que l’on reste dans une même tranche 
horizontale ou bien dans une méme colonne verticale. 

Soit en effet un polygone mnop, ce polygone peut étre parcouru 
dans le sens mnop ou bien dans le sens penm, donc on peut arri- 
ver à la case no par le chemin (n° 80) mn, no dans une tranche 
horizontale ou par le chemin po, on dans une colonne verticale. 
Autrement dit, une case vide ne peut donner lieu 4 un résultat 
utile que s’il existe deux chemins permettant d’y arriver. Ainsi 
considérons la case 1 (n° 80), dans la tranche horizontale il n’y 
a plus de cases vides, et dans la colonne il n’y en a qu’une, donc 
la case 1 est inutile. On en déduit que la case 2 est également 
inutile, et ainsi de suite successivement jusqu'à la case 11. 

Cependant de pareilles suppressions ne peuvent se faire que si 
l'on est certain que le polygone d'intersection ne présente pas de 
polygones ouverts, comme nous le verrons plus loin. 

J. Canon. 一 Géonm. cotée. 4 
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88. 一 Remarq 
polygone, il est néce 
trouver un côté inter! 
nouveau côté doit pas 
pour trouver le dern 
seul point, ce dernie 
et par le premier son 
peut ètre utile de vé: 
par des points suppl 
erreurs. 


89. 一 Remarq 
mêmes plans auxiliai: 
car deux combinaisol 
commune, donc l’opt 
binaison да sera tout: 
naison suivante ca. 


90. — Remarque III. — Il est inutile d’employer un plan 
auxiliaire dans toute combinaison contenant une face perpendica- 
laire sur l’un des plans de projection, car on sait trouver immé- 
diatement l'intersection d'un plan quelconque avec un plan proje 
tant. 


91. — Cas particulier. — II peut arriver qu’une aréte du 
premier polyédre rencontre une aréte du second, il y a alors en ce 
point quatre combinaisons possibles. Soit а, b les faces du pre- 
mier polyédre, a, В celles du second. Les quatre combina 
possibles sont alors (а, af, ba, 68. On essaye l’une de ces 
binaisons, et Гоп ferme le polygone; puis on reprend I'w 
celles qui restent el l'on ferme de nouveau le polygone. 

Il peut arriver aussi qu'un sommet du premier polyèdre 
cide avec un sommet du second ; on a alors en ce point р Хх 
binaisons possibles, en appelant p et x les nombres des face 
aboutissent au sommet commun dans chaque polyèdre. 


92. — Il peut se faire encore que le polygone d'interse 
soit ouvert, bien que le nombre des côtés du polygone soit Ш 
puisqu'il est au maximum le produit du nombre des face 
premier polyèdre par celui des faces du second. 

Ce fait se présente, en laissant de côté le cas où le polyge 
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des branches infinies, lorsque les deux polyèdres ont deux faces 
contenues dans le même plan. 

Soit par exemple (fig. 25) а, a deux faces de deux polyédres, 
dont les plans sont confondus; 
les points de rencontre т, п, р, 
4, 1,8 des contours de ces deux 
polygones seront des origines de 
polygones ouverts. On peut dire 
cependant que le polygone se 
ferme en considérant la région 
de surface plane mnpgrs comme 
faisant partie de l'intersection ; 
c'est pour cela que nous avons 
défini jintersection de deux 
polyédres comme étant la ligne 
commune, et plus généralement 
la région commune aux surfaces des deux polyédres. 





Fig. 25. 


93. — Vérifications. — L’emploi du tableau que nous 
recommandons d'une façon absolue pour éviter de négliger cer- 
taines parties du polygone conduit aussi à reconnaître certaines 
vérifications dans la construction de ce polygone. 

Considérons par exemple (n° 80) deux cases mn, xy apparte- 
nant à une même colonne et telles que les noms mn, ху n'aient 
aucune lettre commune. Les droites тп, ху sont les intersec- 
tions de la face a avec les deux faces a, e, done les droites mn, xy 
doivent se couper sur la droite d'intersection des deux faces a et e; 
or, si ces deux faces a et e sont adjacentes, leur intersection est 
précisément l’une des arêtes du polyédre «Вуз, etc. 

I] en serait de même pour gr, yz dans la face e, xy, zw dans la 
face e, zw, vx dans la même face e, enfin dans la face » op avec 
UU, Op avec UY, ши avec pq et pq avec uv. 


94. — Nous signalerons aussi ce fait que la partie utile de 
intersection de deux faces n'est pas toujours comprise entre les 
deux sommets qui la limitent; par exemple (fig. 26), soit sab, 
sb les faces de deux pyramides en prenant les deux nappes de 
chacune d'elles et en indiquant avec des hachures la partie utile 
de ces différentes faces. Si I est l’intersection des deux plans, la 
partie utile de cette droite se compose des deux segments mn, pv. 

11 en serait de même figure 27, où la partie utile se com- 





52 INTERSECTION DES POLYEDRES. 
pose : 1° du segment mn; 2° du segment qui va de р jusqu'à 





Fig. 26. | Fig. 21. 


l'infini à gauche; 3° du segment qui part de у jusqu’à l'infini à 
droite. 
Ш. — ТАЗ DE SABLE ЕТ PRISME. 


95. 一 Exemple. — Intersection d'un tas de sable abed 
ayb,c,d, et d'un tronc de prisme eflgeilig, donnés seulement par 
leurs projections horizontales, en ajoutant que les sommets 
abcdefg sont dans un même plan horizontal, et que les autres 
sommets aybicidicafig, sont dans un autre même plan horizontal. 
Autrement dit les points qui ont le méme indice ont la méme 
cole (fig. 28). 

Commençons par former le tableau des combinaisons des faces 
du tas de sable avec les faces du tronc de prisme (fig. 28): 


TH | ب‎ | + | + 
efg 6/101 ef fiea | 01 200610 











abel | x | x | x | x | x 

+ abc | X | X | X | X | X | 
+ abba, | X | X | tu | x | st | 
+ beciba | X | X | uv | ох | x 
pa | x |x | سم‎ | » |x 
+ дааа! | X | X | по | mn | 








TAS DE SABLE ET PRISME. . ; 53 : 


Supprimons ensuite de ce tableau toutes les combinaisons évi- 
- demment inutiles. | 
-Par exemple, les deux solides étant tous deux au-dessus du plan | 
horizontal abcdefg, et au-dessous du plan horizontal Gibicidieifigs, 
on peut supprimer complètement les colonnes efg,? ايك‎ ainsi | 





Fig. 28. 


que les tranches abcd, æibicid,. Ensuite, les faces 600:0: fgg, A 
n’ont aucune partie commune en projection horizontale, ainsi que 
les faces bcc,b,, eggie et les faces 6001:6145. 0+. 

Si nous remarquons que les polyèdres ont deux faces dans le 
même plan, abcd, efg, cela nous permet de commencer le poly- 
gone immédiatement sans aucun tátonnement généralement inévi- 
table dans une telle question. 
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Choisissons donc les faces add,a,, 600:6: qui donnent certain 
ment en т une origine de polygone ouvert. Le plan horizont 
supérieur coupe ces deux faces suivant a,d,, 610: qui se renco 
trent en «; donc ma est l'intersection des deux faces. La parti 
utile se réduit à mn à l'intérieur de add,a,, ٠ 

Au point n, on se trouve à l'intérieur de la face add,a, qui 
faut conserver, et sur le contour de la face egg,e,, en particulie 
sur Гаг&е 991. Il faut donc remplacer cette dernière face par la’ 
face adjacente ggifif. 

Le plan horizontal inférieur donne ad, fg qui se rencontrent 
en 0. Donc no est le nouveau cóté du polygone, c'est en méme 
temps la partie utile. Comme vérification, cette droite no passe 
par Ва l'intersection dea,d,, fig, dans le plan horizontal supérieur. 

Au point о, nous arrivons à deux faces abcd, efg dans le même 
plan horizontal, le polygone s’arréte donc en ce point. 

Prenons ensuite comme nouvelle origine le point р, intersection 
de cd et ef. Le plan horizontal supérieur donne c.d,, esf, qui se 
rencontrent en y. Donc py est l'intersection des deux faces cdc,d,, . 
efesf,, la partie utile étant pg. Au point y, on se trouve à l’inté- 
rieur de la face cdcid; qu'il faut conserver, et sur le contour ff. : 
de la face eff,e,; 11 faut donc remplacer cette face efesf, par la * 
face adjacente f99:f.. Le plan horizontal inférieur coupe ces deux 
nouvelles faces suivant cd, fg qui se rencontrent en г, donc gr est : 
le nouveau côté. En ce point r, le nouveau polygone pgr est encore | 
arrêté. 

Enfin, prenons comme dernière origine le point s sur @b,, eg. | 
Le plan horizontal inférieur donne ab, eg qui se rencontrent en 3, 
ds est l'intersection des deux faces 456:6: 600:6 la partie utile 
se réduisant à sf. 

Au point $, on se trouve à l’intérieur de la face abb,a, que nous 
conservons, en remplaçant la face egg,e, par la face adjacente 
effres. 

Le plan horizontal supérieur donne les horizontales a,b, ed 
qui se rencontrent en e, donc te est l’intersection des deux nou- 
velles faces abb,a,, effie:, la partie utile se réduisant à tu. 

Nous voyons alors que la combinaison suivante est formée de 
effie:, bec, b, dont les horizontales inférieures se coupent en +, tandis 

que les horizontales supérieures se coupent en بل‎ ; pd est l’inter- 
section des deux nouvelles faces, elle doit passer par u et sa partie 
utile se réduit à uv. Enfin la dernière combinaison est formée de 


MN — e — e —_ 
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bcc,b, avec fggif, pour lesquelles le plan horizontal supérieur 
donne le point x à l'intersection de bic,, figs. 

À ce moment, nous avons utilisé toutes les origines de poly- 
gones ouverts, m, 0, р, 1, s, 7; or il ne reste plus qu'une case 
du tableau add,a, effies, il est donc inutile de l’essayer, de telle 
sorte que l'intersection se compose finalement des polygones 
ouverts mno, par أ‎ 


1V. — PONCTUATION. 


96. — Proposons-nous dans cet exemple de figurer le système 
des deux corps solides et de même substance. 

La première règle a toujours pour objet l'intersection, elle 
s'énonce ainsi : 

1° Un côté du polygone d'intersection est vu dans l'objet qu'il 
s’agit de représenter, lorsqu'il est donné par deux faces vues, en 
examinant chaque solide séparément. 

Dans l'application de cette règle, l’emploi du tableau (n° 95) 
est aussi très avantageux. Donnons en effet le signe 十 à chaque 
face vue, en examinant chaque polyèdre séparément, et le signe— 
à chaque face cachée. La règle précédente peut alors s'énoncer 
ainsi : la présence d’un seul signe 一 suffit pour que le côté cor- 
respondant soit caché. 

Ainsi dans le tas de sable, la face inférieure abcd est cachée, 
nous lui donnons le signe —, tandis que toutes les autres faces 
sont vues, nous leur donnons le signe 十 (n° 95). 

Pour le prisme, la face inférieure efg est évidemment cachée, 
elle a le signe —; la face supérieure 6/201 au contraire est vue 
avec le signe +. 

Ensuite l’arête gg, passant au-dessus de ef qui est dans le plan 
horizontal est vue, done les faces 600:61, fggifs sont vues avec le 
signe 十 , tandis que la face effie, est cachée avec le signe —. 

Nous dirons donc: тп 十 dans la colonne 十 dans la tranche vu, 
ل ل ميو‎ vu, pg— dans la colonne, + dans la tranche caché, 
gr + + vu, st-+- vu, tu — + caché, uv — + caché, ve ++ 
vu. 

En deuxième lieu nous nous occuperons de la distinction 
entre les choses qui existent et celles qui n'exislent plus. Cette 
règle s'énonce de la façon suivante : 
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2° Dans le système des deux corps solides et de même sub- 
stance, on enlève la surface de chaque corps contenue dans 
l'autre, attendu qu’une surface ne peut exister matértellement 
que si elle sépare deux surfaces de nature différente. 

Prenons alors successivement toutes les arêtes des deux corps; 





Fig. 28. 


ad coupe le prisme en m et o, la région mo étant à l’intérieur du 
prisme est enlevée; cd coupant le prisme en ret p est enlerée 
entre ces deux points; c,b, est de même enlevée de x à b, dans le 
prisme; il en est de même pour a,b, entre 8 el b, et pour bb, entre 
u et b,. Ces régions enlevées se marquent en traits mixtes ou 
avec tel autre trait distinctif que Гоп voudra, ce trait étant 
dasn tous les cas différent des autres traits employés pour l'intel- 
ligence de l’épure. 
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La même règle nous montre que les portions d’arêtes em, ep, 
TO, 891, 291, et, ng,, gv du prisme sont enlevées à l’intérieur du 
tas de sable. 

Enfin, en dernier lieu, on s’occupe de la ponctuation de ce 
qui reste, nous dirons donc : 

3° Toute aréte dans sa partie conservée aboutissant à un 
point vu du polygone d'intersection est vue aussi avant d'arriver 
au point; si, au contraire, elle aboutit à un point caché, elle 
est cachée avant d'arriver au point. 

Dans le plan horizontal supérieur, les portions conservées 
d'aréles 418, 605, вр, fio, же, Crd,, Фа, restent évidemment 
vues. 

L’aréte bb, aboutissant au point caché u est cachée par le 
prisme avant d'arriver au point u et ne redevient vue qu'en sor- 
tant du contour apparent du prisme. - 

L’aréle ee, du prisme, quittant le tas de sable en t qui est vu, 
reste vue dans la région conservée; il en est de même pour ff, qui 
est vue de f à q et de f, 4 v, puis de gg, qui est vue de g an. 

Quant à une aréte telle que ab, nous dirons qu’elle est 
nécessairement cachée à l’intérieur du contour (te,f,, parce qu'il 
est impossible dans une épure d’avoir des traits pleins qui se 
traversent à moins que dans l’espace les deux lignes considérées 
ne se rencontrent. 

Nous dirons enfin qu’une arête telle que cc, coupant en pro- 
jection le prisme sur une arête enlevée conserve sa ponctualion 
primitive, c’est-à-dire qu’elle reste vue de © à са. L’un des raison- 
nements précédents donnera la ponctuation des arêtes dont nous’ 
n'avons pas parlé. 


97. — Ajoutons encore que le tableau (n°95) nous conduit 
aux vérifications suivantes: les droites væ, gr par exemple, inter- 
sections de fggifi, bccaba et fggifi, cdcad,, doivent se couper en 
u sur cc,, intersection de bc,c,b, et cddics. De mème, uv et pq 
doivent se couper sur cc, au point À commun aux trois faces effies, 
becib,, cdd,e,, etc. 










98. 一 م0‎ peut suivre, pour trouver une section plane du 
polyédre, une marche identique à celle qui nous a donné l'inter- 
section de deux polyèdres, en considérant le plan sécant comm 
la limite d'un polyèdre réduit à un plan illimité. 5 

On peut aussi, lorsqu'il est permis d'employer des project! 
verticales, amener, comme nous le verrons plus tard, le plan sé 
à être perpendiculaire au plan vertical, parce que dans ce cas} 
a immédiatement les intersections de ce plan successivement ar 
toutes les arétes du polyédre. 


99. 一 Exemple. 一 On donne d'abord une pyramide 
heæagonale régulière solide reposant par sa base abedel sur k 
plan horizontal (Gig. 29), le sommet o se projetant au centre de и 
base. On coupe ensuite cette pyramide par le plan horizontal (le 
<e qui donne un hexagone aibicidief semblable au premier. (4 
nouvel hewagone sert de base à une nouvelle pyramide rép 
liére dont le sommet o a pour cote zéro. On ne conserve alors de 
la première pyramide que ce qui se trouve à l'extérieur de la 
seconde. Nous formons ainsi un nouveau solide dont on demonke 
l'intersection avec le plan P défini par son échelle de pente. 

On demande enfin de représenter la portion de ce solidep 
au-dessous du plan sécant. 

Les faces du solide proposé se composent de abbas, в 
садись, decids, [ен faaf, appartenant à la première pyramión 
puis رمرظيه‎ 6,10, с1@10, deso, ,ميري‎ [1410 appartenant à la 1 
enfin de la face abcdefo dans le plan horizontal. р 

Pour faciliter les constructions, nous avons commence | 
figurer les horizontales (4), (2) des différentes faces : elles "ا‎ 
parallèles aux traces horizontales de ces mêmes faces et Paris 
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successivement aa, bb,, cc,, etc., et оби, 0b,, оса, etc., en trois 
parties égales. Nous avons en même temps dessiné les horizon- 
tales (0), (1), (2), (3) du plan sécant Р. 

Commençons par exemple par la face abba,. Les horizon- 
tales (0) se coupent en m et les horizontales (1) en a, donc ma est 





Yintersection de cette face et du plan sécant, la partie utile se 
réduisant à mn, à l’intérieur de la face considérée. Au point я, 
Nous nous trouvons sur Varéte bb,, il faut donc remplacer la face 
Abba, par la face adjacente bcc,b,. Nous connaissons un premier 
point п, les horizontales (2) se coupent еп В et les horizontales (3) 
en y, donc nfy est le nouveau côté, la partie utile se réduisant 
à no. 

Nous passons alors dans la face cdd,c, pour laquelle le plan 


horizontal (3) donne le nouveau point p; op est donc la partie 
utile. 





00 INTERSECTION DES POLYÈDRES. 


Cette fois le point р se trouve sur cdi, il faut donc remplacer 
la face cdcid de la grande pyramide convexe par la face оса, de 
la pyramide concave. Les horizontales (2) se coupent en رة‎ que Pon 
joint au point р pour en déduire la partie utile pq, et ainsi de 
suite. | 

Nous trouvons ainsi le polygone mnopgrstuvxyzm, dont les 
portions mnop, vxyzm appartiennent à la pyramide convexe et la 
portion pgrstuv à la pyramide concave. 

La section est évidemment vue tout entière, puisqu'on enléve 
du solide tout ce qui est au-dessus du plan sécant. On n’a con- 
servé ensuite du solide, avec sa ponctuation primitive, *e'est- 
à-dire vue, que la région au-dessous du plan sécant. Ainsi am, 43, 
60 a,b,, nr, etc., sont enlevées. Enfin on a figuré aussi en trails 
pleins fins les horizontales (1), (2) des différentes faces du solide 
dans leurs parties utiles. 
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CHAPITRE III 


I. 一 INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN POLYEDRE. 


400. — On fait passer par la droite un plan auxiliaire dont on 
détermine comme précédemment le polygone d’intersection avec 
le polyédre. 

On obtient ainsi un polygone, dont les points de rencontre avec 
la droite sont les points demandés. 

Lorsqu'on a plusieurs projections à sa disposition, une horizon- 
tale et une verticale par exemple, il peut être avantageux dem- 
ployer l’un des plans projetants de la droite, parce qu’alors оп а 
immédiatement son intersection avec le polyédre. Mais, en 
géométrie cotée, il faut éviter de choisir le plan projetant hori- 
zontalement la droite A, parce que, pour mettre en évidence се 
qui se passe dans le plan vertical, il faut faire une projection ver- 
ticale en prenant une ligne de terre quelconque, ou une paral- 
- 116 à A par exemple. 

11 n’est pas toujours nécessaire de construire complètement le 
polygone d'intersection du plan auxiliaire avec le polyèdre, on 
peut laisser de côté toutes les faces qui n’ont aucune partie com- 
mune avec la droite en projection, et, si l’on avait à sa disposition 
une deuxième projection, on peut aussi négliger toutes les faces 
pour lesquelles ces parties communes ne se correspondent pas par 
des lignes de rappel. 


11. — TÉTRAËDRE ET DROITE. 


101. 一 Exemple. — Soit à trouver (fig. 30) l'intersection 
du tétraédre a (16) b (14) с (13) s (20) avec la droite А définie 
par son échelle de pente. 

-.Nous commençons par figurer les horizontales des faces du 
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tétraèdre contenues dans les plans horizontaux à cote ronde 
entre (13) et (20). 

La différence de cote entre s et b par exemple est 6. On а done 
partagé sb en 6 parties égales, ce qui donne l'échelle de larête sb. 
En joignant а (16) au point p (16), on a suivant ap une horizontale 
du plan sab. 





Fig. 30. 


Les autres horizontales de la même face sont parallèles à ap. 
La même opération a été faite pour sc; on en déduit les horizon- 
tales de toutes les faces en remarquant qu’elles aboutissent deus 

à deux aux mêmes points sur les différentes arêtes. On a ensuite 
figuré les horizontales d'un plan passant par А; par exemple le 
plan admettant Á comme ligne de plus grande pente. Nous l'ap- 
pellerons le plan A. 

Remarquons d’abord qu'il est inutile de prendre l’intersection 
de la droite A avec la face sub, la droite et la face n’ayant aucune 
partie commune en projection horizontale. 

Prenons donc le plan A et la face abc; les horizontales (14) se 
coupent en a, puis les horizontales (15) se coupent en В, done ai 
est l'intersection des deux plans. Cette droite «В coupe À au 

: point т qui est utile, puisqu'il est à l’intérieur de abc; c’est done 
l’un des points d’intersection cherchés. 

١ ; Prenons ensuite le plan auxiliaire A et la face sbe, les horisor- 
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tales (18) se coupent en y et les horizontales (17) en 3; la droite 
+5 rencontre À en 7 qui est également utile, c'est par conséquent 
le point d'intersection cherché. 

En résumé, les points d'intersection demandés sont m (14,9) 
et n (17,1). 

Dans l’épure, on a représenté le système formé par la droite 
illimitée. et le tétraèdre solide et de mème substance que la 
droite. 

La portion de la droite à l’intérieur du tétraédre mn est enlevée. 
En marchant dans le sens mn sur la droite, on arrive au point m 
qui est caché dans le plan abc; done la droite, avant d’arriver 
еп т, est cachée par le tétraedre et n'est vue de ce côté 
qu’en dehors du contour apparent ac du tétraédre. 

Au contraire, le point # étant vu dans la face sbc, la région 
de A à droite de n est vue tout entière. 


ПТ. — INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UNE PYRAMIDE. 


402. — Dans le cas particulier où Je polyédre considéré est 
une pyramide, il est généralement plus avantageux de choisir 
comme plan auxiliaire passant par la droite celui qui passe en 
méme temps par le sommet de la pyramide. De cette façon, le 
polygone d’intersection est réduit à sa plus simple expression, 
puisqu'il se réduit à deux droites, en supposant la pyramide 
convexe. 

Soit, par exemple, la pyramide Sabcde (fig. 31) et la droite F. 

Par le sommet 5 et par la droite F, nous menons un plan, dont 
nous cherchons la trace f sur le plan de base. Cette trace f ren- 
contre la base en un certain nombre de points т, п. En joignant 
Sm, Sn, оп aura les droites d’intersection du plan auxiliaire avec 
la pyramide. Enfin, ces droites Sm, Sn rencontrent la droite 
donnée F aux points cherchés M, М. 

Il est à remarquer que cette façon de procéder permet de 
trouver les points utiles aussi bien que les points inutiles. Nous 
reconnaissons, par exemple, que M est un point utile, c’est-à-dire 
qu'il est bien à l’intérieur de la face Sab; cela tient à се que le 
point m est à l’intérieur du segment ab. 

Si donc nous voulons de la même façon trouver l’intersection 
de F avec le plan 506, il suffit de joindre 5 au point de rencontre 


A 
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de f avec de et de prendre l'intersection P de cette droite Sp 
avec F. Seulement, le nouveau point ainsi obtenu est inutile, pour 
l'objet qui nous occupe, parce que р se trouve en dehors da 
segment de et qu’alors P se trouve en dehors de la face Sde. 





Fig. 31. 


403. — Si, au lieu d’une pyramide, on avait un prisme, il fao- 
drait alors choisir comme plan auxiliaire un plan passant 
toujours par la droite, mais parallèle aux arêtes du prisme. 


‚ 404. 一 Remarquons, enfin, que la méthode précédente est | 
indépendante du nombre des côtés de la base de la pyramide ou 

du prisme, ainsi que de leur grandeur; elle sera donc applicable 
également aux cônes ou aux cylindres. 


CHAPITRE IV 


I. 一 INTERSECTIONS DE PRISMES ЕТ DE PYRAMIDES.: 


105. — Pour trouver l'intersection de deux pyramides, nous 
avons dit que Гоп cherchait de préférence les sommets du poly- 
gone, c’est-à-dire les points de rencontre des arêtes de l'une des 
pyramides avec l’autre pyramide. 

Nous emploierons à cet effet des plans auxiliaires passant par 
une aréte d’une pyramide et par le sommet de l’autre. Les plans 
auxiliaires doivent donc passer par les sommets des deux pyra- 
mides. I] est évident d’ailleurs qu’en faisant tourner un plan auxi- 
liaire autour de la droite qui joint les deux sommets, оп peut le 
faire passer successivement par toutes les arêtes des deux 
pyramides. 

D'ailleurs, étant donné un tel plan passant par le sommet d'une 
pyramide, pour trouver son intersection avec cette pyramide, il 
est nécessaire de connaître la trace du plan auxiliaire sur le plan 
de base. 

Nous remarquerons donc: 1° que les traces de tous les plans 
auxiliaires sur les deux plans de base passent par deux points fixes 
qui sont les points de rencontre de la ligne des sommets avec les 
deux plans de base; 2° que les deux traces d’un méme plan auxi- 
liaire sur les deux plans de base rencontrent l'intersection des 
deux plans de base au méme point. 

Lorsque les deux bases se trouvent dans le méme plan, on se 
contente de remarquer que les traces des plans auxiliaires sur le 
plan de base commun passent par un point fixe qui est la trace de 
la ligne des sommets sur le plan de base commun. 

Dans le cas d’un prisme et d’une pyramide, on remplacera la 
ligne des sommets des deux pyramides par une paralléle aux 
arétes du prisme menée par le sommet de la pyramide; autrement 
dit, les plans auxiliaires seront menés par le sommet de la pyre 

J. CARON. 一 Géom. cotée. 5 
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mide, parallèlement aux arétes du prisme. Enfin, dans le cas de 
deux prismes, on choisira comme plans auxiliaires des plans 
parallèles aux arêtes des deux prismes. | 


106. — Exemple. — Soif à déterminer l'intersection de 
deux pyramides Sabc, Sidef, définies par leurs bases abc, de 
dans le plan horizontal, et par leurs sommets dont on a les pre 
jections horizontales S, Зи et les côtes (71), (16) (fig. 32). 

Nous commençons par déterminer la trace de la ligne des 
sommets S (7), $1 (16) sur le plan de base commun, c'est-à-dire sur | 
le plan horizontal. Pour cela nous avons partagé l'intervalle SS, 
en 9 parties égales, et nous avons continué les divisions jusqu'au 





Fig. 32. 


point с (0). Prenons comme premier plan auxiliaire le plan pas 
sant par l’aréte Sa. Sa trace horizontale est са, qui rencontre la 
base def aux points a,, Ga. Le plan auxiliaire coupe donc la pyrt- 
mide 5 suivant Sidi, Sas, qui rencontrent Sa aux points m, #. 
Ces deux points m et # sont donc deux sommets du polygone, © 
sont les points de rencontre de l’arête Sa successivement avec les 
deux faces Sidf, Sief. 
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De même le plan SS,cb passant par l’arête Sb coupe la pyra- 
mide $, suivant $101, Saba, qui rencontrent Sb en o, р, lesquels 
sont deux nouveaux sommets du polygone. 

Nous remarquons maintenant que le plan SS:oc passant par 
l’arête Sc ne coupe pas la pyramide S,, puisque сс ne rencontre 
pas la base def. Ii faut donc passer à la pyramide S, en con- 
tinuant de suivre l’ordre alphabétique pour être certain de ne pas 
oublier des arêtes de l’une ou de l’autre pyramide. 

Le plan passant par Sid a pour trace horizontale cddids, il 
coupe la pyramide $ suivant Sd,, Sd2, qui donnent les deux nou- 
veaux sommets q, Г. Enfin, le plan SS,ce coupe la pyramide 5 
suivant Se, Sez, qui donnent les derniers sommets $, и. 

Nous disons ici que nous trouvons les derniers sommets, parce 
que le plan passant par l'aréte S,f ne coupe pas la pyramide $. 
Nous sommes donc bien certains d’avoir tous les sommets et de 


n’en avoir oublié aucun. 


407.— II reste maintenant à joindre les différents points ainsi 
obtenus. Pour cela, nous remarquerons qu’étant donné еп п un 
sommet quelconque du polygone, à ce point correspondent tou- 
jours deux autres points parfaitement déterminés a, аз sur les 
deux bases. Ces deux points sont les points de rencontre de Sn 
et Sin avec les deux bases. 

Considérons ces trois points п, а, 4, comme trois mobiles assu- 
jettis à rester ensemble dans le même plan auxiliaire. Pendant 
que les deux mobiles а, a; décriront les deux bases, le mobile n se 
déplacera sur l'intersection. 

Donnons le numéro 1 aux positions initiales de ces trois mo- 
biles. Faisons maintenant tourner la trace du plan auxiliaire 
. autour de с. La première trace rencontrée est сеез. 

Le mobile qui était en a sur abc arrive en ex, celui qui était 
en a, arrive en e, nous joignons Se, Зе, се qui donne le point u 
comme point d’intersection; nw est alors un côté du polygone 
d'intersection. Inscrivons 2 en €,, €, u. 

La facon de joindre les points n'étant pas identique á celle que 
nous avions employée dans le cas de deux polyèdres, il convient de 
la justifier. Nous allons par exemple montrer que nu est l'inter-. 
section des deux faces Sac, Зе]. 

En effet, prenons comme premier plan auxiliaire le plan. 
,و5560‎ il coupe Sac suivant За, Sief suivant S,az, d’où le point n.- 
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Prenons ensuite comme plan auxiliaire le plan SS,ceez, il coupe 
Sac suivant Зе», et Sief suivant Sie, ce qui donne le point y. 
Nous disons de plus que n et u sont les extrémités de ja partie 
utile : cela tient à ce que la méthode employée permet de marquer 
à l'avance tous les sommets uliles et rien que ces sommets utiles. 

Cependant il peut se faire que la partie utile de l’intersection 
soit comprise entre les deux sommels п et м comme dans 
l'exemple précédent, ou bien en dehors de ces deux sommets. 

Le plan auxiliaire tournant toujours dans le même sens, il vient 
prendre la position cdd: ; les positions correspondantes des mo- 
biles de base sont dz pour la base abc, d pour la base def, ce qui 
donne Sd», Sid, et par suite le point г; ur est donc un nouveau 
ebté du polygone. 

Arrivé à la position oddz, nous remarquons que le plan auxi- 
Мате ne peut plus continuer dans je même sens, parce qu'au- 
trement il ne couperait plus la base def. On dit que le plan cdd, 
est limite, et en particulier limite pour la pyramide S,. 

Le plan auxiliaire doit donc marcher maintenant en sens сов- 
traire du sens précédent. Sur la base abc, le mobile qui a déjà 
parcouru le chemin aezd marche nécessairement en sens con- 
traire pour revenir en e. 

Sur la base def, le mobile qui a parcouru le chemin azed peut 
soit revenir sur ses pas en e, soit continuer dans le méme sens 
jusqu’au point k. Si Pon revenait en e, en joignant Sez, Se, on 
retrouverait le point précédemment obtenu #; donc il est nèces- 
saire sur la base abc de continuer dans le méme sens. 


408. — Règle. — 1° Lorsque le plan limite touche ou bien 
est rasant, le mobile marche en sens contraire; 

2 Lorsque le plan limite coupe, le mobile continue dans le 
méme sens. 

Les nouvelles positions des mobiles de base sont donc e, et 
le point k qui n’était pas marqué, et cependant nous sommes 
certains d’avoir déterminé tous les sommets du polygone. 
Cela tient à ce qu'il ne faut pas s’arréler à cette position partica- 
liére du plan sécant. En joignant Sik, Ses, on trouverait bien us 
point du polygone d'intersection, mais ce point serait compris 
entre deux sommets consécutifs, il est donc inutile de le marquer. 
Nous dirons même à ce sujet que, si les deux sommets du poly- 
gone d’intersection étaient trop rapprochés l’uu de l’autre, il serait 
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bon alors, au point de vue de l’exactitude, de déterminer un point 
supplémentaire, mais en ayant soin de le chercher en dehors des 
deux sommets. Il faudrait alors employer un plan auxiliaire en 
dehors des deux plans qui ont donné les sommets précédents. 

Le plan auxiliaire dépassera donc la position ke; pour venir 
еп 66 ce qui donne le sommet m. 

La position suivante du plan auxiliaire est obb;, qui donne le 
sommet о. Nous atteignons ainsi un plan limite, le plan auxiliaire 
marche en sens contraire. Sur la base def, comme le plan limite 
coupe. nous marchons en sens contraire, mais sur la base abc, 
puisque le plan limite touche, nous continuons dans le même 
sens. Nous passons d’abord le plan ريههه‎ parce que le point ! est 
inutile, il en est de même du plan ckee, à cause du point inutile k, ' 
et nous allons jusqu’au plan odd, qui donne les points 4, d, et q. De 
cette position limite, nous revenons dans le plan ceei ce qui donne 
le point ¢, puis au plan cbb, qui donne le point р, et enfin dans le 
plan oaa; qui donne le point de départ. 

Lorsque le polygone est fermé, il peut rester certains sommets 
non employés; il faut alors prendre l’un d’eux comme nouvelle 
origine, ce qui permet de former un nouveau polygone d’intersec- 
tion. . 


409. — Vérifications. — Étant donnés sur un côté de l’une 
des bases, df par exemple, deux groupes de nombres consécutifs, 
34, 56 par exemple, les mêmes nombres 34 se trouvent sur un 
côté ac de l’autre base et 56 sur un côté différent bc de cette même 
base. Ceci prouve que les droites mr (34) et og (56) sont les inter- 
sections de la face S,df (34 et 56) successivement avec les faces 
Sac (34) et Sbc (56). Donc, les deux droites mr, 00 doivent se 
couper sur l'intersection Sc des deux faces Sac, Sbc au point р. 

De même, nu, pt se coupent sur Sc et ainsi de suite. 

On peut signaler aussi comme vérification que le côté nu par 
exemple, intersection des faces Sac, S,ef, passe par le point 
de rencontre = des traces horizontales ac et ef des deux faces 
considérées. 


440. — Pénétration. — Arrachement. — L’exemple 
que nous venons d'étudier s'appelle un arrachement, parce que 
l'intersection se réduit à un seul polygone. Si l'intersection était 
composée de deux polygones, on dirait que l'intersection est une 
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pénétration. Sans construire le polygone, on peut reconnaitre 
l’avance sa nature, d’après la disposition des plans limites. 

Cette distinction, d’ailleurs, suppose que chaque base est un 
polygone convexe, de telle sorte que par o on ne ‘peut lui mener 
que deux droites la coupant en un seul point. Ces droites sont les | 
traces des plans limites. Nous avons donc en tout quatre plans | 
limites possibles. Seulementil y a lieu de distinguer entre les plans 
limites utiles et ceux qui ne servent pas. Pour qu'un plan limite 
soit utile, il faut qu'il soit d'abord rasant pour une pyramide, et 
qu'en même temps il coupe l’autre pyramide. On peut done avoir 
0, 1, 2, 3, 4 plans limites utiles, suivant la position du point с par 
rapport aux deux bases. 

Dans la figure 33, il n’y а aucun plan limite utile, le point с 
étant à l’intérieur des deux bases. Dans la figure 34, nous avons 


e b e 
0 \ 


h 
١ 
١ 


Fig. 33. Fig. 34. 


un seul plan limite utile doh, parce que le point © se trouve sur 
deh et à l'intérieur de abc. 





Fig. 35. Fig. 36. 


La figure 35 est l'exemple d’un plan limite utile pour chaque 
pyramide. Dans la figure 36, nous avons deux plans limites utiles 
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seulement pour abc. Ensuite la figure 37 montre trois plans límites 
utiles, un pour abc, les deux autres pour def; cela tient à ce que 
le point c se trouve sur abc. Enfin, la figure 38 montre un 
exemple de quatre plans limites utiles. 





Fig. 37. Fig. 38. 


En suivant le polygone dans chacun de ces exemples comme 

. nous l'avons fait dans l’épure, on reconnaît, en résumé, qu'il y a 
arrachement, c’est-à-dire un seul polygone, lorsqu'il existe un 
nombre impair de plans limites utiles pour l’un des corps. Il y a 
au contraire pénétration et, par suite, deux polygones, lorsqu'il 
existe un nombre pair de plans limites utiles pour chaque 
corps. 

Ce qu'il faut retenir de cette distinction en pénétration ou 
arrachement, c'est surtout la façon de choisir les bases pour être 
certain d’avoir soit un, soit deux polygones, car le fait d’en con- 
naître le nombre п’ауапсе en quoi que ce soit leur détermination. 

- N'oublions pas, de plus, que cette distinction perd toute espèce 
de sens quand les bases sont des polygones concaves. 


IT. — PONCTUATION. 


444. — La réunion de deux surfaces ou solides permet avec 
elles de former un certain nombre d’objets qui ont chacun leur 
ponctuation distincte et l’on peut, à l’inspection de l’épure, re- 
connaître la nature de chacun d’eux. 

Pour mettre en évidence ces différents objets, nous convien- 
drons de figurer par deux courbes C, С, les sections des deux 
surfaces par un même plan, et de remplir avec des hachures 
l’intérieur de chaque section, lorsque l’objet à représenter est un 
solide. 
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Ainsi la figure 39 représente le système des deux corps solide 
et de même substance. — La figure 40 donne la partie solide قعل‎ 
extérieure à Si; la figure 41 est au contraire la partie solide 
de $, extérieure à S. — Dans la figure 42, nous avons le solide 
commun. 





Fig. 39. Fig. 40. Fig. 41. 


Les solides 40 et 42 donnent, quand on les réunit, le solide S. 
De même les solides 41 et 42 réunis complètent le solide $. 
Enfin, les solides 40, 41, 42 réunis donnent le solide 39. Пу 


4 
o 





Fig. 42. Fig. 43. Fig. 44. 


aurait d’autres combinaisons analogues, en supposant $ et $, 
solides à l’extérieur au lieu de les supposer solides à l’intérieur 
comme nous venons de le faire. 





Fig. 45. Fig. 46. Fig. 47. 


Pour représenter des surfaces ou fragments de surfaces, on se 
contentera, comme schéma, des courbes С et C, sans hachures. 
Ainsi la figure 43 représente le système des deux surfaces. La 
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figure 44 est la surface de S extérieure à S;, tandis que la figure 
45 donne la surface de $: extérieure à S. 

Puis la figure 46 représente la surface | 
de $ contenue dans ريك‎ tandis que la figure ىر‎ ae 和 Ne 


1 
44 représente la surface de 5: contenue e „’ N | 
dans S. 6 # yo 
Le solide 40 a sa surface composée des Nin A: 
surfaces 44 et 47. De même le solide com- VN AOS 
mun 42 a pour surface la réunion des frag- ١ CRT 
ments 46 et 47. Fig. 48 


Enfin, si l’on voulait représenter l’in- 
tersection par le même procédé, on devrait marquer simplement 
les quatre points m, n, 0, р (fig. 48). 

On représente rarement cet objet, dont la ponctuation пе pré- 
sente aucun intérêt, l'intersection étant vue tout entière, et les 
surfaces primitives complètement enlevées. 


112. — Système des deux corps solides et de 
même substance. — Quel que soit l’objet à représenter, 
nous procéderons toujours de la façon suivante. En premier lieu, 
nous nous occuperons de l'intersection. Ensuite, nous établirons 
la distinction entre les choses qui existent et celles qui n'exislent 
pas. Enfin, on établira la ponctuation de ce qui reste. 


113. — 41" règle. — Dans le système des deux corps solides 
et de même substance, un côté du polygone d'intersection est vu, 
lorsqu'il est donné par deux faces vues, en examinant chaque 
corps séparément. 

Si l’on donne à chaque côté un double signe, le signe supé- 
rieur se rapportant à 5, le signe inférieur à S,, + voulant dire 
vu اع‎ — caché, la règle précédente peut alors s'énoncer ainsi : la 
présence d'un seul signe 一 suffit pour que le côté soit caché. 

Dans notre exemple (fig. 32), les faces Sab, Sac sont vues, 
tandis que la face Sbc est cachée, en supposant la pyramide 5 
solide seule et conservée tout entière. Dans les mêines conditions, 
ce sont les faces Sidf, Sief qui sont vues, tandis que la face 6 
est cachée pour la pyramide Si. 

Le côté 12 ou nu, provenant des faces Sac, Side qui sont vues, 
est donc vu aussi, il a pour double signe +. 


Maintenant que nous connaissons le double signe de nu, il est 
inutile de s'occuper des bases, la ponctuation des autres côtés se 
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déduisant de celle du premier. Au point и, on atteint le contour 
apparent de S,, il y a donc changement de ponctuation sur 5, м 
changement de signe inférieur, се qui donne pour ur le signe +, 
Ce côté est donc caché. En r changement de signe inférieur: 


rm H est vu. En m il n’y a pas de contour apparent, il n’y a dose 


pas de changement de signe, mo reste vu avec le signe +. Au pointe, 


on atteint le contour apparent de 5, changement de signe supé- 
rieur, og = est donc caché. Le point q appartient au contour 
apparent de Sy, il y aura en ce point changement de signe inf 
rieur; le côté suivant gt a donc pour double signe رت‎ il est caché. 

Au point $, changement de signe inférieur, fp -- est toujours 


Fig. 32. 


eaché. Enfin, en p on atteint le contour apparent de S, change- 
ment de signe supérieur, pn + est vu. 


444. 一 2 règle. — Dans le système des deux corps solides 
et de même substance, la surface de chaque corps contenue dans 
l’autre n’existe plus, car une surface ne peut exister matérielle- 
ment que si elle sépare deux milieux de nature différente. П faut 
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donc enlever les portions d’arétes de chaque pyramide contenues 
dans l’autre. Ces régions enlevées se figurent en traits mixtes. 
Le sommet $ étant manifestement en dehors de la pyramide Si, 
Y aréte Sa coupe S, en met n, la région mn de Sa se trouve donc 
dans 51, et par suite ce segment mn est enlevé. П en est de même 
pour op de l’arête Sb, puis pour gr et tu des arêtes Sid, Sie. 


4415. — 3° règle. — Toute arête de l’un des corps, dans sa 
partie conservée, aboutissant à un sommet vu du polygone d inter- 
section, est vue aussi avant d'arriver à ce point; si, au contraire, 
elle aboutit à un point caché, elle est cachée un certain temps 
avant d'arriver au point. 

Dans notre épure (fig. 32), l’aréte Sa en partant de 5 aboutit 
au point m qui est vu, donc Sm est vue, elle quitte la pyramide 5, 
au point Я qui a été reconnu vu, donc па est encore vue. 

De même, l’arête Sb coupe S, aux points vus o, p, donc les 
régions conservées 50, pb sont encore vues. 

L’aréte 5.4, aboutissant au point r qui est vu, est vue aussi dans 
la région Sir. Elle quitte la pyramide $ au point q qui est caché; 
donc, dans le voisinage de ce point, l’arête Sid est cachée par la 
pyramide 5, et elle ne redevient vue qu’après avoir quitté le con- 
tour apparent Sb de $. 

De même, Paréte Sie aboutit au point и qui est vu, elle est vue 
jusqu’à ce point; elle quitte la pyramide S au point ¢ qui est 
caché, donc la région fe est cachée. 

L’arête Sc sur laquelle il n’y a pas de points d’intersection est 
nécessairement cachée à l’intérieur du contour apparent de Si, 
parce qu'il est impossible d’avoir des traits pleins qui se traversent. 
Ce résultat démontre en même temps que l’arête S,f est vue tout 
entière. 

Enfin, les côtés ab, bc, df et une portion de fc restent vus comme 
contours apparents. 


116. — Système des deux corps solides et de 
substance différente, 5 étant plus dense que S:. 
— Nous remarquons d’abord qu'il est impossible de représenter 
le système des deux corps solides de substance différente, sans 
ajouter autre chose à l'énoncé, parce qu’à l’intérieur du solide 
commun, il est impossible d’avoir simultanément deux substances 
différentes. Nous avons donc ajouté $ plus dense que Si ce qui 
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veut dire que S est conservé tout entier, tandis que $, est entamé 
pour laisser de la place à S. L'aspect extérieur de ce nouveas 
solide est le même que celui du précédent. La seule différese 
porte sur ce fait que la pyramide 5 est conservée tout entière, done 
les portions d’arétes mn, ор, au lieu d’être enlevées, sont conser 
vées, mais cachées à l’intérieur de S,. 


117. — Système des deux surfaces. — L'aspect exté- 
rieur de ce nouvel objet est aussi le même que celui des deux corps 
solides et de même substance, à moins que Pobservateur ne я 
trouve à l’intérieur de l’un des corps ou des deux. 

La seule différence porte sur ce fait que les surfaces des 
deux pyramides sont conservées complétement. Donc les portions 
d'arétes mn, op, qr, tu, au lieu d'étre enlevées, sont conservées, 
mais cachées. | 


118. — Partie solide de 5 extérieure à S,. — Cel 
objet est un fragment du solide 5. Chaque fois que nous aurons à 
faire un fragment d'objet, nous établirons d’abord la ponctuation 





Fig. 49. 


du polygone sur cet objet conservé tout entier, puis nous cher- 
cherons la ponctuation des choses qui restent. 
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4” règle. — On établit la ponctuation du polygone sur la pyra- 
mide $ supposée solide, seule et conservée tout entière. | 

Cette ponctuation est donnée par le signe supérieur. Nous avons 
donc om, тг, ru, un, np qui sont vues, tandis que 00, qt, tp sont 
cachées (fig. 49). 


2° règle. 一 Comme le dit l’énoncé, on conserve avec sa ponc- 
tuation primitive la surface de 5 extérieure à S,. 

Les arétes de la pyramide S conservent donc leur ponctuation 
primitive, sauf mn et op qui sont enlevées. 


3° règle. — On conserve la surface de Si contenue dans 5. 
Les aréles de la pyramide $: sont donc enlevées complètement, 
sauf les portions gr et tu qui sont ici cachées à l’intérieur de 5. 


4٠ règle. — Enfin, une partie du polygone d’intersection peut 
redevenir vue comme contour apparent; c'est ici une portion du 
côlé gt. 

Nous avons figuré dans chaque face du polyèdre ainsi formé les 
horizontales à cote ronde. 


119. — Solide commun. — Cet objet est, comme le pré- 
cédent, un fragment de l’un des corps. 


47 règle. — On établit la ponctuation du polygone sur l’un des 
corps supposé solide, seul et conservé tout entier. On peut choisir 
celui des deux corps que l’on veut ou successivement tous les 
deux. Autrement dit, la présence TE. 
d'un seul signe 十 suffit pour que |g A 
le côté soit vu. 47 

Par exemple,sur S,onaomrunp  \ 
vu et ogtp caché (fig. 50). \ 


\ PP af ./ 
2° règle. 一 On conserve avec sa > / 


ponctuation primitive la surface 


de chaque corps contenue dans 
l’autre. Ne A 


Les portions d'arétes mn, op, 7 PY 
gr, tu sont donc conservées et vues. \ 

3° règle. 一 Une partie du poly- \ 
gone d'intersectión peut redevenir Fig. 99. 
vue comme contour apparent, c'est ce qui a lieu pour pt, 00. 


Nous avons figuré dans chaque face du solide commun les hori- 
zontales à cole ronde, 







NX 
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420. — Surface de S extérieure à S,. — Ce пя 
objet est un fragment de la surface de 5. Nous dirons donc: 


4r règle. 一 On établit la ponctuation du polygone sur la pyre- 
mide $ réduite à sa surface opaque, seule et conservée tout er 





Fig. 51. 


tière. Cette ponctuation est donnée par le signe supérieur (fig. 51) 

Nous avons donc omrunp vu et 0015 caché. 

9 règle. 一 On conserve avec sa ponctuation primitive la sur 
face de la pyramide $ extérieure à S,. Donc les arêtes de la pyra- 
mide S conservent leur ponctuation primitive, sauf les régions 
mn, op qui sont enlevées. 

3* règle. 一 La pyramide Si est enlevée tout entière, que Pon 
considère cette pyramide soit comme solide, soit comme surface， 
donc les arêtes de la pyramide 5, sont enlevées complètement. 

4 règle. — Une partie du polygone dintersection peut rede- 
venir vue comme contour apparent, c'est ce qui arrive pour un 
portion du côté tg. Nous avons figuré dans leur région vue les 
horizontales des fragments de plans ainsi conservés. 


424. — Surface de 5 contenue dans S,. — Ce dernitf 
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objet est toujours un fragment de la surface de 5. Nous dirons 
donc (fig. 52) : 

1” règle. 
mide S réduite à sa surface opaque, 
seule et conservée tout entiére. 

2* règle. — On conserve avec 
Sa ponctuation primitive la sur- 
face de S contenue dans S,. Donc 
les portions d’arétes mn, op sont 
conservées et vues. 

3° règle. — La pyramide S, est 
enlevée complètement, qu’on la 
considère soit comme solide, soit : 
comme surface. 

4٠ règle. 一 Une partie du poly- 
gone d'intersection redevient vue 
comme contour apparent. Dans le 
cas actuel, il s’agit de og, de pt et des portions de 4+ en dehors 
de rm et de pn. 

Nous avons également figuré les horizontales de chacune des 
faces, dans leur portion conservée et vue. 








Fig. 52. 


Ш. — SECTION PLANE D’UN PRISME 
OU D'UNE PYRAMIDE. 


422. — Outre la méthode générale de l'intersection de deux 
polyédres et celle qui consisterait à prendre un plan vertical de 
projection perpendiculaire sur le plan sécant, en choisissant 
comme ligne de terre une perpendiculaire sur la trace horizon- 
tale du plan sécant, on peut aussi employer une méthode analogue 
à celle qui donne l'intersection de deux pyramides. 

Par le sommet S de la pyramide, on mène une droite quel- 
conque fixe et l’on choisit des plans auxilaires passant tous par 
cette droite fixe et successivement par toutes les arêtes de la py- 
ramide. Si, au lieu d’une pyramide, on avait un prisme, on choi- 
sirait comme plans auxiliaires des plans passant par une droite 
fixe parallèle aux arêtes du prisme. L’avantage de cette méthode 
est de pouvoir s'appliquer également aux cônes et aux cylindres. 
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Soit la pyramide Sabcdef définie par sa base abcdef dans le plas 
horizontal et son sommet 5 dont on a la projection horizontale $ 








Fig. 53, 


ot la cote (12) (fig. 53), puis un plan sécant défini par son échelle 
de pente А. 

Menons par le sommet 5 une droite quelconque, par exemple 
la parallèle à la ligne de plus grande pente du plan sécant ; celte 
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droite a pour trace sur le plan de base, c’est-à-dire sur le plan 
horizontal, le point с (0). Prenons ensuite un plan auxiliaire pas- 
sant par cette droite So. Sa trace horizontale passera par le point 
fixe с. D'un autre côté, sa trace sur le plan sécant sera parallèle à 
So. Si Гоп avait choisi une autre droite arbitraire, la trace du plan 
auxiliaire sur le plan séeant aurait passé par la trace de la droite 
donnée sur le plan sécant. De plus, les traces du plan auxiliaire 
sur le plan de base et sur le plan sécant rencontrent la trace P du 
plan sécant sur le plan de base au mème point. | 

Ainsi, le plan passant par Sa a pour trace sur le plan de base oa; 
sa trace sur le plan sécant est la parallèle à So menée par a. 
Cette parallèle rencontre Sa au point demandé a,. La même opé- 
ration a été répétée successivement pour toutes les autres arêtes 
ct elles ont donné les points b,, си, da. в, fi. 

Le grand avantage de ce procédé, c'est qu'il permet de trouver 
tous les points pour ainsi dire mécaniquement, sans avoir à répéter 
chaque fois le même raisonnement. 

On dessinera donc simultanément toutes les droites са, ob, ос. 
od, se, of, dont on marquera les points de rencontre «, В, y,3,¢, 9 
avec P. Puis, par ces différents points, les équerres étant en 
place, оп dessinera simultanément toutes les parallèles aa,, Bb, 
C1, Ôdi, €€1, pf1, en marquant chaque fois le point correspondant 
a, Di, Са, da, €) fa. 

I} ne reste plus enfin qu’à joindre les différents points ainsi 
obtenus dans le même ordre que les points correspondants de la 
base. | 


423. — Ponctuation. — Nous avons représenté la surface 
opaque de la pyramide comprise entre le plan sécant et le plan 
de base. | 

Reconnaissons d’abord que la région vue de la base est defa, 
car, si nous prenons la verticale qui s'appuie sur Se et sur bc, elle 
rencontre bc en un point de cote nulle et Se en un point compris 
entre e et S dont la cote est positive. 

Nous établissons ensuite la ponctuation du polygone sur la py- 
ramide conservée tout entière. Dans ces conditions, la ponctua- 
tion d’un sommet du polygone est la même que celle du point 
correspondant de la base, parce que ces points sont ici sur la même 
nappe de la pyramide ; donc d,e,f,a, est vu. 


Nous conservons ensuite avec sa ponctuation primitive la surface 
J. Canon. 一 Géom, cotée. 6 
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de la pyramide comprise entre le plan de base et le plan sécant; 
dd,,eé:, ff1, aa, sont conservées et vues, bb, et cc, étant cachées 

Ajoutons ensuite que la région asb,c,d, redevient vue comme 
eontour apparent, et comme le plan a,b,c,d,e,f, est transparent, 
les arêtes de la pyramide redeviennent vues à l’intérieur de ce 
contour. 

Par exemple cc, redevient vue complètement ; il en est ainsi 
de la portion de bb, voisine de b,, ainsi que des portions de cb et 
ed voisines de c. 

Nous avons figuré les horizontales à cote ronde qui sont vues 
dans les régions conservées des différentes faces. [1 en résulte 
que par la même occasion les arêtes se trouvent graduées et qu'on 
en peut déduire les cotes des différents sommets. 


CHAPITRE V 


1. 一 OMBRES. 


424.— Étant donnés une source lumineuse $ et un point M, le 
rayon lumineux SM qui passe par ce point M se trouve arrêté par 
le point M, de telle sorte que toute la région de la droite SM qui 
se trouve au delà de M par rapport à 5 ne reçoit plus de lumière 
du point 5 et se trouve par suite dans l’ombre. 

Donc, pour trouver l’ombre portée par un point M sur une 
surface, on doit figurer le rayon lumineux SM et déterminer 
ensuite tous les points de rencontre P, 0, В, etc., de ce rayon 
lumineux avec la surface. Celui de tous ces points qui se trouvera 
le premier dans le sens SM, P par exemple, sera l’ombre portée 
par M sur la surface. Quant aux autres points, Q, R, etc., étant 
par hypothèse au delà de P, ils seront eux-mêmes dans l'ombre 
propre de la surface. 

Étant données une source lumineuse 5 et une surface, un rayon 
lumineux quelconque issu de S rencontre la surface aux points P, 
Q, R, etc. ; celui de tous ces points qui est le plus rapproché de la 
source lumineuse est éclairé, tous les autres étant dans l’ombre. 
L’ordre des points étant S, P, 0, В, si, pour une position conve- 
nable du rayon lumineux, les points P et Q étaient confondus, le 
point ainsi obtenu serait la limite entre la région éclairée de 
l’objet et Ja région dans l'ombre. La ligne lieu de ces points con- 
stitue le contour de l’ombre propre de l’objet. 

Lorsque le point lumineux est à distance finie, on dit que l’on 
cherche l’ombre au flambeau. Si la source lumineuse est à l'infini, 
ce qui est le cas de l’ombre au soleil, les rayons lumineux sont 
alors parallèles à une même direction. 

Le problème des ombres est donc tout à fait identique à celui 
de la ponctuation, avec cette différence que dans une épure il y a 
lieu de considérer si un point d'un objet est vu ou caché et en 
même temps éclairé ou dans l'ombre. Si la source lumineuse 
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occupait exactement la position de l'œil de l’observateur, les 
régions éclairées seraient les mêmes que les régions vues, tandis 
que les régions dans l'ombre seraient identiques aux régions 
cachées. 

125. — L'ombre d'une ligne sur une surface est le lieu des 
ombres portées par tous ses points sur la surface, c’est donc Pin- 
tersection de la surface avec le cône d'ombre ayant pour sommet 
le point lumineux et pour directrice la ligne. 


126. — L'ombre portée par une droite sur un plan est une 
droite. En effet, le cône d’ombre formé par une droite se réduit 
généralement à un plan, dont la trace sur le plan donné est tou- 
jours une ligne droite. 


427. — Ce résultat est en défaut, lorsque la droite donnée 
passe par le point lumineux; et, dans ce cas, l’ombre de la droite 
se réduit à un point. 


128. — Pour trouver l'ombre portée par une ligne А sur une 
autre ligne B, il suffit de déterminer les ombres portées par les 
deux lignes À et B sur une même surface, par exemple le plan 
. horizontal. | 

On obtient ainsi deux lignes a, 6, qui se rencontrent au point м. 
par exemple. Le rayon lumineux Sm rencontre alors les lignes А, В 
aux deux points M, М, que je suppose dans l'ordre S, М, М, en ap- 
pelant $ la source lumineuse. Ce résultat prouve que le point № 
de A projette une ombre en N sur В. 


If. 一 OMBRE D'UN POLYEDRE. 


429. — Trouver les ombres propres et portées sur le plan 
horizontal par un tétraédre s (20) а (4) b (2) с (6), éclairé par 
des rayons lumineux parallèles à une droite D définie par son 
échelle (fig. 54). 

Par les différents sommets du télraédre sabe, nous menons 
des parallèles aux rayons lumineux, et nous cherchons les traces 
de ces différentes droites sur le plan horizontal, с, ره‎ 6,7. Nous 
joignons ensuite tous ces points dans le même ordre que sur l’objet, 
ва, oB, oy, ag, Ву, ya. Un certain nombre de ces droites forment 
un polygone «Boya à l’intérieur duquel se trouvent toutes les autres 


droites oa, By. 
Le contour final foya constitue le contour de l'ombre portée. 


OMBRES. 85 


Considérons maintenant les faces 486, bsc, qui ont pour ombres 
portées асВ, Boy. Tous les points à l'intérieur de ces deux faces 
ont leur ombre à l’intérieur de аоВ, Boy, de telle sorte que, si par 
un point à l'intérieur de la région commune fo on mène une 
parallèle aux rayons lumineux, elle coupe les deux faces sab, sbe 
en deux points distincts. L'un de ces points, placé du côté de la 


manTresssata 


a 


Fig. 54. 


source lumineuse, est éclairé ; l’autre, opposé à la source lumineuse, 
est dans l'ombre. Mais, si l’on choisit le rayon lumineux passant 
par un point de of, il coupe les deux faces sab, sbc en un même 
point sur sb. 

Donc les arêtes sb, ba, ac, cs quiont donné le contour de l’ombre 
portée of, Ba, ay, yo constituent à leur tour le contour de l'ombre 
propre, elles partagent la surface du tétraédre en deux régions qui 
sont l’une éclairée, l’autre dans l’ombre. 

Pour établir la distinction entre ces deux régions, considé- 
rons le rayon lumineux qui passe par l'intersection ру des deux 
droites By, ca. 

Ce rayon lumineux rencontre les deux arétes bc, sa aux 
points m,n. Le point т, étant du côté de la source lumineuse, est 
donc éclairé, tandis que le point x est dans l'ombre. 

En résumé, les faces éclairées sont smab, smac, tandis que les 
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faces dans l’ombre sont bncs, bnca. De ces deux dernières, la 
face bncs étant la seule vue, on а rempli l’intérieur de cette face 
avec des hachures paralléles aux horizontales de cette méme faee. 

Quant à l’ombre portée sur le plan horizontal, elle n’a de vue 
que la région en dehors du contour apparent du tétraèdre ; onarem- 
pli également cette région avec des hachures. Les portions ex, zk 
du contour de l’ombre portée qui sont cachées par le tétraédre se 
marquent comme toutes les régions cachées, en points ronds. 

Dans la recherche de l’ombre portée il y a lieu de figurer des 
lignes telles que Ву, cc qui dans la suite sont inutiles, puisqu'elles 
n’appartiennent pas au contour de l’ombre portée; on les figure 
en lignes de construction. П est indispensable de les figurer pour 
intelligence de l’épure, parce qu'on ne connaît pas à l’avance 
les arêtes qui conviendront. 


Ш. — OMBRES DE PLUSIEURS POLYEDRES. 


430. — Ombres d'un prisme et d'une pyramide éclairés par 
des rayons lumineux parallèles à une direction donnée. 

Soit la pyramide sabc définie par sa base dans le plan ho- 
rizontal et par son sommet dont on a la projection horizontale $ 
et la cote (20). Soit de plus un prisme limité au plan horizon- 
tal def et au plan horizontal dieif, de cote (15). Soit enfin D la 
direction du rayon lumineux (fig. 55). 

Remarquons d’abord qu’avant de traiter un problème d'ombre, 
pour une combinaison d’objets, il est nécessaire de résoudre com- 
plètement toutes les questions relatives aux intersections de ces 
objets deux à deux. La ponctuation de l’objet final doit être réso- 
lue complètement ; nous dirons même qu'il est avantageux pour 
faciliter le travail de passer cette première partie de l’épure à 
Репсге avant de s'occuper des ombres. 

Dans l’exemple que nous avons choisi, il n’y a pas d’intersection 
assurément, puisque les contours apparents des deux solides 
n’empiétent pas l’un sur l’autre; nous pouvons donc passer immé- 
diatement à la question du problème d'ombre. 

Nous déterminons d’abord les ombres portées par chaque corps 
sur le plan horizontal. 

Par le sommet s de la pyramide, on mène une parallèle aux 
rayons lumineux qui coupe le plan horizontal en c. Les ombres 
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portées par sa, sb, sc sont donc ca, ab, oc, el par suite l'ombre 
portée par la pyramide se réduit au contour boab. 

On en déduit que les faces sbc, sca, abc sont dans l’ombre, la 
première étant vue et les deux autres cachées. 

Par le sommet e, de la base supérieure du prisme, on mène 
aussi une parallèle aux rayons lumineux qui coupe le plan hori- 
zontal au point e,. On en déduit les ombres portées par toutes les 
arêtes du prisme, elles sont en effet 
égales entre elles en longueur et 
parallèles : d3, = fe: = .يعم‎ En 
mème temps 3,e, sera parallèle à die 
eta de, et il en est de même pour 
3.9, avec dif,, puis pour ep, et ef. 

Le contour de l’ombre portée par 
le prisme est donc dè,yifed, on en 
déduit que les faces cachées 444] |1, 
def sont seules dans l'ombre. 

On ne marque en noir que 
le contour final de ces deux 
ombres portées, bpd, 
xoAfedpa, les portions de 
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Fig. 55. 


ces contours qui sont cachées par le prisme ou la pyramide 
étant marquées en points. Enfin, nous avons mis des hachures 
dans toute la région vue à l’intérieur de ce contour. 

Nous passons maintenant à l'ombre portée par chaque polyèdre 
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sur l’autre, la disposition des données indiquant d’ailleurs a pre- 
miére vue que c'est la pyramide qui donnera une ombre pores 
sur le prisme. 

Le contour cb de l’ombre portée par la pyramide sur le plan he 
rizontal rencontre d3, en p. Le rayon lumineux mené par ce poil 
rencontre à son tour l’arête dd, en un point qui est l’ombre porté 
par Varéte sb sur V'aréte dd,. Ce résultat montre que Гагёе St 
porte une ombre partant de m sur la face éclairée dd,e,e. Prenoss 
donc dans cette face une deuxième aréte ee, dont l’ombre porté 
est ec. Cette dernière droite rencontre encore ob en x. le 
rayon lumineux mené par n rencontre ee, en v qui est un second 
point de l’ombre cherchée. Donc ту est l’ombre portée par sb sur 
la face 20:66, et c'est en même temps dans l'exemple actuel la 
partie utile de cette ombre. 

Arrivée en ce point у, l'ombre portée appartiendra à la face 
adjacente eff,e,. La droite ob coupe fp, en x. Le rayon luminew 
mené par ce point т rencontre ff, en р, donc vp est l’ombre portée 
par sb sur la face // 

Nous prenons maintenant le contour c qui rencontre de même 
dô,, ez,, fe en р, 0, À. Les rayons lumineux menés par ces diflé- 
rents points rencontrent dd,, ee, ff, en r,t, l, ce qui donne, comme 
dernière partie de l’ombre portée par la pyramide sur le prisme, 
le contour ГИ. 

Finalement la portion mvtr de la face éclairée dee,d, est dans 
Fombre, ainsi que la région ур de la face effie:. 


ТУ. — OMBRES DE FRAGMENTS DE PLANS. 


434. — On donne deux triangles opaques a (7) b(3) ¢ (1) 
d (1) e (4) f(8); trouver les ombres produites en éclairant # 
système avec des rayons lumineux horizontaux parallèles à la 
direction D (fig. 56). 

Nous commençons par déterminer l'intersection des deu 
plans, à seule fin de pouvoir représenter le système des den 
_ triangles. Les horizontales (7) зе coupent en « et les horizontales (1) 
.en В; donc «В est l'intersection des deux plans, la partie utile 
se réduisant à mn. 

La verticale а coupe le plan abc en un point de cote (7) et № 
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plan def en un point dont la cote est comprise entre (2) et (3). Le 
point a est donc vu et par suite la région mban du triangle abc 
est vue. Pour le plan def, c'est la région opposée Afy qui sera vue. 
Comme les deux plans sont limités aux contours des deux triangles, 
les régions ue pour abc et xdy avec ped redeviennent vues 
comme contours apparents. 

Passons maintenant à la question d'ombre. Un plan opaque 
éclairé par une source lumineuse a un côté éclairé et l’autre dans 


Fig. 56. 


l'ombre, le raisonnement suivant permet de reconnaitre quel est 
. le côté éclairé. 

Considérons un point quelconque du plan et le rayon lumineux 
qui passe par ce point. Établissons alors la ponctuation de ce 
rayon lumineux par rapport au plan supposé opaque. Si la région 
vue de ce rayon lumineux se trouve du côté de la source lumi- 
neuse, la face vue est éclairée; si au contraire la région cachée du 
rayon lumineux est du côté de la source lumineuse, la face vue 
est dans Pombre. 

On peut dire aussi, lorsque l'observateur voit le rayon lumineux 
arriver au plan, que le plan est éclairé; dans l'autre cas, il est 
dans l’ombre. 

Le rayon lumineux D coupe le plan abc en a de cote(7), à droite 
de a il est au-dessus de l'horizontale ce de cote (1), donc ce rayon 
lumineux est vu dans la région ap, et, comme nous supposons la 
source lumineuse à gauche, il en résulte que la région vue du 
plan abc est dans l'ombre. 
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Un raisonnement analogue montrera que la face def 
éclairée. . 

Nous avons cherché ensuite l'ombre du plan abc sur def. 
rayon lumineux aD de cote (7) coupe le plan def sur l’horixontale(i 
de ce dernier plan еп р. En joignant пр, on а l’ombre port 
par na sur def. 

La droite ab coupe mn en 3, donc pd est l’ombre de ab sur def. 
la partie utile se réduisant à pq. 

Le rayon lumineux partant de b coupe pd en w qui sera 
l’ombre portée par le point b sur le plan illimité def, done ты 
donne l’ombre portée par bm sur def, la partie utile se réduisast 
à mr. 

Il reste enfin à déterminer l’ombre portée par le triangle 
sur le triangle abc. La parallèle aux rayons lumineux menée 
par d (1) coupe l’horizontale cf (1) du plan abc au point e, qui est 
l’ombre portée par le point d sur le plan illimité abc, d’ailleurs 
la droite de coupe le plan abc sur mn au point ب‎ qui est à lut- 
même son ombre portée. Donc, l’ombre portée par de sur № 
plan abc est la droite ep, dont la partie utile se réduit à sf. 
D'ailleurs, cette ombre étant figurée sur la région primitivemen! 
éclairée du plan, abc sera ici cachée. 











LIVRE IV 


DROITES ET PLANS RECTANGULAIRES 


CHAPITRE PREMIER 


J. 一 DROITES RECTANGULAIRES. 


432. — Les théorémes que nous allons démontrer supposent 
l’emploi unique de projections orthogonales, ils n’existent pas 
dans le cas des projections obliques ou coniques. 


133. — THEOREME. — Un angle droit se projette sur 
un plan parallèle à l'un de ses côtés suivant un angle droit. 

Soit en effet l’angle droit ABC (fig. 57) que nous projetons ortho- 
gonalement sur le plan P parallèle à AB suivant abc. П s’agit de 
démontrer que l’angle abc est droit. 

Remarquons d’abord que AB, étant parallèle au plan P, est aussi 
parallèle à sa projection ab sur ce même plan. 

Or la droite AB est perpendiculaire sur ВС par hypothèse, puis 
sur Bb, parce qu’on emploie des projections orthogonales; donc 
AB est perpendiculaire sur le plan projetant BCbc. Il en est de 
même de la parallèle ab, et par suite cette dernière droite ab est 
perpendiculaire sur bc qui passe par son pied dans le plan BCbc. 


134. 一 Remarque. — Le théorème suppose naturellement 
que l’angle se projette bien suivant un angle, c’est-à-dire que le 
plan ABC et par suite BC ne sont pas perpendiculaires surle plan P, 
auquel cas la projection de l’angle se réduit à une droite. 


_ 436. 一 Réciproque I. — Un angle se projetant sur un 
plan parallèle à Рип de ses côtés suivant un angle droit est lui- 
méme un angle droit. 
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En effet, comme tout à l’heure (fig. 57), le côté AB est paralléls 
à sa projection ab. Or ab est perpendiculaire sur bc par hypothèe, 
puis sur Bb, parce qu'on emploie des projections orthogonala, 
donc ab est perpendiculaire sur le plan projetant BCbe. Il ena 
de même de la parallèle AB, et par suite cette droite est af 
perpendiculaire sur BC qui passe par son pied dans le plan Bie. 


Fig. 51. Fig. 58. 


136. — Réciproque II. — Un angle droit se projetasi 
suivant un angle droit a au moins l'un de ses côtés parallèle as 
plan de projection. 

En effet, soit l’angle droit ABC se projetant suivant Vange 
droit abc sur le plan P (fig. 58). 

Supposons que BC ne soit pas paralléle au plan P. Alors, 
droite AB se trouve premièrement dans le plan ABab perpendt 
culaire sur le plan BCbc à cause de l’angle droit abc. La mème | 
droite se trouve aussi dans un deuxième plan В mené par В per ' 
pendiculairement au plan BCbc à cause de l'angle droit ABC. La 
droite AB, intersection de deux plans perpendiculaires sur us 
troisième, est elle-même perpendiculaire sur ce troisième plas 
projetant BCbc; elle est par suite parallèle au plan de projection P. 

Cette démonstration suppose que les deux plans ABab et В, 
dont AB est l'intersection, ne sont pas confondus. S'il en était 
ainsi, la droite BC serait parallèle au plan P, ce qui est contraire 
à l’hypothèse. 


II. 一 DROITES ET PLANS RECTANGULAIRES. 


137. — THEOREME. — Toute droite регрепасшат 
sur un plan а ses projections perpendiculaires sur les traces à 
même nom du plan. 

En effet, considérons par exemple l'horizontale du plan passanl 
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par le pied de la perpendiculaire sur le plan, elle forme avec la 
perpendiculaire au plan un angle droit qui a l’un de ses côtés 
paralléle au plan de projection et qui par suite se projette horizon- 
talement suivant un angle droit. 

Donc la projection horizontale de la perpendiculaire au plan 
est perpendiculaire sur une horizontale particuliére du plan, et, 
comme toutes les horizontales du plan sont parallèles, elle est en 
particulier perpendiculaire sur la trace horizontale du plan. 


438. — Réciproque. —Toute 070116 ayant ses projections, 
dans deux systèmes différents, perpendiculaires sur les traces 
de méme nom d'un plan, est elle-méme perpendiculaire au plan. 

Supposons que le premier plan de projection employé soit le 
plan horizontal. Considérons l'horizontale du plan passant par le 
point de rencontre de la droite avec le plan, elle forme avec la 
droite un angle qui se projette sur le plan horizontal parallèle à 
l’un de ses côtés suivant un angle droit. Donc, dans l’espace, 
l’angle est droit aussi; autrement dit la droite est déjà perpendi- 
culaire sur une horizontale du plan. 

En tenant compte de la condition analogue dans le second 
système, la droite sera aussi perpendiculaire sur une ligne de 
front du plan; par suite, еп résuiné, la droite est perpendiculaire 
au plan. 

Cette démonstration est en défaut lorsque l’horizontale et la 
ligne de front du plan coincident, c'est-à-dire lorsque le plan 
donné est parallèle à la ligne de terre, ou, ce qui revient au même, 
lorsque la droite donnée est de profil. 


439. — La réciproque précédente convient très bien, lorsqu'on 
a à sa disposition deux projections distinctes; mais il n’en est plus 
de même en géométrie cotée où Гоп n’a qu’une projection, l'autre 
étant remplacée par les cotes, il convient donc de transformer le 
théorème. 


440. -- THÉORÉME. 一 Lorsqu'une droite est perpen- 
diculaire sur un plan, elle a sa projection perpendiculaire sur 
la trace du plan ou parallèle à l'échelle de pente du plan; de 
plus, le produit des modules de la droite el du plan est égal 
à — 1, ou, si Von veut, le produit des valeurs numériques des 
modules est égal à 1, les deux échelles étant compiées en sens 
inverse. 

En effet, prenons comme plan vertical de projection un plan 


horizontale de cette perpendicular : 
étant en сс’. Or, le point aa’ ayast 
pour cote (1), les longueurs 4), & 
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perpendiculaire sur la trace horizontale du plan (fig. 59), de tele 
sorte que le plan PaP, soit de bout, et choisissons dans ce plan k 
point аа’, dont la cote а’р’ soit égale à 1. La perpendiculaire a 
plan PoP, menée par аа’ aun a 
projection horizontale ac perpent- 
culaire sur Pa et sa projection vet- 
ticale a’c’ perpendiculaire sar k 
trace verticale P,a du plan, la trat 





sont la première le module du pla, 
Fig. 59. la seconde celui de la perpendien- 
laire. 

D'un autre côté, dans le triangle rectangle a’6’e', la hauteur af 
est moyenne proportionnelle entre les deux segments de l'hypo- 
ténuse. 

Опа donc: 

ap" = b'p' X р'с' = ab X ас, 
ou : 
1= ab X ac=m X m1. 

De plus, la graduation du plan marchant dans le sens ba, celle 

de la perpendiculaire marche dans le sens ca. 


Ш. — PLANS PERPENDICULAIRES. 


141. — Les deux théorèmes primitifs et leurs réciproques 
conduisent aux suivants, en remplaçant les deux côtés d’un angle 
droit par deux plans qui leur sont respectivement perpendi- 
culaires. 


142. 一 THEOREME. 一 Étant donnés deux plans rec- 
tangulaires, si l'un d'eux est perpendiculaire sur le plan de 
projection, leurs traces sont rectangulaires. 


143. 一 Réciproque I. — Étant donnés deux plans dont 
les traces sont rectangulaires, si l’un d'eux est perpendiculaire 
sur le plan de projection, dans l'espace tls sont rectangulaires. 

144. 一 Réciproque II. — Étant donnés deux plans ret- 
tangulaires, dont les traces sont rectangulaires, l’un d'eux au 
moins est perpendiculaire sur le plan de projection. 


CHAPITRE II 


I. 一 PERPENDICULAIRE SUR UN PLAN. 


145.— PROBLÈME. — Abaisser d'un point une perpen- 
diculaire sur un plan, et trouver le pied de la perpendiculaire 
sur le plan. 

Nous commencerons par déterminer les directions des horizon- 
tales et des lignes de front du plan, 
soit aha'h', afa'f' (fig. 60). pf 

Le point donné ayant pour projec- 
tions p, p’, il suffira d’abaisser de p 
une perpendiculaire sur ah et дер’. 
une perpendiculaire sur a'f'; la droite 
ainsi obtenue pbp'b'serala perpendicu- 
laire abaissée du point pp’ sur le plan. 

Pour trouver le pied de cette per- 
pendiculaire sur le plan, il reste à 
trouver l'intersection de pbp'b’ avec 
le plan ahfa'h'f. 

Nous avons choisi pour cela le plan 
projetant horizontalement pb qui 
coupe aha'h' еп aa’, afa'f' en ВВ’. Le 
plan auxiliaire coupe donc le plan 
donné suivant afa'B qui, à son tour, 
rencontre la droite donnée pbp'b' au | 
point cherché min’. Fig. 60. 

Quand nous saurons trouver la 
distance de deux points, en mesurant la longueur pmp'm', on 
aura la distance du point au plan. 

La construction précédente est en défaut lorsque le plan est 
parallèle à la ligne de terre; le procédé le plus simple consiste à 
faire un changement de plan vertical tel que dans le nouveau 
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système le plan donné soit quelconque. Nous reparlerons ples 
tard de cetle question de changement de plan. 


446. — Traitons maintenant la même question en géométrie 
colée. 

Soit A l’échelle de pente du plan et р le point défini pars 
projection et sa cote (4,5) (fig. 61). 

La projection horizontale de la perpendiculaire est d’abord 
parallèle à l’échelle de pente du plan A. D’ailleurs le module de 
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Fig. 61. , 
plan ab mesuré à l’échelle du dessin vaut 1,2, donc le modale 
de la perpendiculaire est 3 = 0,8. 

? 

Nous porterons donc à partir de р une longueur égale à 0,4 
de l’échelle du dessin, ce qui donnera le point g de cote(5), puis à 
la suite de ce point nous prendrons un intervalle égal à 0,8, ce qu 
donnera le point r de cote (6). La perpendiculaire est ainsi graduét. 

Proposons-nous enfin de trouver le pied de la perpendiculaire 
sur le plan. Employons pour cela comme plan auxiliaire celui 
qui admet pgr comme échelle de pente, en appliquant la con- 
struction donnée au n° 67 dans le cas où les échelles de pente sont 
parallèles. Les horizontales (5) (5), (6) (6) qui s’appuient sur les 
deux échelles de pente se rencontrent au point fixe w par lequel 
on mène l'horizontale du plan A, elle rencontre la droite au point 
cherché т (6,4). П faut bien remarquer que dans un problème 
comme celui-ci et en général dans les problèmes de mesure, il 
est indispensable d’avoir l’échelle du dessin, tandis que les pro- 
blèmes d'intersection de plans sont tout à fait indépendants de 
cette échelle. 


If. 一 PLAN PERPENDICULAIRE SUR UNE DROITE. 


147. — Lorsqu'on a à sa disposition deux projections dis 
tinctes, horizontale et verticale, on dit : nous connaissons immé- 


o 
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diatement les directions des horizontales et des lignes de front du 
plan. Il y a donc moyen de figurer à la fois l'horizontale et la ligne 
de front du plan inconnu passant par le point donné, ce qui 
nous fera deux droites pour définir le plan. 

Si accidentellement l'horizontale et la ligne de front coincidaient, 
ce qui se présente lorsque la droite donnée est de profil, il suffi- 
rait de choisir un nouveau plan vertical de projection qui rendrait 
la droite donnée quelconque. Il en serait de même, au point de 
vue de l'exactitude des résultats, si la droite donnée était sensi- 
blement de profil. 

Soit, par exemple, la droite AA’ (fig. 62) et le point pp’. 

L’horizontale du plan inconnu, menée par le point pp’, a sa 
projection verticale p'h' parallèle à la ligne de terre, et sa projec- 
tion horizontale ph perpendiculaire sur A. 

_ De même, la ligne de front menée par pp’ a sa projection 





Fig. 62. Fig. 63. 


horizontale pf parallèle à la ligne de terre, et sa projection ver- 
нее p'f perpendiculaire sur А’. 

Si l’on désirait trouver uniquement la trace du plan inconnu 
sur un plan horizontal donné Ни, il suffirait de figurer la ligne de 
front pfp'f (fig. 62), sans s'occuper de l’horizontale php'h'. Cette 


J. CARON. 一 Géom. cotée. 7 





a. 
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ligne de front pfp'f' coupe le plan horizontal H, au point p7' par 
lequel on méne une perpendiculaire P sur A. 

Reprenons le méme probléme en géométrie cotée. Soit В 
droite A définie par sa projection et son échelle, puis le points 
défini par sa projection et sa cote (2) (fig. 63). 

Nous figurerons immédiatement la ligne de plus grande pente 
du plan inconnu passant par le point p, elle est parallèle à A. 

Le module du plan est l'inverse du module de la droite. Or le 
module de la droite est mesuré par ab qui, à l’échelle du dessia, 
vaut 2, donc le module du plan vaut 0,5 de l'échelle du dessia 
Enfin les divisions de l'échelle du plan sont en sens contraire de 
eelles de la droite; par suite, en prenant pg égale à cd, on aura le 
point de cote (3), et il ne reste plus qu'à continuer la division du 


plan. 
Ш. — PERPENDICULAIRE SUR UNE DROITE. 


448. — On mène d’abord par le point un plan perpendiculaire 
sur la droite, puis on dé- 
termine l'intersection de 
ce plan avec la droite. En 
joignant le point ainsi ob- 
tenu au point donné, ona 
la perpendiculaire deman- 
dée. 

Soit la droite A (fig. 64) 
définie par sa projection 
et son échelle, puis № 

Fig. 64. point p (5). 
| Nous avons d'abord con- 
struit l’échelle de pente du plan В. Le module de la droite va- 
lant 0,8, celui du plan vaut donc : 
1 


0,8 一 一 1 





Pour chercher ensuite l'intersection de la droite et du plan, 
nous avons joint les points de même cote, ce qui donne le point 
fixe а par lequel on mène l’horizontale du plan. Cette horizon 
tale rencontre А au point cherché m (4,2). En résumé pm est la 
perpendiculaire demandée. Pour la coter rapidement, il suffit de 
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marquer ses points de rencontre avec les horizontales du plan pA 
parallèles à pb et menées successivement par les points à cote 
ronde de À. 


ТУ. 一 PERPENDICULAIRE COMMUNE A DEUX DROITES. 


449. 一 La recherche de la perpendiculaire commune à deux 
droites se compose de deux parties. Dans la première, on cherche 
la direction de la perpendiculaire commune, et dans la seconde 
on détermine sa position. 

Pour trouver la direction de la perpendiculaire commune, on 
peut dire qu'elle est parallèle à l'intersection de deux plans per- 
pendiculaires respectivement aux deux droites, ou qu’elle est 
perpendiculaire sur un plan parallèle aux deux droites. 

Pour trouver la position de la perpendiculaire commune, il 
ne reste plus qu’à construire une parallèle à une direction 
donnée D s’appuyant sur deux droites données А, В. 

Ici encore, nous avons deux procédés à notre disposition. 

On peut d’abord mener par A et B successivement deux plans 
parallèles à la direction D et prendre l'intersection de ces deux 
plans. 

On peut aussi considérer un seul de ces deux plans, par 
exemple le plan parallèle à D mené par À; il coupe B en un point 
qui appartient à la droite cherchée. Il ne reste plus qu’à mener 
par ce dernier point une parallèle à la direction connue. 

Soit A, В les deux droites (fig. 65), données par leurs projections 
et leurs échelles. Par le point a (4)de la droite À, nous avons mené 
une parallèle ac à la droite B, elle est définie par le point c(3), 
ac étant égale à l'intervalle fh de la droite В. Nous déterminons 
ainsi le plan © (4) 5 (3) © (3) parallèle aux deux droites. Une 
horizontale du plan parallèle aux deux droites est donc bc (3); 
on en déduit le module ad du plan parallèle aux deux droites. 
Ce module mesuré à l’échelle du dessin vaut 0,46. Le module 
de la perpendiculaire commune est donc 5 — 2,17, la projec- 

? 
tion horizontale de cette perpendiculaire commune étant d’ailleurs 
perpendiculaire sur bc ou parallèle à ad. 

Nous avons ensuite mené par chacune des droites un plan 
parallèle à la direction connue de la perpendiculaire commune. 

Le premier plan est défini par А el par ae parallèle à la per- 
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pendiculaire commune, ae ayant pour longueur 2,17 à Véchelle 
du dessin ; bc est, par suite, l’horizontale (3) de ce plan. 





Fig. 65. 


Le second plan est défini par В et par fg parallèle à la регрев- 
diculaire commune, fg ayant aussi pour longueur 2,17 à 
l’échelle du dessin; par suite, hg est l'horizontale (3) de ce Don- 
veau plan. 

Les deux horizontales (3) be, hg des deux plans se coupent en & 
qui est un point de la perpendiculaire commune demandée. 

11 ne reste donc plus qu’à mener par a une parallèle à ad pour 
avoir suivant mn la perpendiculaire commune cherchée. 


У. — TRIEDRE TRIRECTANGLE. 


450. — Construire un trièdre trirectangle, connaissant les 
traces horizontales des trois arêtes. 

Soit a (0), b (0), © (0) (fig. 66) les traces horizontales données, 
et appelons $ la projection horizontale du sommet inconnu du 
trièdre trirectangle. L*aréte sa, étant perpendiculaire sur la face 
opposée sbc, а sa projection horizontale perpendiculaire sur К 
et menée par a. De même, l’arête sb, étant perpendiculaire sur 
la face sac, aura sa projection horizontale perpendiculaire sur ac 
et menée par b. Enfin, Varéte sc a aussi sa projection horizontale 
perpendiculaire sur ab et menée par ©. Ces trois droites comme 
vérification $e coupent au point 5, orthocentre du triangle abe. 


Il ne reste plus qu’à trouver la cote du point 5. 
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En appelant x la cale de ce sommet $, on aura as = x X 4, en 
appelant i l'intervalle de la droite as. On aura de même sa= x X tr 
en appelant ¢, l'intervalle du plan sbc. Or la droite Sa est perpen- 
diculaire sur le plan sbc, donc le produit ti, est égal à 1. | 





Fig. 66. 


Donc, en multipliant les égalités précédentes membre à 
membre, on a : 


as X xs 一 0 Xi XUu = x. 


Autrement dit, la cote de $ est moyenne proportionnelle entre as 
et as, ces longueurs étant mesurées à l'échelle du dessin. Si, au 
lieu de calculer cette cote, on veut la construire, on peut décrire 
sur ах comme diamètre une circonférence et prendre son inter- 
section s’ avec la perpendiculaire à ax menée par s. 

Ceci revient à dire que, en prenant ax comme ligne de terre, 
dans ce système, la projection verticale s'a' de l’arêle sa est per- 
pendiculaire sur la trace verticale s'a du plan sbc. Cette façon de 
procéder doit être rejetée pour être remplacée par la première, 
lorsqu’on veut rester d’une manière absolue dans l’esprit étroit de 
la méthode des plans cotés. 

Si, au contraire, on désire voir dans l’espace, ce qui est en 
somme l’un des buts de la géométrie descriptive, et non je moyen, 
comme on je croit souvent à tort, il ne faut pas hésiter pour 
prendre plusieurs plans de projection autres que le plan horizontal 
fondamental des plans cotés. Et, si des plans verticaux ne 
suffisaient pas, on devrait même prendre des plans de projection 
quelconques, qui permettraient de voir l’objet sous tous les 
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aspects possibles. Le mieux méme serait d’en prendre plusieurs 
perspectives, ce qui serait beaucoup plus naturel, l’œil de Pobser- 
vateur étant toujours matériellement à distance finie, de façon i 
procéder comme si l’on avait l’objet entre les mains et 8 
le retournát dans tous les sens pour en bien comprendre la 
forme. 

11 faut cependant reconnaître que, si l’on а en vue l’étude de la 
topographie, dans laquelle les différences de cotes des points que 
Pon considère sont excessivement petites par rapport à la dis- 
tance des projections horizontales des mêmes points, l’emploi 
de la méthode des plans cotés devient alors absolument indis- 
pensable. 


e . LIVRE V 


METHODES 


CHAPITRE PREMIER 


1. 一 CHANGEMENTS DE PLANS. 


451. — Le but général des changements de plans est le sui- 
vant: remplacer le système des deux plans de projection primitifs 
par un système de deux plans rectangulaires quelconques. 

Le principe fondamental de cette méthode est que les deux 
plans de projection sont toujours rectangulaires. 


452. — Nous commencerons par changer un seul des plans de 
projection : le plan vertical, par exemple. Cela veut dire que 
nous substituons au système des deux plans de projection primi- 
tifs Het У un autre système composé du plan horizontal H et 
d'un nouveau plan vertical V,. Ce nouveau plan vertical У, est, 
par définition, perpendiculaire sur le plan horizontal ; il est done 
déterminé par sa trace horizontale P (fig. 67). De plus, cette 
trace horizontale P, étant l'intersection des deux nouveaux plans 
de projection, servira de nouvelle ligne de terre. Le problème 
s'énonce donc de la façon suivante : effectuer un changement de 
plan vertical en prenant comme ligne de terre 2 


153. 一 Remarque. 一 Chaque fois que l’on veut effectuer 
un changement de plan, il faut avoir soin d’indiquer d’abord la 
nature du changement de plan, ensuite le choix de la ligne de 
terre, et enfin, comme nous le verrons plus tard, la raison du 
changement de plan. 
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Proposons-nous, par 
jections d'un point défi: 
time primitif (fig. 67) : 

16 La projection hori 
Horizontal est commun 

2° La nouvelle projet 
diculaire à la nouvelle 


ya 
Nc 
vent sur une méme ligne de 
z у rappel. 


3° La nouvelle projection ver- 
ticale a’, est à une distance de la 
PP nouvelle ligne de terre a's, égale 
à la distance de l’ancienne pro- 
[A jection verticale à l’ancienne 
ligne de terre a'x, parce que, 
dans les deux systèmes, les lon- 
gueurs a'a, a',a, représentent la cote du point par rapport au plan 
horizontal. 
4° La cote conserve son signe, c’est-à-dire que, si a’ est au-dessus 
de xy en lisant ху de gauche à droite, a’, est aussi au-dessus 
de x,y; en lisant ду: également de gauche à droite, ce qui veut 
dire que le point dans le nouveau système est du même côté, par 
rapport au plan horizontal, que dans le premier. 





Fig. 67. 


454. — Si, dans le système primilif, le point était défini sim- 
plement par sa projection et sa cote, l’opération précédente ne 
devrait plus s'appeler changement de plan vertical, puisqu'on 
n’avait pas de plan vertical primitif, mais simplement choix d'un 
plan vertical. 

Soit donc le point а(3). Proposons-nous de choisir, comme 
plan vertical, le plan vertical ayant pour trace horizontale xy. 
La projection verticale inconnue se trouvera sur une perpendicu- 
laire à xy menée par a, et à une distance a’a au-dessus de zy 
égale à la cote (3), c’est-à-dire à 3 unités de l'échelle du dessin. 


465. — Nous avons fait précédemment un changement du 
plan vertical, un raisonnement analogue nous donnerait les règles 
du changement du plan horizontal. Sachant d’ailleurs effectuer 
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le changement pour un point, on en déduit le changement de plan 
pour une figure quelconque, puisqu'il suffit d'appliquer les mêmes 
règles successivement à tous les points qui composent la figure. 


156. 一 Changement de plan pour une droite. 一 
Une droite étant définie par deux points, il suffira d'appliquer les 
règles du changement de plan à deux points de la droite; avec la 
seule recommandation, au point de vue de l’exactitude des résul- 
tats, de choisir sur la droite deux points aussi éloignés que pos- 
sible dans les limites de l’épure. 


457. 一 Changement de plan pour un plan. 一 Un 
plan étant défini par trois points ou bien par une droite et un 
point, ou encore par deux droites, il suffira d'appliquer les règles 
du changement de plan à trois points du plan ou encore à une 
droite et un point, ou enfin à deux droites; ce qui revient finale-. 
ment à faire le changement de plan pour trois points. 


458. — Remarque. — Dans tous les problèmes relatifs aux 
intersections, il faut définir les plans par des droites; au contraire, 
dans les questions de changements de plans, on définit en dernier 
ressort les plans par des points. 


11. — PRENDRE UN PLAN QUELCONQUE COMME PLAN 
HORIZONTAL. 


459. — Remarquons d’abord qu’il est impossible de prendre 
directement un plan quelconque comme plan horizontal, à moins 
que ce plan ne soit déjà perpendiculaire au plan vertical; auquel 
cas il formerail, avec le plan vertical, un système de deux plans 
rectangulaires que Гоп pourrait substituer à l’ancien. 

Il est donc nécessaire d'effectuer une première opération ayant 
pour but d'amener le plan donné à être de bout. Cette première 
opération sera un changement de plan vertical ou un choix du 
plan vertical. 

Le nouveau plan vertical doit être à la fois perpendiculaire sur 
le plan donné et sur le plan horizontal; il est donc perpendicu- 
laire sur l'intersection de ces deux plans, c’est-à-dire sur la trace 
horizontale du plan donné. | 

Nous dirons donc : 

4r opération. — Changement de plan vertical ou choix de plan 
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vertical, en prenant comme ligne de terre æ,y, une perpendica- 
laire sur la trace horizontale P du plan donné (fig. 68). 

Le point а (1) du plan donné se projette verticalement en € 
sur la ligne de rappel ах, à une distance a’« au-dessus de ти 
égale à une unité de l'échelle 
du dessin. 

La trace verticale nouvelle 
du plan est donc az ; car le 
plan, dans le système 2: 
étant de bout, a tous ses points 
projetés verticalement sur sa 
trace verticale. 

Maintenant que le plan est 
de bout, nous avons le droit de 
le prendre comme plan hori- 
zontal. 

Nous dirons donc : 

2° opération. — Changement 
de plan horizontal, en prenant 
comme nouvelle ligne de terre 

Fig. 68. LaYs la trace verticale nouvelle 
du plan donné. 

Après ces deux opérations, qu'il faut avoir soin d’appliquer éga- 
lement à toutes les données du problème qu’on a en vue, le plan 
primitif est pris comme plan de projection. 





460. — Le problème précédent peut encore s’énoncer de ja 
façon suivante : rendre une droite verticale. Ce sont bien là deux 
problèmes identiques; car, si une droite est rendue verticale, c'est 
qu’un certain plan perpendiculaire à la droite a été pris comme 
plan horizontal de projection. 

Nous pouvons donc nous contenter d’énoncer les deux opéra- 
tions à effectuer, en nous rapportant à la droite au lieu du plan. 

Are opération. — Changement de plan vertical, ou choix du 
plan vertical, en prenant comme ligne de terre une parallèle à la 
projection horizontale de la droite donnée; ce changement de 
plan ayant pour but d’amener la droite à être de front. 

2 opération. — Changement de plan horizontal, en prenant 
comme ligne de terre une perpendiculaire sur la nouvelle projet- 
tion verticale de la droite. 
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Après ces deux opérations, dans le dernier système, la droite 
donnée est verticale; sa projection horizontale se réduit à un 
point, et sa projection verticale est la ligne de rappel de ce 
point. 

Ces deux problèmes sont ceux qu’on a le plus fréquemment 
l’occasion d'employer ; le problème général ne servant que rare- 
ment, nous nous contenterons d’énoncer la suite des opérations. 


ПГ. — PRENDRE UN SYSTÈME DE DEUX PLANS 
RECTANGULAIRES QUELCONQUES. 


161. — Remplacer le système des deux plans de projection 
primitifs H et V par un autre système de deux plans rectangu- 
laires quelconques P, 0. 

Remarquons d'abord que le plan 0, devant être perpendicu- 
laire sur le plan P, est déterminé par deux points ou une droite; 
par exemple, par son intersection lt avec le plan ©. 

On commence par prendre le plan P comme plan horizontal. 

4° opération. — Changement de plan vertical, en prenant 
comme ligne de terre une perpendiculaire sur la trace horizon- 
tale du plan P. 


2° opération. — Changement de plan horizontal, en prenant 
comme nouvelle ligne de terre la nouvelle trace verticale du 
plan P. 


Après ces deux opérations, le plan P servant de plan horizontal 
de projection, le plan Q, qui est toujours perpendiculaire sur le 
plan P, est actuellement un plan vertical défini par sa trace hori- 
zontale lata. 1 est donc possible maintenant de prendre le plan 0 
comme plan vertical de projection, et par suite nous dirons : 

3* opération. — Changement de plan vertical, en prenant 
comme nouvelle ligne de terre xyz la trace horizontale nou- 
velle /ta du plan 0. 


CHAPITRE II 


I. 一 ROTATIONS. 





462. — Le but général des rotations est d’amener deux plans 
rectangulaires quelconques a étre paralléles aux plans de projec- 
tion, en les faisant tourner successivement autour d’axes conve 
nablement choisis. 

En tournant autour d'une droite, un point quelconque reste 
dans un plan perpendiculaire à l’axe et décrit dans ce plan une 
circonférence ayant son centre sur l'axe. De plus, le rayon abou- 
tissant à la nouvelle position du point fait avec le rayon aboutis- 
sant à l’ancienne position du même point un angle égal à l’angle 
de rotation et compté dans le sens de la rotation. 

Pour qu'il soit facile de figurer la circonférence décrite par 
chaque point et de mesurer en même temps l’angle de rotation de 
ce point, il est nécessaire de supposer le plan de cette circonférence 
parallèle à l’un des plans de projection. 

Autrement dit, le principe fondamental est que les axes derola- 
tion doivent toujours être perpendiculaires sur l’un des plans de 
projection. Cela ne veut pas dire qu’il soit impossible de faire 
tourner une figure autour d'un axe quelconque ; mais, lorsqu'un 
tel problème se présente, on commence par faire des changements 
de plans ou des opérations équivalentes ayant pour but d’amener 
l'axe de rotation à être vertical par exemple. 


463. — Rotation autour d'un axe vertical. 一 
Soit à faire tourner le point аа’ (fig. 69) d’un angle у autour de 
la verticale o dans le sens des aiguilles d’une montre. 

Nous dirons d’abord que le point reste dans un plan perpendi- 
culaire à l’axe, donc sa projection verticale décrit une parallèle à 
Ja ligne de terre menée par a’. Ensuite, le point décrit dans le 
plan horizontal une circonférence ayant son centre sur l’axe, donc 
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la projection horizontale décrit aussi une circonférence de centre о 
ayant pour rayon oa. Puis, le rayon 04,, aboutissant à la nouvelle 
position du point, fait avec l’ancien oa un angle égal, à l'angle de 
rotation y. Enfin, cet angle est compté dans le sens de la rota- 

1 

1 

1 

0 


о 
Fig. 69. 


tion, ce qui donne a,. Finalement la ligne de rappel a, donne 
en aa,’ la nouvelle position du point. 


11. — RELATION ENTRE LES ROTATIONS ET LES 
CHANGEMENTS DE PLANS. 


164. — Avant d'aller plus loin, il convient de reconnaître que 
la figure obtenue après une rotation est identiquement la même 
que la figure obtenue après un changement de plan. 

En effet, faisons tourner le point w d'un angleégal à l'angle derota- 
tion, mais en sens contraire de cette rotation, ce qui l'amène en .وف‎ 

Menons ensuite par wa la perpendiculaire sur ows et faisons 
un changement de plan vertical en prenant comme ligne de 
terre Zags la perpendiculaire sur ow; menée par wi. 

Le point a a pour nouvelle projection verticale а’з sur la ligne 
de rappel «az, à une distance a's, au-dessus de ays égale à a'a. 

La figure obtenue après la rotation est le trapéze owp'a'ias, 
tandis que la figure obtenue après le changement de plan est le 
trapéze ошзр'з@'з за. Il s’agit de montrer l'égalité de ces deux 
figures. 
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Pour cela, faisons tourner la seconde figure Owsp'sa' كيه‎ auteur 
du point o d'un angle égal à l’angle de rotation et dans le sens de 
la rotation. 

La droite ows vient coïncider avec ow, donc 2:8: perpendiculaie 
sur Ow, vient coincider avec ху perpendiculaire sur ow. 

De même oa vient coincider avec 04,, donc 4az4' perpendict- 
laire sur 2242 coincide avec a,«,a’, perpendiculaire sur zy. 

Nous voyons ensuite que le point a’, vient coincider avec 4’, 
parce que les cotes @’s%s, aia, sont égales entre elles, comme 
étant égales toutes deux à q'a. 

Enfin, les points p's et p' coincident également, les cotes de ces 
deux points étant aussi égales à celle du point a. 

Nous pouvons donc dire que les changements de plans et les 
rotations sont des opérations équivalentes. On peut à volonté em- 
ployer l’une ou l’autre de ces deux méthodes. Ce résultat étail 
d’ailleurs facile à prévoir. Dans les rotations, les données se dé 
placent par rapport aux plans de projection, tandis que, dans les 
changements de plans, ce sont les plans de projection qui se dé- 
placent par rapport aux données ; finalement, les positions relatives 
des données et des plans de projection restent les mêmes. 

465. 一 Nous avons montré comment on effectuait la rotation | 
d’un point autour d'un axe vertical, un raisonnement analogue 
permettrait de faire tourner le 


Sl point aulour d'un axe de bout. 

SN Pour faire tourner une figure 

5 SS ,72 quelconque, on en fait tourner 

a o sé successivement tous les points du 

NM Xy MN |2 même angle et dans le même 

A Ne Их <! sens. Pour éviter d’avoir а faire 

xd 4 ° Ma \ pour chaque point un angle égal 

x ADN) 1 à l’angle de rotation, voici un 

7 O procédé particulier qu’il est avan- 
E Е _ -}- Ls tageux d'employer. 

Fig. 70. Soit 6, 6, ©, d un systèmede 


points (fig. 70) qu’il s’agit de faire 
tourner dans le plan du tableau autour du point o d'un angle 
mesuré par ] angle des deux rayons consécutifs o (1), o (3). 

Des différents points а, b,c, 4, on abaisse des perpendiculaires 
aa, b8, cy, dé sur le premier rayon о (1), ce qui se fait rapidement 
lorsque les équerres sont en place; on fait tourner ensuite les 
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points a, В, y, à autour de o, de façon à les amener sur le second 
rayon о (2). Cette opération se fait à l'aide d’une bande de papier 
que l’on place d’abord sur le rayon о (1) en marquant les points 
о, a, В, y, à. Puis on reporte cette bande de papier sur le rayon о (2) 
en conservant bien la même origine 0, et l’on marque les points 
ca Bas Ys, ба. 

On mène ensuite par ces derniers points des perpendiculaires 
sur le second rayon, et l’on prend sur chacune d’elles une longueur 
a,a, égale à la longueur correspondante ах. Un autre avantage de 
cette construction, c'est que l’équerre employée peut être fausse, 
pourvu que ce soit le même angle de l’équerre qui serve en © et a. 

Il est évident que par cette construction l'angle aoa, est bien 
égale à Гап е de rotation, et que, en même temps, les rayons 04, 
oa, sont égaux. | ١ 


466. — Pour faire touruer une droite, il suffit d'en faire 
tourner deux points, avec la seule recommandation de choisir ces 
deux points aussi éloignés que 
possible l’un de l’autre pour 
l'exactitude des résultats. 

11 est avantageux de choisir , 
comme premier point le pied -- a 
de la perpendiculaire com- 
mune entre la droite et l’axe. 

Soit (fig. 71) la droite АА' 
et l’axe de bout 0'. Nous pre- b 
nons comme premier point le 
pied a’a de la perpendiculaire 
commune entre la droite АА’ 
et Paxe de bout o”. La rotation 
amène ce point en аа’, par b 
exemple, a'o'a', étant l’angle 
et le sens de la rotation. Il 
nous reste à faire tourner un ct 
second point, bb’ par exemple. 
Pour cela, comme on l'a dit 
précédemment, de b'onabaisse 
une perpendiculaire sur le Fig. 71. 
premier rayon 0’a’, ce qui est déjà fait, soit b’a’, on fait tourner le 
pied a’ de cette perpendiculaire, il vient en a', sur le nouveau 
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rayon 0'a',. On mène ensuite par а’. une perpendiculaire sar 
second rayon, sur laquelle on prend a',b', égale à a'6’. 

D'ailleurs, en projection horizontale, le point 6 a décrit une 
parallèle à la ligne de terre, nous avons donc finalement en by, 
la nouvelle position du point, et par suite en ab, a',b', la now 
velle position de la droite. 

La construction précédente se simplifie légèrement lorsque la : 
droite rencontre l’axe, puisque alors il suffit de faire tourner us 
seul point de la droite. 

De même, pour faire tourner un plan, il suffit d’en faire tourner 
trois points ou une droite et un point, ou enfin deux droites 
Autant que possible, on choisit comme premier point le point fixe, 
c'est-à-dire le point de rencontre du plan avec l'axe; de cette façon 
il ne reste plus qu’à faire tourner une droite du plan ou deu 
points au lieu de trois. : 


Ш. — RENDRE UN PLAN HORIZONTAL. 


467. — L’équivalence qui a été prouvée des changements de 
plans et des rotalions nous fait prévoir que le problème actuel néces- 
sitera deux opérations. Premièrement, une rotation autour d'un 
axe vertical équivalente d’un changement de plan vertical, ayant 
pour but d'amener le plan à être de bout. Deuxièmement, use 
rotation autour d’un axe de bout équivalente d’un changement de 
plan horizontal, ayant pour but de rendre le plan horizontal. 

Mais, comme on aurait pu commencer cette étude aussi bien . 
par les rotations que par les changements de plans, il convientde | 
montrer directement la nécessilé des deux opérations. 

Le principe fondamental qui nous servira est que les axes de 
rotation doivent toujours être perpendiculaires sur l’un ou l’autre 
des plans de projection. 

Soit donc PaP, le plan qu'il s’agit de rendre horizontal. Si oa 
le faisait tourner simplement autour d'un axe vertical, son angle 
avec le plan horizontal ne changerait pas, et par suite il ne 
pourrait pas devenir nul. Il est donc impossible d’amener w 
plan quelconque à être horizontal, en le faisant simplement 
tourner autour d'un axe vertical. 

Essayons maintenant de faire tourner le plan PaP, autour d'un 
axe de bout, son angle avec le plan vertical ne change раз. il ne 
peut donc pas devenir droit, à moins que cet angle ne soit déj | 


7 
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droit, c’est-à-dire à moins que le plan PaP, пе soit déjà perpendi- 
culaire au plan vertical. 

S’il en est ainsi, autrement dit lorsque le plan РаР, est de bout, 
en le faisant tourner autour d’un axe de bout, il reste lui-même de 
bout, et en même temps l’angle du plan avec le plan horizontal 
passe par toules les grandeurs possibles, еп particulier par zéro. 

Il est donc indispensable d’amener d’abord le plan PaP, à 
être de bout. 

La première opération est par conséquent une rotation autour 





Fig. 72. 


d'un axe vertical о (fig. 72) mesurée par l'angle 0001, permettant 
d'amener le plan PaP, dans la position R&R, où il est de bout. 

La deuxième opération est une rotation autour d’un axe de 
bout 0’, mesurée par l'angle b’,0’,b’s qui amène le plan RSR: 
dans la position du plan horizontal На. 


468. — Rendre une droite verticale, — Ce 
nouveau problème est, comme nous l’avons vu déjà, le même 
que le précédent. Reprenons encore ici le raisonnement direct, 
pour montrer la nécessité des deux opérations. 

Si Pon faisait tourner la droite autour d'un axe vertical, son 
angle avec le plan horizontal ne changerait pas, il serait donc im- 
possible de le rendre droit. Essayons alors de faire tourner la 
droite autour d’un axe de bout. Cette fois l’angle de la droite avec 

У. Canon. — Géom. cotée. 8 
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le plan vertical ne peut pas devenir nul, à moins qu'il ne le soit 
déjà, c’est-à-dire à moins que la droite ne soit déjà de front. Dans 
ce dernier cas, en faisant tourner cette droite de front autour 
d'un axe de bout, elle reste de front,et en même temps son angle 
avec le plan horizontal passe par toutes les grandeurs possibles, 
et еп particulier par un droit 
En résumé, nous dirons : 
_ 4" opération. — Rotation 
| ‚ “A, autour d'un axe vertical avant 
7 pour but damener la droite à 
être de front. Pour mettre en 
évidence l’angle de rotation, on 
abaisse du pied de Гахе م‎ 
(fig. 73) une perpendiculaire ов 
sur А; l’angle de rotation esl 
alors mesuré par ao, et celte 
rotation amène la droite dans 
la position А.А,’ où elle est de 
front. 
2° opération. — Rotation au- 
tour d'un axe de bout o', ayant 
pour but de rendre la droite 
verticale. Pour mettre en évi- 
dence l’angle de rotation, nous 
abaissons de 0’, une perpendi- 
Fig. 73. culaire 0',c', sur А’, et alors 
l’angle de rotation est mesuré 
par l’angle c',0',c'z. Cette deuxième rotation amène la droite dans 
la position A'sAas qui est alors verticale. 


a 


人 


1" 


+ 
> 





IV. — AMENER DEUX PLANS RECTANGULAIRES P ЕТО 
A ÊTRE PARALLELES AUX DEUX PLANS DE PRO- 
JECTION. 


469. — Le premier plan P étant donné quelconque, le second 
plan Q est perpendiculaire sur le premier; il est donc déterminé 
par une droite, par exemple, par son intersection {fl't' avec le 
plan P. Nous amènerons d’abord le plan P à être horizontal, puis 
le plan Q à être de front. 
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Are opération. — Rotation autour d'un axe vertical ayant pour 
but d’amener le plan P à être de bout. 


2° opération. — Rotation autour d’un axe de bout permettant 
de rendre le plan P horizontal. Le deuxième plan Q, auquel on'a 
fait subir bien entendu les opérations précédentes, est maintenant 
un plan vertical défini par sa trace horizontale lits. 


3° opération. — Rotation autour d'un axe vertical laissant le 
plan P horizontal, et permettant de rendre le plan vertical la ta 
de front. 


CHAPITRE Ш 


I. — RABATTEMENTS. 


470. —- Nous avons reconnu que le problème le plus souvent 
employé, c’est-à-dire amener un plan à être horizontal, pouvait se 
résoudre à l’aide de deux changements de plan consécutifs, аа | 
l’aide de deux rotations consécutives. Nous savons de plus qu'un 
changement de plan est équivalent à une rotation ; donc, au Leu 
de faire deux opérations consécutives de même espèce, on peat 
commencer par faire un changement de plan, pour finir par une 
totation. 

L'ensemble de ces deux opérations effectuées dans l’ordre que 
nous venons d'indiquer : 4° changement de plan; 2° rotalios, 
constitue ce que nous appelons un rabattement. 

On pourrait aussi commencer par une rotation pour finir par un 
changement de plan. Mais celte façon de procéder ne s'emploie 
pas, parce qu’elle ne conduit pas à une autre explication natu- 
relle que voici : ١ 

Il est évident que pour amener un plan à être horizontal, il 
suffit de le faire tourner, autour de l’une de ses horizontales, d'ua 
angle égal à l'angle du plan avec le plan horizontal. Mais, une rote 
tion autour d’un axe simplement horizontal n’étant pas possible 
directement, il est nécessaire d’amener d’abord l’axe de rotation 
à être de bout, en profitant de ce qu’il est déjà horizontal. | 

Soit donc à rabattre le plan аНа’Н’ autour de l'horizontale = 
HH’ sur le plan horizontal H' (fig. 74). | 

14" opération. — Changement de plan vertical, en prenant 
comme ligne de terre x.y, une perpendiculaire sur la charnière H, 
ce changement de plan ayant pour but d'amener le plan ali 
être de bout, ou, ce qui revient au même, ayant pour but d'amener 
l'axe de rotation à être de bout. Comptons en même temps les 
cotes du système primitif à partir du plan horizontal H’. 
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La droite HH’ a donc pour nouvelle projection verticale le point 
H', sur x,y,. Quant au point aa’, il se projette verticalement ena’, 
sur la nouvelle ligne de rappel aa,, à une distance aix au-dessus 
de x.y. égale à la cote relative a'a du système primitif. Il en 
résulte que, dans le nouveau système, le plan est de bout, et il a 
pour trace verticale nouvelle a',H”,. 
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2° opération. — Rotation autour de la ligne de bout H', mesurée 
par l’angle a',H',y,, cette rotation permettant de rendre le plan 
horizontal, elle amène en particulier le point аа’, en 0“ و0‎ 


11. — RABATTEMENT D'UN POINT QUELCONQUE. 


474. — Appliquons ces mêmes opérations à un point quel- 
conque de l’espace bb’ (fig. 74). Le changement de plan donne 
pour nouvelle projection verticale le point b', en prenant b’,8, 
égale à b 6. Pour faire ensuite la rotation, ‘nous emploierons 
avantageusement le procédé déjà donné (165). 

De b', on abaisse une perpendiculaire bp’, sur le premier 
rayon H',a',, puis on fait tourner ce point p', de façon à Гатепег 
en p’ sur le deuxième rayon. On mène ensuite par و7‎ la perpen- 
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diculaire sur le second rayon, c’est-à-dire la ligne de rappel, sur 
laquelle on prend p'sb's égale à p',b',. D'ailleurs, en projects 
horizontale, le point b a décrit une perpendiculaire sur la char- 
niére, ce qui nous donne en b:b'; le rabattement cherché. 

L'avantage de cette façon de procéder, c’est qu'il était inutile de 
marquer le point b'z pour trouver bz; ог la chose utile dans le 
rabattement du plan, c'est généralement l’ensemble des points 
Gs, bs, Ca, etc. 

Cette façon de procéder s'appelle aussi le rabattement d'u 
point invariablement lié au plan. Le point bb’ a été relié au plan 
par la perpendiculaire abaissée du point sur le plan, de telle sorte 
que ce que l’on rabat réellement, ce n’est pas le point lui-même, 
mais le pied de la perpendiculaire abaissée du point sur le plas. 


172. — Relévement d'un point. — Soit cs le rabat- 


tement d'un point quelconque de l’espace (fig. 74). Remarguos — 


d’abord que le point de l’espace n’est pas déterminé par cet unique 
rabattement, car se donner seulement le rabattement d’un point, 
c’est comme si Гоп se donnait une seule projection du point. П est 
donc indispensable, pour définir complètement le point, de se 
donner en outre sa cote au-dessus du plan qu’on a rabattu. Pour 
Fe point bb’ du problème précédent, cette cote était b'ep’, oub',p'.. 
Nous relèverons d’abord le pied de la perpendiculaire abaissée da 
point sur le plan, c’est-à-dire le point ge q’s en g's. C’est seulement 
maintenant que nous ménerons par q', une perpendiculaire sur le 
plan, sur laquelle nous prendrons la cote connue 0" ©'.. La ligne 
de rappel с’, donne en c',c le résultat inverse de la rotation. 8 
passe enfin du système x.y, au système primitif à l’aide de la 
ligne de rappel cy et de la cote relative c'¿y, que l’on porte sar 
vant c'y. Finalement, сс’ est le relèvement du point. 


111. 一 RABATTEMENT DES POINTS DU PLAN. 


473. 一 La décomposition du rabattement en changement 
de plan et rotation nous conduit pour trouver le rabattement d'w 
point du plan (fig. 74) à ce qu’on appelle la règle du triangle rec- 
tangle. Cette règle, qui, bien entendu, ne constitue pas un rar 
sonnement, s’énonce ainsi: 

Le rabattement аз du point aa’ contenu dans le plan se trout 
sur une perpendiculaire aw à la projection horizontale dels 
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charnière menée par la projection horizontale du point, à une 
distance азь de la projection horizontale de la charnière qui 
est Phypoténuse d'un triangle rectangle a',a,H',, ayant pour 
côtés de l’angle droit les distances des deux projections du point 
aux deux projections de même nom de la charnière, aw, a'a. De 
plus dans ce triangle rectangle, l'angle aigu opposé à la cote 
relative a',H'ic, est l'angle du plan donné avec le plan hori- 
zontal, autrement dit c'est l'angle du rabattement. 

Pour appliquer cette règle, on se contente généralement de 
mener par a une perpendiculaire aw à la charnière (fig. 74), puis 
une parallèle à la charnière. Sur cette dernière droite, on prend 
la longueur aa’’, égale à la cote relative, се qui donne le triangle 
rectangle awa”,. Enfin, de e comme centre avec wa”', pour rayon, 
on décrit un arc de cercle qui rencontre aw au point demandé дз. 

Gette façon de procéder revient à dire que Гоп а fait le chan- 
gement de plan vertical en prenant comme ligne de terre aw. Aussi 
est-il maladroit d'appliquer cette règle lorsqu'on a un certain 
nombre de points à rabattre, puisqu'on peut se contenter d'un 
changement de plan unique pour tous les points, au lieu d’en 
faire un spécial pour chaque point. 

Le changement de plan unique a de plus l'avantage de rejeter 
tous les triangles rectangles tels que awa”, en dehors du dessin, 
ce qui est par conséquent favorable à la lecture de Гёриге. 

D'ailleurs cette règle du triangle rectangle ne constitue pas une 
simplification, elle n’est que le résumé du raisonnement primitif. 


174. — Relation entre la projection d'une figure 
et son rabattement. 一 Soit ws le rabattement d’un point 2 
d'un plan autour d’une horizontale H de ce plan (fig. 75); pro- 
posons-nous d’en déduire le rabattement d’un autre point quel- 
conque du plan donné par sa projection horizontale 6. 

Considérons la droite du plan projetée horizontalement sui- 
vant ab, elle rencontre la charnière H en un point À qui reste fixe 
dans le rabattement, donc la droite ab est rabattue suivant az). Le 
rabattement bz du point b se trouvera donc sur аз» el en même 
temps sur la perpendiculaire abaissée de b sur la charnière H. 

Au lieu d’utiliser le rabattement d'un premier point du plan, 
pour en déduire celui de tous les autres, on peut aussi se servir 
du rabattement d’une première droite. 

Soit (fig. 76) As le rabattement autour de H d’une droite quel- 
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conque A du plan, et proposons-nous de trouver le rabattemest 
d'un autre point quelconque т du plan. 

Considérons l’horizontale du plan passant par m:; elle coupe 4 
en y, qui se rabat en وبر‎ sur А». L’horizontale mp est done rabat- 





Fig. 75. Fig. 76. 


tue suivant une parallèle à H menée par pe, et, par suite, le 
point m se rabat en ma. 

Ces raisonnements montrent que le rabattement d’une figure 
plane est une transformation homographique de la projection 
horizontale de la même figure, l’axe d’homographie étant la char- 
nière. Ils permettent de trouver le rabattement de tous les points 
d'une figure plane, connaissant le rabattement de l’un de ses 
points. Quant au rabattement de ce point, il a pu être déterminé 
jusqu’à présent par la décomposition du rabattement, en chan- 
gement de plan et rotation, ou, ce qui revient au même, par la règle 
du triangle rectangle. 


175. — Construction directe du rabattement 
d'un point. 一 Soit HH’ l'horizontale qui sert de charnière, 
et аа’ le point du plan dont on désire trouver le rabattement 
(fig. 77). 

Considérons la ligne de front du plan qui passe par le point 
donné aa’, elle rencontre la charnière au point ff’. 

Le rabattement inconnu du point aa’ se trouve sur une perpen- 
diculaire aw à la projection horizontale de la charnière menée 
par la projection horizontale a du point et à une distance а,/ du 
point f égale à la longueur de la ligne de front afa'f'. Or cette 
longueur est connue, elle est mesurée par a'f'. On aura donc le 
point az en décrivant de fcomme centre une circonférence avec 
a'f' pour rayon. 

Dans cette construction, nous n’avons fait qu'appliquer le prin- 
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cipe de la suspension á la Cardan, qui a pour but d'obtenir une 
rotation autour d'un point à l’aide de deux rotations autour de 
deux axes rectangulaires. 

Nous avons expliqué, en effet, que le problème rendre un plan 
7220112011144 nécessitait deux opérations, soit deux changements 
de plan, soit deux rotations, soit encore un changement de plan 
suivi d’une rotation, c’est-à-dire un rabattement; or les deux 
rotations équivalent à une rotation autour d’un point, c'est-à-dire 
à l'emploi d’une sphère convenablement choisie, ayant, dans 
notre exemple, pour centre le point ff" et pour rayon /‘a’. 
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Fig. 71. Fig. 78. 


476. — Application aux plans cotés. — Lorsque les 
données sont définies en géométrie cotée, si l’on se permet l’em- 
ploi de projections verticales concurremment avec celui des cotes, 
les méthodes que nous venons d'indiquer sont encore applicables ; 
mais, si l'on veut absolument employer des cotes sans projection 
verticale, il ne nous reste plus, des méthodes précédentes, que 
celle des rabattements, à l’aide de laquelle on se retrouve finale- 
ment dans le système primitif; mais encore faut-il remplacer la 
projection verticale auxiliaire par un calcul numérique. 

Nous avons reconnu d’abord que, pour rabattre un point quel- 
conque de l’espace, il suffisait de rabattre le pied de la perpen- 
diculaire abaissée de ce point sur le plan. Nous sommes donc 
ramenés au problème qui consiste à rabattre un point d’un plan. 

Dans la méthode des plans cotés, au lieu de construire le 
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triangle rectangle du rabattement, on en calcule l’hypoténuse 
Soit donc le plan а (6) H (4) (fig. 78). Nous dirons: le rabattements 
du point а se trouve d'abord sur une perpendiculaire Co à la 
charnière H, à une distance 3 de la charnière qui est lhypete- 
nuse d’un triangle rectangle ayant pour premier côté de l'angle 
droit aw, distance de la projection horizontale du point à la pre- 
jection horizontale de la charnière, el pour autre côté de Гале 
droit la différence des cotes de H et de a. 

Or la longueur aw, mesurée à l'échelle du dessin, valant 3 et 
la différence de cote étant 2, on a, pour la valeur de l’hypote 
nuse, à = ÿ9 + 4 — 13 = 3,60, que Гоп mesurera à l'échelle 
du dessin pour les porter suivant was. 


CHAPITRE IV 


I. — APPLICATIONS. 


477. — Nous nous proposons, dans ce chapitre, d’étudier les 
principales applications des méthodes exposées précédemment. 

Étant donné, d’une façon générale, un problème à résoudre à 
l’aide de changements de plans, rotations, rabattements, on doit, 
avant tout, étudier le cas particulier du problème, c’est-à-dire se 
rendre compte, par l'étude géométrique de ce problème, des 
positions simples qu'il conviendrait de choisir pour les données, 
afin que la solution du problème soit immédiate. Ou, si l’on veut, 
il faut mettre en évidence tes plans qu’il conviendrait de prendre 
comme plans de projection pour simplifier le problème. On 
amène alors ces plans à être parallèles aux plans de projection. 
On effectue en même temps les opérations indiquées pour toutes 
les données du problème. C’est alors le moment de résoudre la 
question primitive dans le cas particulier qu’on a choisi, puis on 
effectue les opérations inverses pour les résultats trouvés. 

Ainsi, quand on demande de construire un cube, connaissant 
une aréte А et un sommet a contenus dans la même face, on voit 
: qu'il est bon de prendre le plan Aa comme plan horizontal de 
projection, parce qu'il est très facile de construire un cube repo- 
sant par une face sur le plan horizontal. 


478. — Dans cette application générale, qui consiste à amener 
un plan déterminé à être horizontal, il faudra bien s'assurer 
que le plan donné n’est pas déjà, par hasard, perpendiculaire sur 
Рип des plans de projection, parce qu'alors une seule opération 
au lieu de deux suffirait pour arriver au résultat. 

Ainsi, il ne convient pas, étant donné un plan vertical, de 
chercher à le prendre comme plan horizontal, puisque, en le pre- 
nant immédiatement comme plan vertical de projection, on arrive 
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au résultat demandé, qui est, en somme, de le prendre comm 
plan de projection, sans autre qualification. 

Dans le même ordre d'idées, il faut éviter d’employer la location 
rabattre un plan vertical. Car, par notre définition, le rabattement 
équivaut à deux opérations. On doit donc dire simplement que 
Гоп prend le plan vertical donné comme plan vertical de proje- 
tion. 

Les principales applications des méthodes sont les mesures de 
longueurs et les mesures d’angles. 


11. — DISTANCE DE DEUX POINTS. 


479. — Le cas particulier de la distance de deux points est 
celui où la droite qui les joint est parallèle à l’un des plans de 
projection. П suffit donc d'amener la droite à être de front, à 
l'aide soit d’un changement de plan vertical, soit d’une rotation 
autour d’un axe vertical, ou encore de rendre la droite horizontale 
à l’aide d'un changement de plan horizontal ou bien d’une rots- 
tion autour d’un axe de 
bout. 

Soit, еп géométrie cotée, 
les deux points а (5,66), 
b (1,50) (fig. 79). 

Prenons, comme plan 
vertical de projection, le 
plan vertical ayant pour 
trace horizontale ab, les 
deux points © et b auront 
pour projections verticales 
а’, в’, à des distances au- 
dessus dexy, aa’, bb’ égales 
respectivement à 5,66 et 
1,50 comptées sur l’échelle 
du dessin. 
рф в в La distance cherché 
est alors mesurée par 40, 
soit 7,49 à Véchelle da 


dessin, d’après ce théorème que toute figure plane se projetle sur 
un plan parallèle suivant une figure égale. 
Pour éviter l'emploi d’une projection verticale, imaginons la 





Fig. 79. 
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parallèle à ху menée par 6’, soit b'a. Nous formons ainsi le 
triangle rectangle a'b'a, dans lequel on a: 


ab? — aa’ + Рай — ga? + ab’ 


On peut donc se contenter de mesurer ab à l’échelle du dessin, 
soit 6,25; quant à a'a, c'est la différence de cote des deux points; 
on a donc : 


a'a = 5,66 — 1,50 = 4,16, 
et, par suite : 
83 一 6,25 + 4,16", 
d’où : 
à — 1,49. 


. Si nous considérons les points de la droite сс’ (3) dd’ (2), le 
triangle rectangle c'd'y dans lequel c'y est égale à 1 et d'y au 
module im de la droite, nous voyons que ce triangle est semblable 
au triangle a'ab', il donne par conséquent : 

La ba 
T= mi 
donc : 

ра =ab=mX da =m X d, 


en appelant d la différence de cote des deux points. 
On a par conséquent : 


3 一 Cu + тз(а'а)* = d(1 + т*), 


(eT‏ فتن 
р‏ 


Dans cette dernière expression de la distance de deux points, 
nous rappelons que d est la différence de cote et p la pente qui, 
comme nous l’avons déjà dit, est l’inverse du module ou 12 tan- 
gente de l’angle de la droite avec le plan horizontal. 

Finalement la projection verticale dans cette question est rem- 
placée par : 


$ — 4,16 V1 + 1,5 = 4,16 X 1,80 = 7,49. 


d’où : 


- Les problèmes sur les angles droits nous ont montré que la dis- 
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tance d'un point à un plan, d'un point à une droite, et la ples 
courte distance entre deux droites pouvaient se ramener à la dis- 
tance de deux points; nous pourrions donc considérer maintenast 
tous ces problèmes comme résolus, mais on peut cependant ks 
résoudre directement. 


Ш. 一 DISTANCE D'UN POINT A UN PLAN. 


480. 一 Le cas particulier de la distance d'un point à un pla»: 
est celui où le plan donné est perpendiculaire sur l’un des plans. 
de projection. Lorsque par exemple le plan donné est de bout, В. 
distance cherchée est mesurée par la distance de la nouvelle pro 
jection verticale du point à la nouvelle trace verticale du plan. 

On pourra donc effectuer, soft un changement de plan vertical, 
soit une rotation autour d'un axe vertical, ayant pour but d'ame- 
ner le plan donné à être de bout, ou bien encere soit un change- 
ment de plan horizontal, soit une rotation autour d’un axe de bout 
permettant de rendre le plan vertical. 

En géométrie cotée, pour éviter ces projections auxiliaires, 
nous emploierons le procédé direct qui consiste à trouver le pied 
de la perpendiculaire abaissée du point sur le plan, puis à cher- 
cher la distance des deux points. 


b 


~ 
A So 


/ ١ ~ 





Soit le point a (4) et le plan défini par son échelle de pente À, 


(fig. 80). | 
La perpendiculaire abaissée du point sur le plan а sa projec- 
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tion horizontale ab paralléle a la ligne de plus grande pente du 
plan. Son module est l’inverse du module du plan. Ce dernier 

. 3 
valait 7? 
de graduer cette perpendiculaire. 

Nous cherchons ensuite le pied de la perpendiculaire sur le 
plan, à l’aide de deux horizontales s'appuyant sur ab et sur A, soit 
les horizontales (4) (4), (6) (6) qui se coupent au point fixe w. 

En menant l’horizontale du plan par ce point fixe w on a, en $, 
le pied de la perpendiculaire, et en même temps sa cote (5,7.) La 
distance du point au plan est donc donnée par la formule : 


à —(5,7—4) Vi 十 (5) 一 2.8. 


Si l’on avait permis l’emploi d’une projection verticale, il suffi- 
sait de prendre À comme ligne de terre; le plan 2 pour trace 
verticale cd dd' étant égale à une unité de |’ échelle du dessin. 
D’un autre côté, le point a se projette verticalement en a’ en 
comptant les cotes à partir du plan horizontal (4). 

La perpendiculaire abaissée du point sur le plan a donc pour 
projection verticale la perpendiculaire abaissée de a’ sur c’d’. Le 
pied de la perpendiculaire est alors b'b. Quant à la distance du 
point au plan, elle est mesurée par la longueur de a'b' à 
l’échelle du dessin. 

On peut encore trouver la distance du point au plan sans cher- 
cher le pied de la perpendiculaire sur le plan, il suffit de connaître 
pour cela la longueur ay qui est la distance de a a l’horizontale 
du plan de même cote que a. 

Considérons en effet le triangle rectangle a’b’c’, et appelons 
x et y les longueurs c’B, a’B, la longueur ay ou a'c’ étant l. 

On a: 


celui de la perpendiculaire vaut donc 5. ce qui permet 


x 
2 十 y 一 / et = 


en appelant m le module du plan. 
Cette derniére relation donne : 
х 一 ут*, 


et par suite la première donne : 
| 
y=] т’ 
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Or : ab” = ale’ X Ba"; 


donc : 


1 
33 = = ou 8 — 一 一 一” 
1 十 7 vi +m" 
Dans l’épure, à mesuré à l'échelle du dessin vaut 354 


vaut 3 
m i 





Donc: . 8 一 


IV. 一 DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE. 


484. — La résolution de ce problème peut se ramener comme 
celle du précédent à la distance de deux points. On mène parle - 
point donné le plan perpendiculaire sur la droite, et Pon déter- 
mine l'intersection de ce plan avec la droite. On a ainsi le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point-sur la droite. La distance 
des deux points sera la longueur cherchée. 

On peut dire aussi : le cas particulier de la distance d'un point 
à une droite est celui où la droite est verticale, ou encore 
celui où le plan déterminé par le point et par la droite est horr 
zontal. 

Il suffit donc d'amener la droite donnée à être verticale, ce qu 
nécessite deux opérations, soit deux changements de plan, sail 
deux rotations ou encore un rabattement. 

Ou bien on amène le plan déterminé par le point et la droite à 
être horizontal, ce qui nécessite également deux opérations qui 
pourront être soit deux changements de plan, soit deux rotalions. 
soit un rabattement. 

En géométrie cotée, nous emploierons de préférence un rabal- 
tement en utilisant l’un ou l’autre des deux cas particuliers. 


482. 一 1” procédé. — Soit la droite À définie par sa | 
échelle et le point а (4) (fig. 81). Nous allons amener la droite’ | 
être verticale, à l’aide d’une rotation autour d'un axe horizostalH 
mené par le point a (4) par exemple et perpendiculaire sur A. 
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Le point w restera fixe ; quant à la droite À, elle aura pour rabat- 
tement un point de À, à une distance Asw égale précisément à la 
distance du point w(4) à la droite À de l’espace. Or cette distance 
est égale à wb sing, en appelant y Pangle de À avec le plan hori- 





Fig. 81. 


zontal. Cet angle » a pour tangente la pente de la droite ou l’in- 


verse du module tg 9 == on a donc : 


- 
ms‏ لل ان 


Sin 9 一 


Nous retrouvons ainsi la relation donnée précédemment : 


| 29 о 


PPP PP o 
— 


6 一 一 一 一 一 一 一 
| Vi + mi Vi+() 


Ainsi la droite est devenue la verticale A; en prenant Ago — 2,23 
à l’échelle du dessin. La distance du point à la droite est finale- 
ment mesurée par ح وله‎ 3. Quant au pied de la perpendiculaire 
abaissée du point sur la droite, il est sur A, à une distance wp 
de’ “gale à à sin © ou: 


l 2,9‏ 
ب 9— "7 — == 
وت q”‏ = 33 
)3( 1 7# ل 4 


483. 一 2 procédé. — Dans ce deuxième procédé, nous uti- 
liserons le second cas particulier qui consiste á rabattre le plan 
déterminé par la droite et le point. 

J. CARON. — Géom. cotée. 





9 
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Soit le point a(6) et la droite A définie par son échelle (fig. 82. 

Commençons par construire l'horizontale du plan aA passam 
par e, soit ab; c’est aulour de cette horizontale que nous aller 
effectuer le rabattement. Les points a et b sur la charnière re- 
teront fixes, il suffit donc de rabattre un seul point de la droite, 
par exemple le point © (7). 





Fig. 82. 


Le rabattement cs de ce point se trouve sur cd perpendicalaire 
à la charnière et à une distance cad de la charnière égale a: 


Vi + cd? = У 147,8 = 1,64. 


La droite est donc rabattue suivant bcs, et alors la distance 


cherchée est mesurée par ap: = 4,3. Quant au pied de la per ' 
pendiculaire, on Vobtient en relevant وم‎ еп р sur А à l’aidedeh | 


perpendiculaire à ab menée par pa. 


у. — PLUS COURTE DISTANCE ENTRE DEUX DROITES. 


484. — Un premier cas particulier de ce problème est celui 
où l’une des droites ‘données est verticale. Soit la verticale AA 
(fig. 83) et la droite quelconque BB’. 

La perpendiculaire commune étant perpendiculaire sur uve 

verticale AA’ est horizontale; elle forme donc avec BB’ un angle 


droit qui se projette horizontalement suivant un angle droit. 02 | 


aura donc la projection horizontale de la perpendiculaire | 
commune, en abaissant de A une perpendiculaire sur В; soit ms. | 


5 ae a elm re KA a a 
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Le point n se projette verticalement en n’ sur В’; et, comme la 
perpendiculaire commune est horizontale, sa projection verticale 
т’п’ est parallèle à la ligne de terre. Pour la même raison, la 
plus courte distance est mesurée en projection horizontale 
par mn. . 

On voit done que pour trouver la plus courte distance entre 
deux droiles, ainsi que la perpendiculaire commune, il suffit 
d’amener l’une des droites à être verticale à l’aide de deux chan- 
gements de plan, ou bien deux rotations, ou un rabattement. 






8 


mn = 2m = qe 


o => = 


8 
3 


À 
(we) 


Fig. 83. Fig. 84. 


485. 一 Un deuxième cas particulier est celui où les deux 
droites sont horizontales. Soit АА’, BB’ les deux droites 
données (fig. 84). 

Ici, la perpendiculaire commune est verticale, elle se projette 
horizontalement au point mn à l'intersection de А, В, et verti- 
calement suivant la ligne de rappel m'n' du point mn. Comme 
elle est en même temps de front, sa longueur est donnée en 
projection verticale, c'est d’ailleurs la différence des cotes de AA’ 
et BB’. Ce cas particulier présente en outre l'avantage de donner 
l'angle des deux droites, qui est mesuré par l’angle de leurs pro- 
jections horizontales A, B. 

Pour amener deux droites quelconques dans cette position 
particulière, il y aura lieu d'effectuer deux opérations : soit deux 
changements de plan, soit deux rotations, soit un rabattement. 
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11 faut en effet construire un plan parallèle aux deux droite el 
amener ce plan à être horizontal. 


186. — Comme troisième cas particulier, nous cilerons encre 
celui où les deux droites ont leurs projections sur un mért 
plan parallèles, soit les projections horizontales, soit les projet- 
tions verticales. 

Soit AA’, ВВ’ les deux droites, dont les projections vertieale 
А’, B' sont parallèles (fig. 85). 

Nous avons immédiatement ici la direction de la perpend- 
culaire commune, c’est une ligne de front, dont la projection 
verticale sera perpendiculaire sur A’ etB. 

Pour trouver за position, on a mené par 
BB’ le plan BoëB'o'à parallèle à la لل‎ 
tion de la perpendiculaire commune, pus 
on a cherché l'intersection de ce plan art 
AA! à l’aide du plan de bout A’. Ce plan 
auxiliaire coupe 030'3' еп 30’, BB! a l'infini. 
Donc le plan auxiliaire coupe le plan Be 
suivant la parallèle à ВВ’ menée par à: 
Cette dernière droite rencontre AA’ © 
mm’ qui est l’un des pieds de la perpet 
diculaire commune. Il suffit donc de 
mener par mm’ la parallèle mmn’n' 080° 
pour avoir la perpendiculaire commune 
cherchée. 

La plus courte distance entre les deu 
droites est alors mesurée par m'n', puisque 
mnm’n’ est une ligne de front. Mais il faut remarquer que cellé 
plus courte distance était connue avant d’avoir construit la per 
pendiculaire commune elle-même, puisqu'elle était mesuré 
simplement par la distance des deux droites А’, В’. 

Il suffit donc, pour trouver la plus courte distance entre deu! 
droites, d'amener ces deux droites à avoir leurs projections vel 
cales parallèles, ce qui nécessite une seule opération. 





Fig. 85. 


487. — En géométrie cotée, nous nous contenterons de co 
struire un plan passant par AA’ parallèle à BB’, et nous détermi" 
nerons la distance à ce plan d'un point quelconque de BB’. 

Soit les deux droites A, B(fig. 86). Par le point m (1) de A 
nous avons mené une parallèle à 8, soit mn, mn étant le module 
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de В; nr est la trace horizontale du plan; quant à son module, il 
est mesuré par mp et vaut 0,65 à l'échelle du dessin. 

I] reste à évaluer la distance du point В (0) de В au plan mrn. 
Nous avons mené par № une perpendiculaire sur la trace hori- 
zontale du plan, soit ha, dont la longueur vaut 2,5. 





Fig. 86. 


La distance du point № au plan mnr, c’est-à-dire la plus 
courte distance des deux droites, est done donnée par la rela- 
tion : 

2,5 


VIH 6,655 


Ô 一 2,1. 





CHAPITRE V 





I. — ANGLE DE DEUX DROITES. 


188. — L'angle de deux droites quelconques étant celui de 
deux parallèles à ces deux droites menées par un même point de 
l'espace, nous pourrons toujours supposer que les deux droil 
données se rencontrent. . 

Le cas particulier de l’angle de deux droites ‘est alors celui ol 
le plan des deux droites est parallèle à l’un des plans de proje- 
tion. 11 suffit donc d'amener le plan des deux droites à être hon- 
zontal, ce qui nécessite deux opérations, soit deux changement 
de plan, soit deux rotations, si 
encore un rabattement. 

En géométrie cotée, nous 68“ 
ploierons le rabattement du plat 
des deux droites sur un plan bor- 
zontal. 

Soit les deux droites т (1) a(0) 
m(1) b (0) (fig. 87). 

Le plan des deux droites 2 pou 
trace ab. C’est autour de celle 
horizontale ab que nous allons 
effectuer le rabattement. Comme 
les deux points а et b sont sur la charnière, ils restent fixes, de 
telle sorte qu’il suffit de rabattre le point m. 

Le rabattement de ce point se trouve sur mp et à une distant 
du point م‎ mesurée par la distance des deux points de l'esp 


т (1), p(0) : 
3= Y + mp =y 1 +1,2 = 1,56. 


Finalement, l’angle des deux droites est mesuré par am}, 
après avoir pris map = 1,56 à l’échelle du dessin. 





Fig. 87. 
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П. — ANGLE D'UNE DROITE ET D’UN PLAN. 


489. — L’angle d'une droite et d'un plan, c'est l’angle de la 
droite avec sa projection sur le plan, ou encore c’est le complé- 
ment de l'angle de la droite avec une perpendiculaire au plan. 
On se trouve ainsi ramené au problème précédent de l’angle de 
deux droites. 

Soit le plan P défini par son échelle de pente (fig. 88) et la 
droite A dont on a également l’échelle. 





Fig. 88. 


Par le point m(4) de À, nous avons mené une perpendiculaire 
sur le plan P; sa projection horizontale тК est parallèle à 
l'échelle de pente Р du plan, et son module mK est l’inverse de 
celui du plan. Le module du plan valant 0,4, celui de la perpen- 
diculaire est : 

1 


0.4 — 9,50. 


Le plan mené par la perpendiculaire mK et la droite donnée 
admet pour horizontale (3) la droite AK, qui va nous servir de 
charnière. 

Les points h et К restent fixes sur Ja charnière; quant au 
point m, il se rabat sur mp, à une distance дер: 


map = Y 1 + mp" = y 1 + 0,67 = 1,2. 


L’angle demandé est donc le complément de hm,Cg, ou, si Гоп 
veut, il est mesuré par Pangle hm,B;, Bz étant perpendiculaire 
sur Ca. 
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111. — ANGLE DE DEUX PLANS. 


490. 一 Le cas particulier de l’angle de deux plans est celu 
où leur intersection est verticale; dans ce cas, en cffet, Pangle 
des deux plans est mesuré par l’angle de leurs traces horus- 
tales. Il suffit donc de déterminer l'intersection des deux plans el 
de rendre celte droite verticale à l'aide, soit de deux change- 
ments de plan, soit de deux rotations, soit d'un rabattement. 

On peut dire aussi qu’il suffit de couper les deux plans donne 
par un troisième perpendiculaire à leur intersection et de deler- 
miner langle des deux droites ainsi obtenues, en amenant ee 
troisième plan à être horizontal. 

En géométrie cotée, nous emploierons de préférence le rabal- 
tement. 

Soit donc les deux plans P et О définis par leurs échelles de 
pente (fig. 89). Les horizontales (0) des deux plans se coupent en й 





(Fig. 89. 


et les horizontales (1) au point a, donc ha est l’intersection des 
deux plans. 

C’est cette droite qu'il s’agit de rendre verticale à l’aide 8 
rabattement autour d’une charnière «В, que nous choisissons 
dans le plan horizontal, perpendiculaire à ah, et coupant enfin les 
traces horizontales des deux plans en ره‎ В dans les limites de 
l'épure. 

Les deux points a, 8, étant sur la charniére, resteront fixes 
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dans le rabattement; il suffit donc de trouver le rabattement de 
la droite ah. Ce rabattement se réduira à un point sur ah, à une 
distance de w, qui est la distance de la droite ah de l’espace au 
même point w. 

Or cette distance est égale à wh sin رم‎ en appelant & l’angle 
de la droite avec le plan horizontal. Comme 


1 
tB9= y 


m étant le module de ah, on aura: 


. 1 
n = 一 一 一 一 一 一 ， 
sin © УТ 


Donc la distance cherchée est : 


_ = _ A = 1,14 = WIN. 
У" 449,15" 


Ainsi, après le rabattement, l’arête du dièdre est devenue la 
verticale ma; les traces horizontales des deux plans sont ama, 
Втз, et, par suite, l’angle cherché est атзВ. 


CHAPITRE VI 





I. — PORTER SUR UNE DROITE UNE LONGUEUR DONNÉE. 


494. -— Nous utiliserons la formule à — 4 y 4 + m°, dans 
laquelle à est la distance connue, d la différence de cotes entre 
les deux points et m le module. 

Elle donne : 

Ô 


VIE mM 


Soit la droite A (fig. 90), proposons-nous de porter sur celle 
droite, á partir de a (5,3), une longueur égale á 2. 





n + sa 6 m 
3,61 53 ووه‎ А 
10 0 1 2 
Fig. 90. 
On aura : 
2 
— = جع‎ 1,63. 
V1+ 0,7: 


La cote du point inconnu est done la cote du point donné, 
augmentée ou diminuée de 1,63, c’est-à-dire : 


5,3 + 1,63 == 6,93, 
. 5,3 — 1,63 == 3,67. 


De plus, Vintervalle entre le point donné et l’un des points 


| af 
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inconnus est égale à la différence de cotes 1,63, multipliée par le 
module 0,7 de la droite, soit : 


1,63 X 0,7 = 1,14. 

ll suffit done de prendre les longueurs ат — ап = 1,14 à 
l’échelle du dessin pour avoir en т et п les points demandés, 
dont les cotes sont respectivement (6,93) et (3,67). 

Il est bien entendu que la construction à l’aide d'un plan ver- 


tical auxiliaire, en prenant comme ligne de terre À, conduirait 
plus rapidement au résultat. 


11. — MENER UN PLAN PARALLÈLE A UN PLAN DONNÉ, 
А UNE DISTANCE DONNÉE DU PREMIER. 


492. — On choisit dans le plan donné un point arbitraire © 
(fig. 90). On mène ensuite par ce point une perpendiculaire A sur 
le plan donné, et l’on porte sur cette droite une longueur égale à 
la longueur donnée. Par l’un des points ainsi obtenus m ou n, il 


ne reste plus qu’à mener un plan parallèle au plan ou perpendi- 
culaire sur À. 


Ш. — MENER DANS UN PLAN, РАВ UN POINT, UNE DROITE 
FAISANT UN ANGLE CONNU AVEC UNE DROITE DU PLAN. 


493. — Soit P le plan donné par son échelle de pente (fig. 91), 





Fig. 91. 
A la droite du plan donnée par sa projection horizontale et р 
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le point du plan donné également par sa projection horizontal. 

Nous commençons par rabattre le plan P sur un plan horizontal 
et, pour introduire le plus possible de points fixes, prenous 
comme charnière l’horizontale ph du plan donné qui passe park 
point p. | 

Les deux points h et p vont rester fixes, de telle sorte quil 
suffit de rabattre un seul point de A. Pour faciliter le calcul, 
nous avons choisi le point k tel que l'intervalle Ak soit égali 
l'intervalle تنه‎ de la droite A; il en résulte que ko est aussi l'in- 
tervalle du plan. 

Le point # se rabat alors sur la perpendiculaire kw à la char- 


nière, à une distance de w qui est à — У 1 + m°, en appela 
т le module du plan. Dans notre exemple, mm 一 0,6, donc: 


V1 + 0,6: = 1,16.‏ حدق 


Nous prenons donc kzw égale à 1,16 de l'échelle du dessin el 
nous joignons hk, ou Ag. 

Il suffit maintenant de mener par р les droites روم‎ ря: fai- 
sant avec Аз l'angle connu, et de relever mz, яз en m et п sur A, 
à l’aide de perpendiculaires à la charnière. 

En résumé, pm, pn sont les droites cherchées. 


JV. — MENER, PAR UNE DROITE D'UN PLAN, UN SECOND 
PLAN FAISANT, AVEC LE PREMIER, UN ANGLE DONNE. 


194. — Soit P le plan donné défini par son échelle de pente et 
А la droite du plan (fig. 92). 

Nous commencerons par amener la droite А à être verticale, à 
l’aide, par exemple, d'un rabattement autour d’une horizontale 
perpendiculaire sur le plan vertical A. 


Soit wa la charnière dans le plan horizontal (4) ; elle coupe l'ho- 
rizontale (4) du plan au point a, qui est fixe. IIne reste plus qu'à 
rabaltre la droite A. Cette droite se rabattra en un point A, de А, 
à une distance de w qui est : 


wa 


٠/1 т? 
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en appelant m le module de А. Dans notre exemple, wa vaut 0,95 
et m vaut 0,53; donc : 


Ainsi, le plan donné après le rabattement a pour trace hori- 
zontale «Aj. 





Fig. 92. 


Nous menons alors par Az une droite faisant avec Asa l'angle 
connu, 45° par exemple. Оп a ainsi, suivant A,6 ou Agy, les traces 
horizontales des plans cherchés; aprés le rabattement, elles ren- 
contrent la charnière aux points fixes B,y; donc af, ay sont les 
directions des horizontales des plans inconnus dans le système 
primitif. 








LIVRE VI 


POLYEDRES REGULIERS 


I. — TETRAEDRE REGULIER. 


495. — Les quatre faces d’un tétraédre régulier sont des 
triangles équilatéraux égaux, chaque sommet appartenant 4 trois 
faces. Proposons-nous d’abord de trouver la projection du tétraédre 
sur le plan d’une face. 
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Fig. 93. 

Soit abc la face connue dans le plan horizontal (fig. 93), ce 

sera un triangle équilatéral, ayant pour côté la longueur de 
Paréte du tétraédre. 

Si nous appelons s le quatrieme sommet, considérons la face 

sbc, c'est aussi un triangle équilatéral, qui se rabat sur le plan 
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horizontal autour de bc, suivant abc. Donc le sommet $ est ألا‎ 
en a, d'où il résulte que ce sommet 5 se projette horizontaleme 
sur la perpendiculaire abaissée de a sur bc. Un raisonnend 
analogue pour la face sbc montre que le point s appartient 
perpendiculaire abaissée de 5 sur ac. Donc le point s est 
centre du triangle abc. 

Il nous reste à calculer la cote h de ce sommets; elle se 
donnée par la relation du rabattement #3 — qa? — 332. On pa 
évaluer directement ces quantités ах, sa, à l’aide de l'échelle 
dessin, ou encore en fonction du côté du tétraédre. 

En appelant a le côté du tétraèdre, dans le triangle abe, 


hauteur qa 一 ay, donc, за, qui est le tiers de la hauteur, 


а 9 
2V3 et, par suite, la hauteur du tétraèdre vaut : 


VE, = a\/2 
4 4x3 3 


496. — Projection d'un tétraedre sur un pl 
parallèle à deux arêtes opposées. — Reprenoss | 
figure précédente 93 et projetons le tétraédre sur un plan те 
xy, parallèle à sa ou perpendiculaire sur bc. Dans ce système, | 
rabattement de la face sbc se réduit à une simple rotation. L'opé 
ration inverse montre que le sommet s' se trouve à l’interseclitf 
de la ligne de rappel $ et de la circonférence décrite de Dé 
comme centre avec b'a' pour rayon. 

Figurons alors, dans ce système, la perpendiculaire comm 
aux deux arêtes opposées ass'a’, bcb'c', soit аВа’В’. 

Dans le triangle isocèle s'a'b', le point о’ est le point der 
contre des trois hauteurs; donc, 00’ est le centre du tétraëdre, 
puisque deux de ces hauteurs sont en même temps celle du 
tétraèdre. D'un autre côté, 88’ est le milieu de sas'a' el, comm 
oa est le tiers de aa, oo’ est le milieu de a3a’B’, 

En résumé, dans un tétraédre régulier : 

1° Deux arétes opposées sont rectangulaires, puisque WW 
projections sur un plan parallèle à l’une d'elles sont те’ 
gulaires ; 

2° La perpendiculaire commune à deux arétes opposées 4 全 
pied sur chaque 01616 au milieu de cette aréle ; 
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3° Cetle perpendiculaire commune passe par le centre du 
tétraédre; 

4° Enfin, la perpendiculaire commune est partagée par le 
centre du tétraédre en deux parties égales. 

Soit A et В les deux arêtes données, que nous supposons 
horizontales (fig. 94). 

Ces deux droites doivent avoir leurs projections horizontales 
rectangulaires. 

La perpendiculaire commune à ces deux arétes est la verticale 
af, qui s'appuie sur les deux droites en a (4) sur А, В (6) sur В. 

Les points a, В seront les milieux des deux arêtes А et В, et, 
comme ces arêtes, sont égales, , 
la projection horizontale du Be 
tétraèdre est un carré abcd, 
ayant pour diagonales À et B. 

De plus, dans ce carré, les 
côtés opposées ab, cd sont 
parallèles ; donc, la plus courte 
distance entre les deux arètes 
opposées ab, cd est mesurée 
par le côté bc du carré. Ce 

Or cette plus courte distance de NS 
est connue; c’est la différence / 
de cotes entre les deux arêtes / 
données В (6), А (4), soit 2 uni- Lil د‎ 
tés de l'échelle. ae o ‘ 2 

Donc, finalement, la projec- Fig. 94. 
tion horizontale du tétraédre est le carré construit sur А, В 
comme diagonales et ayant pour longueur de côté 2 unités. 

Pour l'obtenir, on a pris sur les bissectrices de angle AxB des 
longueurs égales à 1, et Гоп а mené, par les points ainsi obtenus, 
des parallèles aux mêmes bissectrices. 


7 
` 
Si be 


П. — CUBE. 


497. — Projection d'un cube sur le plan d'une 
face. — Les six faces d'un cube ou hexaédre sont des carrés 
égaux. Soit abcd la face connue dans le plan horizontal de 
projection. Les quatre autres sommets du cube, ал, bi, © di, se 

J. Canon. 一 Géom. cotée. 10 
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projettent horizontalement aux mêmes points а, 9, с, 4, 8 
leurs cotes sont égales au côté du carré ab. 


498. — Projection d'un cube sur un plan per- 
pendiculaire à une diagonale. — En conservant h 
mème disposition de lettres que dans l'exemple précédent, sei 
ac, la diagonale verticale, le sommet inférieur © étant dans k 
plan horizontal (fig. 95). 

Les trois arètes ab, ad, aa, issues du sommet inférieur, sont 





égales et également inclinées sur le plan horizontal; elles se 
projettent donc suivant trois rayons égaux. 

De même, les arêtes cidi, 6 ريل‎ CC, qui sont égales et paral- 
lèles aux premières, se projettent suivant trois nouveaux rayons 
égaux et parallèles aux premiers, mais dirigés en sens contraire, 
de façon à former trois diamètres égaux. 

Enfin, les six arêtes qui restent, bc, cd, ddi, dias, asb,, bi, sont 
encore une fois dans l’espace égales et parallèles aux premières: 
donc, elles se projettent horizontalement, suivant des droites 
égales et parallèles aux premières. | 

En résumé, la projection horizontale du cube est un hexagone 
régulier avec ses trois diamètres. 

| nous reste à déterminer les cotes des sommets autres que le 
sommet inférieur a. 

Considérons la face abcd qui, dans l’espace, est un carré. Les 
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deux diagonales de ce carré sont rectangulaires; or elles se pro- 
jettent suivant deux droites rectangulaires ; donc, l'une d’elles au 


moins est horizontale. De plus, dans l’espace, les deux diagonales 


considérées sont égales ; donc, c’est la plus grande bd en projec- 
tion horizontale qui est horizontale. 


Ainsi, bw est la grandeur de la demi-diagonale d’une face; par 
suite, la cote h de w est donnée par la relation : 


h? = bw’ — aw’. ， 


Les areles du cube étant toutes égales et également inclinkes 
sur le plan horizontal, les différences de cotes entre les extrémités 
d’une même aréte sont les mêmes pour toules les arêtes. 


Les cotes de b, 4, a, étant № = ybu* — qu’, celles de 


b,, di, с seront 2h et, enfin, celle de c, sera 3h. 
En appelant r le rayon de l’hexagone : 


Si Pon se donnait la longueur a de l'aréte du cube, bd étantila 
longueur de la diagonale d’une face, on aurait : 


г V3 = a V2, 


0 
et, par suite : й = —. 


Dans Гёриге, оп a inscrit auprès de chaque sommet sa cote, 
donnée par l’une quelconque de ces formules. 


{ 
{ 





Cette base commune est la . 
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Ш. — OCTAEDRE. 


499. — Projection d’un octaédre régulier sur 
un plan perpendiculaire à une diagonale. — Le 
huit faces d'un octaédre régulier sont des triangles équilatérau 
égaux, chaque sommet appartenant à quatre faces qui formes! 
une pyramide régulière à base carrée; de sorte que l'octaédre 
peut élre considéré comme k 
réunion de deux pyramides régt- 
litres à base carrée, ayant № 
mème base. 


section de l'octaèdre par un pla 
diagonal. 

Soit abed ce carré à la cote (6) 
(fig. 96). 

Les deux derniers sommes de 
Yoctaédre se projettent horizoo- 
talement au centre du carré, en 
eetf; ils sont d'ailleurs à une 
distance de part et d'autre da 
plan du carré égale à la demi-diagonale de Poctaédre ou du carre 
abcd. 

En appelant a le côté de Voctaédre, la demi-diagonale ea à 





Fig. 96. 


0 
pour valeur V2? les cotes de e et f sont donc égales à la cote da 


carré 6 plus ou moins Va" Ces cotes ont été inscrites sur Григ 


auprès de e el f. 


200. 一 Projection de l'octaédre régulier sur le 
plan d'une face. — Soit abc la face connue dans le plan 
horizontal, c'est un triangle équilatéral, ayant pour côté le côté 
connu de l'octaèdre (fig. 97). 

Le centre de Poctaédre, étant équidistant des trois sommets 
a, b, с, se projette horizontalement au centre du triangle alc. 

Les trois sommels inconnus &, ба, c, sont symétriques des pre- 
miers par rapport au centre; ils forment la face supérieure. li ne 
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reste plus qu’a figurer le contour apparent horizontal, qui est un 


hexagone régulier, ac,ba,cb,a. 
Pour obtenir les cotes des sommeis ريه‎ 61, ¢;, considérons la 
face abc; c'est un triangle équilatéral qui se rabat sur le plan 


A on, 





— 


horizontal autour de bc, suivant abc. Nous connaissons donc du 
sommet a, sa projection a, et son rabattement a; donc, за cote h 


est donnée par la relation : 


— 9 一 一 > 
h 一 Vas -一 Co . 


En appelant R le rayon de la circonférence circonscrite au con- 


tour apparent : 


aw — زخو‎ 440 一 可 j 


donc : 1 
в = R V2. 


D'un autre côté, en appelant a le côté de l’octaèdre, comme le 


triangle &ibw donne : 
bw’ = ab" — ajo, 


on en déduit : 


ou : 
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a V2 
h ——. 
УЗ 
Les cotes des sommels ريه‎ и, ©: ont été inscrites auprès & 
chacun d’eux dans l’épure. 


IV. 一 DODECAEDRE. 


201. — Projection d'un dodécaédre régulier sur 
le plan d'une face. 一 Les douze faces d’un dodécaédre 
régulier sont des pentagones réguliers égaux, chaque somnet 
appartenant à trois faces. 





Soit abcde la face connue dans le plan horizontal (fig. 98). 
Appelons cy l’arête inconnue partant du sommet с; elle appar- 
tient à la face ycdó, elc., qui se rabat sur le plan horizontal 
autour de cd suivant abcde. Donc, le sommet inconnu y et 
mabattu en b et, par suite, sa projection horizontale se trouve Sar 
lá perpendiculaire abaissée de b sur cd. 

De même, Paréte cy appartient à la face 7008, etc., qui se rabat 
sur le plan horizontal autour de bc suivant abcde. Donc, celte 
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fois, le sommet inconnu y est rabattu еп d et, par suite, sa рго- 


jection horizontale se trouve sur la perpendiculaire abaissée 
de d sur bc. 

Le sommet y se trouve donc à l'intersection des deux perpen- 
diculaires précédentes be,, da, et, par raison de symétrie, sur le 
rayon ос. 

Les sommets analogues «a, В, 3, e se trouveront sur la circon- 
férence décrite de o comme centre avec 097 pour rayon, et respec- 
tivement sur les rayons oa, of, 08, og. 


Ceci nous fait déjà dix sommets. Il en reste encore dix autres : 


qui sont symétriques des premiers par rapport au centre 0. Ce 










7.9 


sont les points ريه‎ 01, C1, di, e, qui forment la face supérieure 
vue, puis a, Ва, Ya, 81, € que nous joignons par des arêtes vues 
aux précédents. Enfin, nous ajoutons le contour apparent hori- 
zontal, qui est un décagone régulier «d:Be,ya,3Byey10. 

Maintenant que la projection horizontale est connue, il nous 
reste à déterminer les cotes des différents sommets. 

Représentons par Cio, C'io les côtés be, ae, des décagones 
réguliers, convexe et étoilé, inscrits dans la circonférence abcde, 
puis par (5, С’, les côtés ab, ac des pentagones réguliers, con- 
vexe et étoilé, inscrits dans la même circonférence. 

On sait qu’il existe entre ces différents rayons les relations sui- 
vantes : 


+ 
لي 
.. 


e... 


09 و‎ et тр 


C;? = Cio? + R?, 
C'.° — Clio? + R?. 


Or la droite ,به‎ étant perpendiculaire 
et égale à ae, ; donc, oy est égal a: 


C'io = > (V5 + 1). 


à dies, est parallèle 


Il en résulte que : 


La longueur de cy dans l’espace étant C;, la différence de 
cotes h entre les deux points с et y est donnée par la relation : 


= C3? — Cyc? 一 В. 


Ainsi, les cotes des points а, В, y, à, = sont égales au rayon В 
du cercle circonscrit au pentagone abcde. 
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Nous avons dit précédemment que oy et ae, étaient parallèle. 
On en déduit que evy = ca, = В. 

Dans le rabattement du pentagone ycd3x,, ca, est rabais 
suivant ca, qui est égal à C’;. Donc, dans l’espace, la distance 
des deux points © et a, vaut C’;. Il en résulte que la différence de 
cotes h,, entre ces deux points, est donnée par la relation : 


he = С'5* — R = C'yo?, 
оц: 
hi 一 C'io — dé; = 0y 一 Ry. 


Par conséquent, les cotes des différents points ريه‎ Bi, ya, 31, & 
sont égales au rayon R, de la circonférence circonscrite au contour 
apparent horizontal. | 

Enfin, la différence de cotes entre les sommets a,, a, étant 
égale à la différence de cotes entre les sommets a, a, on en déduit 
que la cote des sommets ди, ба, C1, и, €, est égale à R + Ri. 

Toutes ces cotes ont été écrites dans l’épure aux sommets cor- 
respondants. 


V. — ICOSAËDRE. 


202. 一 Projection d'un icosaedre régulier sur 
un plan perpendiculaire à une diagonale. 一 Le 
vingt faces d’un icosaèdre régulier sont des triangles équilatéraur 
égaux, chaque sommet appartenant à cinq faces formant une 
pyramide pentagonale régulière. 

Soit abcde la base de la pyramide pentagonale régulière infé- 
rieure, contenue dans le plan horizontal (2) (fig. 99). 

Le sommet f de cette pyramide, étant équidistant des cing 
sommets de la base, se projette horizontalement au centre du 
pentagone abcde. 

Il nous reste encore six sommets à déterminer, qui 508 : 
Qs, bi, Ca, dí, е, fa, symétriques des premiers par rapport a 
centre, et formant une pyramide supérieure qui est vue. 

Nous ajoutons le contour apparent horizontal, qui est le déca- 
gone régulier ad,be,ca,db,ec,a. 

Il nous reste à trouver les cotes relatives des différents som- 
mets. Pour cela, nous remarquons que le pentagone cdbifie, se 
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rabat sur le plan horizontal abcde autour de l’arête cd, suivant 
he pentagone régulier abcde. 

Nous connaissons donc, des sommets b,, fa, es, leurs projections 1 
horizontales b,, f1, e et leurs rabaltements e, a, b, ce qui permet TA 
de trouver leurs cotes. o 


ы أ‎ … 


~ 





Fig. 99. 


Considérons l’arête be,, dont la longueur dans l’espace est (5; 
sa projection a pour longueur Cio. Donc, la différence de cotes 
entre les sommets b et e; est donnée par la relation : 


٠ 


h3 — C;? -一 Cio? 一 一 R3. 


Ainsi, les sommets 44, 01, Ca, di, €, sont à une distance, au-des- 
sus du plan horizontal abcde, égale aurayon du cercle circonscrit 
au pentagone abcde. 

Enfin, dans le pentagone cdb,f,e,, considérons la diagonale с/и, 
dont la longueur en projection est Ri elle a pour rabattement ca, 
dont la longueur est C’;. П en résulte que la différence de cotes, 
entre les deux sommets c et f, est donnée par la relation : 





hit = Ci — Rs = Co 一 де.*. 


|” 
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Donc : 
h, = des. 





Enfin, le sommet f est à une distance, au-dessous du plan 4 
zontal abcde, égale à hy — А. 
Or : 
hy — h = C'io — В = Ci. 


On a dans l’épure inscrit les cotes des différents som 
auprés de leurs projections. 


LIVRE VII 


COURBES 


CHAPITRE PREMIER 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES 


Г. 一 COURBES. 


203. — Un point de l’espace est défini par trois conditions, 
par exemple ses distances à trois plans donnés ou à trois points 
donnés. Lorsqu'on se donne seulement deux conditions, il existe 
alors une infinité de points remplissant ces deux conditions, et 
l’ensemble des positions de tous ces points constitue en général une 
courbe. | 

L’une des conditions étant que le point reste dans un plan, оп 
dit alors que la courbe est plane. 

Ainsi, les différents points d’une circonférence remplissent les 
conditions suivantes : 4° ils sont dans un même plan; 2° la dis- 
tance de chaque point de la circonférence à un point fixe est 
constante; ou encore : 1° ils sont dans un même plan; 2° ils sont 
sur une même sphère. 

De mème, une ellipse est définie par les deux conditions : 
1° qu’elle est dans un plan; 2° que la somme des distances de cha- 
cun de ses points à deux points fixes du plan est constante. 

Lorsque ]а courbe n’a pas tous ses points contenus dans le même 
plan, on dit qu’elle est gauche. 

L’hélice, par exemple, est une courbe gauche; les deux condi- 
tions qui la déterminent sont : 1° le cylindre sur lequel la courbe 
est tracée; 2° son pas. 
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On peut donc dire qu’une courbe est le lieu des points de je 
pace assujettis à deux conditions d'égalité. 

La troisième condition qui définit chaque point de la court 
étant variable, si l’on fait varier cette troisième condition d'u 
façon continue, le point décrira la courbe. 

Ainsi, dans le cas d’une circonférence, on définit un ром 
par l’angle du rayon OM avec un rayon fixe OA. En faisant varier 
l'angle MOA de 0 à 27, le point M décrira la circonférence. 


IT. — TANGENTE. 


204. — On appelle tangente а une courbe en un point don 
la limite de la position d'une corde passant par le point donsé 
et par un deuxième point de la courbe, ce deuxième point 
tendant à se confondre avec le premier, qu’on appelle alors 
le point de contact. 

Dans le cas d'une circonférence, cette courbe n'étant coupée 
qu'en deux points par une ligne droite, d’après la définition pré- 
cédente, la tangente n’aura qu'un point de commun avec la courbe. 
Nous retrouvons ainsi la définition élémentaire de la tangente à 
la circonférence. 

Nous avons dit que, pour obtenir une courbe, il fallait assujettir 
un point de l’espace à deux conditions déterminées et faire varier 
une troisième condition d'une manière continue ; celte troisième 
condition étant par exemple une longueur. 

Si, au lieu de cela, on donne à cette longueur des valeurs difé- 
rant d’une quantité très реше, mais déterminée, on obtient alors 
un nombre fini de points de la courbe, et en les joignant deux 4 
deux, dans l'ordre suivant lequel ils sont obtenus, on forme un 
polygone inscrit dans la courbe. 

On peut donc dire qu’une courbe est la limite d'un polygone 
dont les côtés tendent vers zéro, el par suite, la tangente à une 
courbe est la limite de l'un de ces éléments prolongé de part et 
d'autre de ses deux sommets. 


205. — THÉORÈME. 一 La tangente à une courbe # 
projette suivant la tangente à la projection de la courbe. 

Soit en effet M un point d’une courbe, m sa projection. Consi- 

dérons un point M, de la courbe très rapproché de M, ce point se 
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projettera en m, sur la projection de la courbe, et la corde MM, 
aura pour projection la corde mm, de la projection de la courbe. 

Supposons maintenant que le point M, se rapproche indéfini- 
ment de M, la corde MM, aura, par définition, pour limite la tan- 
gente MT à la courbe proposée. Or, en même temps, le point m, 
vient coincider avec т, donc mm, a aussi pour limite la tangente 
mit à la projection de la courbe. 

D'ailleurs mm, est constamment la projection de MM,, quelle que 
soit la distance MM,, par suite il en est de même à la limite, ce 
qui prouve que mt est la projection de МТ. 

Cette démonstration est indépendante du mode de projection 
employé, elle est donc vraie pour les projections coniques, obli- 
ques et orthogonales. 

La démonstration suppose cependant qu’à la limite, la tangente 
MT se projette bien suivant une droite; elle est donc en défaut, 
lorsque la tangente se projette suivant un seul point. 


Ш. — NORMALE. 


206. — On appelle normales à une courbe les perpendiculaires 
sur la tangente menées par le point de contact. 

L'ensemble des normales menées еп un même point à une 
courbe forme le plan normal à cette courbe au point considéré. 
Dans le cas particulier d’une courbe plane, on ne considère géné: 
ralement comme normale que celle qui se trouve contenue dans 
le plan de la courbe. 


IV. — АЗУМРТОТЕ. 


207. — En chaque point d'une courbe, il existe toujours une 
tangente. Il en est de même lorsque le point qui décrit la courbe 
s'éluigne indéfiniment. Mais alors il se présente deux cas. Ou 
bien la tangente reste constamment à distance finie, et alors la 
limite de cette tangente, lorsque le point de contact est à l'infini, 
s'appelle une asymplote. Ou bien la tangente s'éloigne aussi 


tout entière à l'infini, et la courbe présente une forme рага- 
bolique. 
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V. — TRACÉ DES COURBES. 


208. 一 Comme nous n'avons pas à notre disposition d'instre- 
ments parfaits autres que le compas, pour tracer des courbes. لا‎ 
faudra nécessairement les dessiner toutes à la main, sauf les eir- 
conférences. On commencera donc par déterminer un certain 
nombre de points de la courbe, d'après sa définition géométrique, 
en s’attachant surlout à déterminer tous les points remarquables, 
par exemple les points de contact avec des tangentes connues. les 
asymplotes, etc., puis on déterminera les tangentes à la courbe 
en différents points courants. 

Quant au nombre de points à déterminer, il dépend de la forme 
de la courbe et de ses dimensions. En général, on fera mieux d'en 
déterminer avec une très grande exactitude un petit nombre. 
plutôt que d’en chercher beaucoup, qui seraient alors tous faas 
parce qu'on aurait fait les constructions avec moins de soin. 0a 
déterminera ensuite les tangentes en tous ces points, puisque 
analyliquement une tangente équivaut à deux points réunis as 
point de contact. On réunira alors tous les points ainsi obtenus 
par un trait continu, en faisant bien attention à teutes les tan- 
gentes. 

Comme il est difficile du premier coup d'arriver à un résaltal 
satisfaisant, on fera bien d'employer un crayon tendre pour ce 
premier tracé. On jugera alors de l'aspect de la courbe, en la re- 
vardant à une certaine distance, et, à l’aide de retouches 506663 
sives, on fera disparaître tous les genoux du premier tracé. Ces 
genoux paraîtront plus sensibles, en visant la courbe suivant ses 
différentes tangentes comme on procède pour lire des caractères 
d'écriture très étroits et très longs, par exemple de 1 millimètre 
de large sur 40 de hauteur. 

En général, la courbe est bien tracée, lorsque, passant par tous 
les points connus et étant tangente à toutes les droites détermi- 
nées, sa forme plaît à l'œil. 

Arrivé à ce résultat, on enlève légèrement avec la gomme à 
crayon tous les traits inutiles, et l’on trace de nouveau la courbe 
eu suivant bien le trait auquel on s’est décidé, avec un crayon 
plutôt dur, mais en faisant cette fois un trait excessivement fin. 

On recommande aussi quelquefois d'appuyer légèrement sur le 
papier, de manière à creuser une sorte de petite rigole qui, dans 
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la mise à l’encre, entraînera plus facilement la plume. Mais il ne 
faut pas abuser de ce procédé qui, poussé à l’excès, enlève à la 
feuille toute sa fraîcheur. 

Enfin, pour la mise à l’encre, on emploiera de préférence un 
porte-plume ordinaire et une plume fine avec laquelle оп se sent 
capable d'écrire facilement. Puis, on tiendra le plan de la plume 
tangentiellement à la courbe, de telle sorte qu’en appuyant plus 
ou moins fort sur le papier, les deux becs de la plume s’écartent 
suivant la tangente sans augmenter considérablement la largeur 
du trait, Il n’en serait pas de même évidemment si l’on tenait le 
plan de la plume normalement à la courbe. 

On suivra alors le trait du crayon sur une petite longueur ; puis, 
à l’aide de petites retouches répétées, on augmentera successive- 
ment la largeur du trait, de manière à obtenir partout une largeur 
uniforme. 

On aura soin aussi de placer la main du côté de la concavité de 
la courbe, la ligne tracée naturellement par la plume étant sen- 
siblement une circonférence ayant son centre du côté de la main. 

On 56 sert aussi pour tracer les courbes du tire-ligne avec un 
pistolet, mais cela n’empéche pas de suivre les recommandations 
indiquées plus haut pour le tracé au crayon ; le pistolet ne devant 
servir que pour la mise à l’encre, alors que la courbe est parfai- 
tement dessinée au crayon. 

Nous engageons d’ailleurs les commençants à n’employer le 
tire-ligne avec le pistolet que lorsqu'ils auront acquis une habileté 
assez grande pour ne pouvoir 86 servir à un moment donné que 
de la plume. 


ES 





CHAPITRE II 


I. — PROJECTION DUNE CIRCONFERENCE. 


209. — Pour trouver un point d'une circonférence dont et 
connait le plan, le centre et le rayon, il suffit d’amener le plas 
de la circonférence à être horizontal, à l’aide d'un rabattement ры 
exemple. Puis sur la [circonférence rabattue on choisit un point 
quelconque que l’on relève dans le plan du cercle. 





Soit (fig. 100) P l'échelle de pente du plan, о la projection 
horizontale du centre de la circonférence dont nous suppose 


| 
| 
Fig. 100. 
connu le rayon. | 


id 
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Nous commençons par déterminer le rabattement d'un point 
quelconque du plan, a par exemple, autour de l'horizontale du 
plan menée par le centre o du cercle. Ce rabattement se trouve 
sur une perpendiculaire ao à la charnière, et à une distance 0 


de la charnière donnée par la relation d = à V1 + т*. 

On a choisi 06 égale à 3 modules du plan, donc à = 3; m, le 
module du plan, vaut 0,7; done d = 3 y1 + 0,1 = 3,66. 

Le rabattement de la circonférence est alors la circonférence 
décrite de о comme centre avec le rayon donné. 

Proposons-nous maintenant de relever un point quelconque, 
тз par exemple. Nous considérons la droite mea qui coupe la 
charnière au point fxe et par suite se relève suivant au. Le 
relèvement de т: se trouvera donc à l'intersection т de pa avec 
la perpendiculaire à la charnière menée par m,. Quant à la cote 


du point т, il suffira de la compter sur l'échelle de pente du plan 
à l’aide de l’horizontale menée par m. 


210. — Tangente. — La tangente еп m, au rabattement de 
la circonférence rencontre la charnière au point 0 qui est fixe, 
donc cette tangente est relevée suivant m0. Si le point 0 dont nous 
venons de nous servir était en dehors des limites de l’épure, il 
suffirait de procéder pour un point quelconque de m:0 comme nous 
l’avons fait pour le point тз lui-même. 


Л. — TANGENTE PAR UN POINT EXTÉRIEUR. 


211. 一 Mener par un point р des tangentes à la 
circonférence. — Le point p donné par sa projection horizon- 
tale doit étre considéré comme étant contenu dans le plan. Nous 
commençons par le rabattre (fig. 100) en joignant арт qui se 
rabat suivant daz. Le point р est donc rabattu en .وم‎ Menons ensuite 
par ce point рз des tangentes au rabattement de la circonférence, 
soit 0з0з^ et Pare. 

ll reste à relever ces deux tangentes, ainsi que leurs points de 
contact ga, ra. 

Pour la première, pegs, nous avons à notre disposition le point 
fixe À sur la charnière, la tangente pzA se relève donc suivant pa; 
quant au point de contact qa, il se relève au point q, à l’aide de la 
perpendiculaire à la charnière menée par gs. 

J. Canon. — Géom. cotée. 11 
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Pour relever la seconde tangente, nous nous sommes servis de 
son point de rencontre $2 avec mat. Ce point se relève en $ sur 
et par suite le point de contact 79 6 relève en r sur ps. 


242. — Mener une tangente parallèle à une droite 
donnée. — Soit aa la direction donnée (fig. 100). Nous com- 
mençons par rabattre cette droite suivant a,x, en la considérant 
comme étant contenue dans le plan du cercle. 

On mène ensuite dans le rabattement les tangentes b.ÿ, (41 
parallèlement à a3a, puis on relève ces tangentes à l’aide des 
points fixes $, y, parallèlement à ax. Quant aux deux points de 
contact bz, روه‎ ils se relèvent en b et © sur les deux tangentes que 


nous venons de trouver. 
Ill. — DETERMINATION DES AXES. 


243. — Nous démontrerons plus loin que la projection d'une 
circonférence est une ellipse; en admettant ce fait, nous pouvons 
nous proposer de trouver les axes de la projection horizontale. 

Si dans une circonférence nous considérons deux diamètres 
rectangulaires, ils sont conjugués, c’est-à-dire que chacun d'eux 
est le lieu des milieux des cordes parallèles à l’autre. Or cette 
propriété se conserve en projection quand toutefois on emploie 
des projections obliques ou orthogonales. 

Ainsi deux diamètres rectangulaires du cercle se projettent 
suivant deux diamètres conjugués. Pour trouver les axes, il faul 
choisir deux diametres rectangulaires se projetant suivant deux 
diamètres rectangulaires. Mais, pour qu'un angle droit se ргоде 
orthogonalement sur un plan suivant un angle droit, il faut el il 
guffit que l’un des côtés soit parallèle au plan de projection. 

Donc les axes de la projection horizontale d’une circonférence 
sont les projections horizontales du diamètre horizontal et du dia- 
mètre ligne de plus grande pente. 

Le diamètre horizontal se projetant suivant un diamètre égal et 
tous les autres suivant des diamètres plus petits, le diamètre ho- 
rizontal sera le grand axe de ja projection horizontale, tandis 
que le diamètre ligne de plus grande pente sera en projection le 
petit axe. 

Soit P (fig. 101) l’échelle de pente du plan, 0 (5,3) le centre de 
la circonférence, 1,2 son rayon. Le grand axe de la projection 
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horizontale est le diamètre horizontal оа, sur lequel nous prenons 
- les longueurs 00 = 0b — 1,2. 

Le petit axe est parallèle à P mené par 0. Les deux sommets 
s’obtiennent en portant sur cette ligne de plus grande pente une 
longueur égale au rayon 1,2. 





Fig. 101. 


La différence de cotes entre les deux sommets inconnus © ou d 
et le centre est donnée par la relation : 
d 1,9 
6 一 一 一 一 /一 一 一 一 一 0.97. 
لكلل 5س 1ل‎ 079 >” 


Cette différence de cotes équivaut à un intervalle : 
0,97 X m=0,97 Х 0,72 — 0,170. 


On a donc compté 0,97 sur l'échelle de pente du plan, puis on 
a porté cette longueur, valant d’ailleurs 0,70 de l’échelle du 
dessin, suivant oc et od, ce qui donne les sommets du petit axe 
ayant pour cotes respeclives : 


5,3 + 0,97 — 6,27 pour le sommet с 
et 5,3 — 0,97 == 4,33 pour le sommet 4. 
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IV. — TRACE D'UNE ELLIPSE. 



















244. — Ayant ainsi déterminé les axes de la projection hori- 
zontale de la circonférence, on peut s’en servir à l’aide de telle 
construction analytique qu’on voudra, pour déterminer de nou- 
veaux points de l’ellipse. 

On peut, par exemple, déterminer les foyers et considérer h 
courbe comme le lieu des points dont la somme des distances au 
deux foyers est constante et égale au grand axe. 

On peut aussi considérer Pellipse comme le lieu décrit par un 
point d'une droite de longueur constante, dont les extrémités 
glissent sur deux droites fixes. 

Sur une bande de papier on porte à la suite l’une de l’autre 
deux longueurs pm, mq égales respectivement aux demi-axes de 
Vellipse : pm étant égale au demi-grand axe 04, mg aura pour lon- 
gueur le demi-petit axe oc (fig. 101). 

On place ensuite le point 4 de la bande de papier sur le gran 
axe et le point р sur le petit axe. 

La position correspondante du point т donne un point de Ге] 
lipse; de plus, la normale à Vellipse en m passe par le quatrième 
sommet du rectangle дор. 

Il est aussi très avantageux de construire les cercles de cour- 
bure de l’ellipse aux quatre sommets. Pour les obtenir, on com- 
mence par construire le rectangle des axes, puis du sommet ¢ 
de ce rectangle on abaisse une perpendiculaire sur la diagonale ad. 
Cette perpendiculaire rencontre les deux axes aux points o, 0, qui 
sont les centres de courbure relatifs aux sommets a et d. 

Ainsi, la circouférence décrite de w comme centre avec wa pour 
rayon a, dans le cas actuel, quatre points communs avec l'ellipse 
réunis en a, de telle sorte que, dans le voisinage du point a, -اء'!‎ 
lipse diffère très peu de son cercle de courbure. 

Les mêmes rayons wa, w,d serviront pour construire les cercles 
de courbure en b et c. Dans l’épure, on ne dessine ces cercles de 
eourbure qu’au crayon seulement. 


LIVRE VIII 


SURFACES 


CHAPITRE PREMIER 


1. — DÉFINITIONS. 


245. — Une surface est engendrée par une courbe mobile, pou- 
vant varier de forme et de position, mais toujours parfaitement 
déterminée, en se donnant l’un des paramètres variables de la 
courbe. 

Cette courbe mobile s'appelle courbe génératrice ; elle est gé- 
néralement assujettie à rencontrer constamment des lignes fixes 
tracées sur la surface, et qu’on appelle alors les courbes direc- 
trices. | 

La courbe génératrice est donc supposée parfaitement définie de 
forme et de position, lorsqu'on se donne le point de rencontre de 
cette courbe génératrice avec l’une des courbes directrices. 


216. 一 Cône.— On appelle cône la surface engendrée par 
une ligne droite passant constamment par un point fixe qui est 
le sommet du cône, puis s'appuyant constamment sur une ligne 
fixe plane ou gauche, ou bien sur une surface. 


217. — Cylindre. — On appelle cylindre la surface engen- 
drée par une ligne droite restant parallèle à une droite fixe et 
s'appuyant constamment sur une ligne fixe plane ou gauche, ou 
bien sur une surface. 

Un cylindre peut donc être considéré comme la limite d'un cône 
dont le sommet est rejeté à l'infini dans la direction des généra- 
trices du cylindre. 


A 
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Les prismes et les pyramides, le plan lui-même peuvent être 
considérés comme des cas parliculiers des cônes et des cylindres. 


218. — Surface de révolution. — On appelle surfac 
de révolution la surface engendrée par une ligne plane o 
gauche tournunt autour d'une droite fie. 

On peut dire aussi que c'est la surface engendrée par une cir- 
conférence dont le plan reste perpendiculaire à une droite fire, 
dont le centre décrit cette droite fixe, la circonférence rencor 
trant constamment une ligne fixe, plane ou gauche. 

Cette circonférence variable, qui alors est choisie comme géné- 
ratrice de la surface, s'appelle un parallèle. 

En revenant à la première définition, c'est au contraire В 
courbe tournant autour de l’axe qui sert de génératrice. Lorsque 
cette courbe est contenue dans un plan passant par l’axe, on Fap- 
pelle la méridienne. 


249. — L'ellipsoide de révolution allongé est engendré par 
une ellipse tournant autour de son grand axe. 


220. — L'ellipsoide de révolution aplati est аи contraire 
engendré par une ellipse tournant autour de son petit axe. 


224. — La sphère, qui peut être considérée comme la limite 
de l’ellipsoïde de révolution allongé ou 06 6 aplati, est 
engendrée par une circonférence tournant autour de l'un de ses 
diamètres. 


222. — L’hyperboloide de révolution à une nappe est engen- 
dré par une hyperbole tournant autour de l'axe qui пе ren- 
contre pas la courbe. 


223. — L'hyperboloide à deux nappes est au contraire ex 
gendré par une hyperbole tournant autour de l'axe tran 
verse. 


224. — Le cône de révolution, qui peut être considéré comme 
la limite entre l’hyperboloïde de révolution à une nappe et I’by- 
perboloide de révolution 4 deux nappes, est engendré par le sys- 
téme de deux droites, tournant autour de l’une des bissectrices 
de l’angle de ces deux droites. 


225. — Le paraboloïde de révolution est engendré par une 
parabole tournant autour de son axe. 
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226. — Le cylindre de révolution peut étre considéré comme 
la limite d'un paraboloide de révolution dont la méridienne se 
réduirait à deux droites parallèles à l’axe. 


227. — La surface gauche de révolution est engendrée par 
une ligne droite tournant autour d'une autre droite fixe qui 
ne coupe pas la première. On démontre que la surface gauche de 
révolution n’est autre chose qu’un hyperboloïde de révolution 
à une nappe. 


228. — Le tore est engendré par une circonférence tour- 
nant aulour d'une droite contenue dans son plan. Lorsque Paxe 
de rotation passe par le centre de la circonférence, le tore devient 
une sphère. 


229. — On appelle surface réglée toute surface engendrée 
par une ligne droite. 

Trois directrices suffisent pour déterminer la surface. Ainsi, on 
peut assujettir la droite à s’appuyer constamment sur trois lignes 
fixes, planes ou gauches, ou bien sur des surfaces. On peut encore 
assujettir la droite à être parallèle successivement aux différentes 
génératrices d'un cône qu'on appelle alors le cône directeur. 


230. — L’hyperboloide à une nappe est engendrépar une ligne 
droite s'appuyant constamment sur trois droites fixes non pa- 
ralléles a un même plan. 


231. — Les conoídes sont engendrés par une droite restant 
parallèle à un plan directeur fixe et s'appuyant sur une droite 
fixe, puis sur une ligne fixe plane ou gauche, ou bien sur une 
surface. 


232. 一 Le par aboloïde hyperbolique ou plan gauche est un 
cas particulier des conoïdes; il est engendré par une droite res- 
tant parallèle а un plan fixe en s'appuyant sur deux droites 


fives. : 


233. 一 Les surfaces réglées se divisent en surfaces gauches 
et en surfaces développables. Ces dernières surfaces peuvent être 
considérées comme engendrées par la tangente à une courbe 
gauche; elles jouissent de la propriété suivante, qu’on peut les 
appliquer sur un plan, sans déchirure ni duplicature. Les cônes 
et les cylindres sont des cas particuliers des surfaces dévelop- 
pables. 
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234. — Les hélicoides que nous citerons comme exemple de 
surfaces fréquemment employées sont engendrés par une droit: 
s'appuyantsur une hélice, en faisant avec l’axe de l'hélice et avec 
la tangente à l'hélice des angles constants. 


235. — La surface de la vis a filet carré est un hélicoïde deu 
lequel la génératrice rencontre l'axe en restant constammel 
perpendiculaire sur cet axe. C'est donc un cas particulier des 
conoides. | 


236. — La surface de la vis à filet triangulaire est aussi sa 
hélicoide dans lequel la génératrice rencontre Vaxe de Uhélice en 
faisant naturellement avec cet axe un angle constant qui west 
pas droit. 


237. — Enfin, l’hélicoïde développable est engendré par ls 
tangente à l'hélice. 


IT. 一 PLAN TANGENT. 


238. 一 THEOREME. — Les tangentes menées en ua 
méme point, à toutes les courbes tracées sur une surface, et pas- 
sant par ce point, sont contenues dans un méme plan, qu'on 
appelle le plan tangent à la surface au point considéré. 

En effet, soit M (fig. 102) un point d'une surface, С et С, deux 
courbes tracées sur la surface et passant par le point M. 

Supposons [а surface engendrée par une troisième courbe 
mobile © assujettie à rencontrer constamment les deux courbes 
fixes C et Cy, et parfaitement 
définie de forme et de position, | 
lorsqu'on se donne le point de 
rencontre P de la courbe mobile | 
avec l’une des courbes fixes С. 

Dans cette hypothèse, la courbe | 
mobtle passera à un. momen! 
donné par le point M. Soit С, la 
position de la courbe génératrice 
au moment où elle passe par le 

Fig. 102. point M. 

Or, pour une position quelconque de la courbe mobile, les trois 

cordes MP, MP,, PP, sont constamment dans le même plan; il en 
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est donc de même à la limite, c’est-à-dire que les limites de ces 
trois cordes sont dans le même plan. 

Mais les cordes MP, MP, ont pour limite par définition les tan- 
gentes MT, MT, aux deux courbes С et €, au point M. Quant à la 
corde PP,, dont les extrémités viennent coincider en M sur Ce, 
nous admettrons qu’elle a aussi pour limite la tangente MT, à la 
courbe Cs au point M. Donc les trois tangentes MT, MT,, MT, sont 
dans le même plan. | 

D'ailleurs, pour engendrer la surface, on aurait pu prendre une 
autre courbe quelconque, telle que c, ayant pour limite au moment 
où elle passe par M une courbe quelconque, telle que Ce; donc les 
tangentes à toutes ces courbes sont dans un même plan, c’est le 
plan des deux droites MT, МТ.. 

Cette démonstration suppose que la corde PP, a réellement pour 
limite la tangente MT, à la courbe C, au point M, et cette hypo- 
thèse est permise chaque fois que le point M n'est pas un point 
singulier de la courbe Cg. 

Il résulte de lá que la démonstration peut être en défaut pour 
certains points de la surface. Ces points s’appellent des points 
singuliers de la surface et doivent être étudiés d’une façon toute 
spéciale. Comme exemple de point singulier d’une surface, citons 
le sommet d’un cône. Il est facile de vérifier que les tangentes au 
sommet d’un cône à toutes les courbes tracées sur la surface du 
cône et passant par ce sommet ne sont autre chose que les géné- 
ratrices du cône. Ainsi donc, dans ce cas particulier, les tangentes, 
au lieu de former un plan qui serait le plan tangent considéré, 
forment le cône lui-même. 

Citons encore comme point singulier d’une surface le point de 
rencontre d’une surface de révolution avec son axe, lorsque en ce 
point la méridienne n'est pas normale à l'axe. Ici, le cône des 
tangentes est de révolution. 


111. — NORMALE. 


239. — On appelle normale à une surface la perpendicu- 
laire sur le plan tangent menée par le point de contact. 

Le théorème du plan tangent peut donc s énoncer de la manière 
suivante : 

Les plans normaux menés en un méme point à toutes les 
courbes tracées sur une surface et passant par ce point passent 
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tous par une même droite qui est la normale à la surface в 
point considéré. 


240. 一 Construction du plan tangent. 一 Ри 
déterminer le plan tangent en un point d’une surface, il suffira & 
dessiner sur la surface deux lignes passant par le point consider. 
les tangentes à ces deux lignes détermineront le plan tangesi 
demandé. 

Dans le cas particulier d'une surface réglée, une ligne droik 
étant à elle-même sa tangente, nous choisirons comme premiere 
ligne la génératrice rectiligne passant par le point, ce sera unt 
droite du plan tangent. Donc, tout plan tangent à une surfare 
réglée contient la génératrice passant par le point de contact. 

Si, accidentellement, on pouvait dessiner sur la même régit — 
de surface deux droites passant par le même point, le plan decs 
deux droites serait le plan tangent en ce point. 

Il ne faut donc pas s'étonner, d’après cela, qu’un plan tanges! 
coupe la surface, car nous ne donnons pas comme définition du 
plan tangent qu'il n’a qu’un point commun avec la surface, mas 
que c’est le lieu des tangentes aux lignes tracées sur la surface. 
Ces deux définitions ne s'accordent que dans le cas où la surface 
est convexe, comme cela a lieu pour la sphère. 

Les plans tangents aux différents points d'une même génératrice 
d’une surface réglée contiendront donc la génératrice considérée: 
mais, en général, ces plans tangents varient avec la position da 
point de contact sur la génératrice. 

П peut arriver cependant que le plan tangent reste le mème. 
quelle que soit la position du point de contact; la surface est alors 
développable. Dans le cas contraire, la surface est dite gauche. 
Nous verrons plus loin que les cônes et les cylindres sont des css 
particuliers des surfaces développables. 


241. — Construction de la normale. — Ayant irouvé 
le plan tangent en un point d'une surface, si l’on mène la perpen- 
diculaire sur ce plan tangent par le point de contact, on aura la 
normale au méme point. 

Remarquons cependant qu'il est possible de construire direc- 
tement la normale, sans passer par l'intermédiaire du plan tar- 
gent; il suffit en effet de construire les plans normaux aux deus 
courbes dessinées sur la surface et passant par le point considért, 
et de prendre leur intersection. 
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[У. — PLANS TANGENTS AUX CONES 
ET AUX CYLINDRES. 


242. 一 THEOREME. — Tout plan tangent en un point 
de la surface d'un cône est aussi tangent ala surface aux diffé- 
rents points de la génératrice passant par le premier point de 
contact. 

Soit en effet A (fig. 103) une génératrice d’un cône, M, М, deux 
points de cette génératrice. Pour construire le plan tangent au 
point M de cette génératrice, dessinons sur la surface du cône une 
ligne C passant par le point M, en ayant soin de ne pas choisir 
cette ligne tangente à la génératrice А. Le plan tangent sera alors 
déterminé par la génératrice A et par la tangente MT à cette 
courbe C. 

Pour être certain que la courbe C n’est pas tangente à À, au 
lieu de la choisir arbitrairement, on peut prendre la directrice 
sphérique du cône, c’est-à-dire l'intersection du cône avec la 
sphère de centre 5 ayant pour rayon SM. 

Cette courbe s’obtient en portant sur chaque génératrice, à 
partir du sommet, une longueur constante et égale à SM. De cette 
façon, on est bien certain que la courbe C n’est jamais tangente à 
la génératrice, puisqu'elle lui est con- 


stamment normale. AS 

Le plan tangent en M, sera de même / 
déterminé par la génératrice A et par la / | 
tangente M,T, à la directrice sphérique "Y oN с 
С, qui passe par M,. Or, si nous consi- / ¡SIA -~ 
dérons une génératrice quelconque du A,’ ``т 
cône, elle rencontre les deux directrices / | 
sphériques C, С, en deux points №, №, a 
qui s'obtiennent en prenant SN 一 SM j= С, 


et SN, — SM, et les deux cordes ММ, 
M,N, sont constamment dans un même т 
plan, elles sont même parallèles entre 
elles. Ce résultat est vrai aussi à la 
limite, lorsque la génératrice SNN, vient colncider avec SMM;; 
donc les tangentes MT, M,T,, qui sont les limites de MN, MiN,, 
sont aussi dans le même plan. 


Fig. 103. 
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Ce plan MNM,N, n'est autre chose que le plan tangent »لاق‎ 
en M,, donc ces deux plans sont confondus. 

Ce raisonnement s’applique à tous les points de la génén- 
trice A, et par suite les plans tangents en ces différents pis 
coincident avec le plan tangent en l’un d’eux, SMT. 

Ce théorème est applicable également au cylindre, qui est u 
cas particulier du cône. 


243. — 11 résulte de ce théorème que, pour construire № 


plan tangent en un point de la surface d’un cône, il suffit é 
construire le plan tangent au cône au point de rencontre de в 
directrice avec la génératrice passant par le point de contac. 


Autrement dit, le plan tangent en un point de la surface des 


cône est déterminé premièrement par la génératrice passant par 
le point de contact, deuxiémement par la tangente à la dire- 
trice au point où cette directrice est rencontrée par la gént 
ratrice de contact. 

Le plan tangent à un cône ou à un cylindre étant le mème teat 
le long d’une génératrice, on a le droit pour ces surfaces d'en 
ployer l'expression génératrice de contact. 


У. — TANGENTE A L’INTERSECTION DE DEUX SURFACES. 


244. 一 THEOREME. — La tangente en un point de l'is- 
tersection de deux surfaces est l’intersection des plans tangent 
aux deux surfaces au point considéré. 

En effet, l'intersection de deux surfaces est une ligne dessinée 
simultanément sur les deux surfaces, donc sa tangente est bien 
contenue dans le plan tangent à chacune des surfaces au point 
considéré. 


245. — THEOREME. — La tangente en un point fuse 
section plane d'une surface est l'intersection du plan sécant arec 
le plan tangent à la surface au point considéré. 

Ce théorème n’est qu’un cas particulier du précédent, le plan 
sécant étant à lui-même son plan tangent. 


246. — THÉORÉME. — La tangente en un point de 
l'intersection de deux surfaces est la perpendiculaire sur مأ‎ 
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plan des deux normales aux deux surfaces au point consi- 





déré. 0 
En effet, l'intersection étant dessinée sur les deux surfaces, son 0 
plan normal contient les normales aux deux surfaces au point A 
considéré. Or le plan normal à une courbe est perpendiculaire à a 
la tangente; donc, inversement, la tangente à la courbe est bien в: 
perpendiculaire sur le plan des deux normales. №: 


La construction de la normale à une surface étant quelquefois - ism 
plus rapide que celle du plan tangent, 11 sera dans ce cas préfé- D 
rable d’appliquer ce dernier théorème plutôt que le premier, 08 
pour trouver la tangente à l'intersection. pees 
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CHAPITRE 11 


1. — CONES ET CYLINDRES CIRCONSCRITS AUX SURFACES. 


247. — Étant donnés une surface et un point extérieur $, on 
peut en général mener par ce point S une infinité de plans tan- 
gents à la surface. Soit C (fig. 104) la courbe lieu des points de 
contact de tous ces plans tangents. Nous allons reconnaitre que № 
cône qui a pour sommet $ et pour directrice la courbe C est cir- 

conscrit à la surface اهما‎ 
7 le long de la courbe C, 

c'est-à-dire qu’en tous 

les points de la courbe, 
AV la surface donnée et le 

ré cône admettent le même 
/ plan tangent. 

En effet, soit M un 
point de la courbe C. Le 
plan tangent en ce point 

Sr M à la surface contient 

١ d’abord la tangente MT 

Fig. 104. la courbe C qui est des- 

sinée sur la surface, ‘puis la droite MS, puisque par hypothèse le 
plan tangent en M passe par le point 5. 

D'un autre côté, le plan tangent en M au cône est déterminé 
également par la génératrice MS et par la tangente MT à la 


directrice C. 
Les deux surfaces sont donc bien tangentes entre elles tout le 


long de la courbe C. 

On conçoit de même l'existence d’un cylindre circonscrit à une 
surface, parallèlement à une direction donnée, la courbe de cot- 
tact étant le lieu des points de contact des plans tangents me- 
nés à la surface, parallèlement à la direction donnée. 


\ 1 


— < 
— «== 
= = 
ann 
- 


> 
xy 
X: 

< 


_ Y 
1 
4 
< 


~ 


Ln whe y, 0 eE 1 4 5 : te ye | 
| AA, = 


| 


à 





OMBRES PROPRES ET PORTÉES. 175 


11. — CONTOURS APPARENTS. 


248. — On appelle contour apparent dans l'espace d'une 
surface la courbe de contact du cône circonscrit à la surface 
ayant pour sommet le centre de projection. 


249. — On appelle contour apparent en projection la pro- 
jection du contour apparent de l’espace; c'est donc la trace sur 
le plan de projection du cône circonscrit à la surface ayant pour 
sommet le centre de projection. 

Dans le cas des projections obliques ou orthogonales, le cône 
circonscrit précédent devient le cylindre circonscrit parallèle 
à la direction des projetantes. 

Ainsi, pour trouver le contour apparent horizontal d’une sur- 
face, il faudra construire le lieu des points de contact des plans 
tangents parallèles à une verticale. Ce lieu dans l’espace, cc’, con- 
stituera le contour apparent horizontal dans l’espace ; sa projection 
horizontale c, qui est dessinée dans le plan horizontal et par suite 
se projette verticalement sur la ligne de terre, formera le contour 
apparent horizontal en projection. 

Dans une épure, au point de vue de la ponctuation, il y a à faire 
une importante distinction entre le contour apparent dans l’es- 
pace et le contour apparent en projection. 

Les contours apparents dans l’espace, quand on a l’occasion 
de les figurer, doivent être dessinés en ligne de construction, et 
l’on ne dessine en noir, c’est-à-dire en traits pleins, petils points 
ou traits mixtes, que les contours apparents en projection. 


III. — OMBRES PROPRES ET PORTÉES. 


250. — Le contour de l’ombre propre d’une surface est la 
courbe de contact du cône circonscrit à la surface ayant pour som- 
met le point lumineux, dans le cas de l’ombre au flambeau, ou du 
cylindre circonscrit parallèle aux rayons lumineux, dans le cas de 
l'ombre au soleil. 


251, — Le contour de l'ombre portée est la trace du cône 
ou du cylindre circonscrit précédent sur la surface qui reçoit 
l'ombre. 


476 
Ces définitions des 
tours apparents, ce d 
des ombres étant дет 
Les théorèmes qui 
contours apparents ser 


IV. — THÉORÈMI 


252. — THEO! 
face développable con 
Nous avons déjà dé 
le plan tangent était 1 
propriété est vraie au 
Soit donc M un рой 
surface développable. 
par le centre de proje 
ratrice G qui passe pa 
surface en tous les 
les points de ladro 
de projection, il faut 
contour apparent de | 
Il est bien entendu 
c'est-à-dire que les 
rents ne s’appliquent 


253. — THEO 
surfaces et rencontre 
projection tangente 
surface. 

En effet, soit A (fi 
d'une surface, C une 
le contour apparent ) 
les tangentes à ces d 

Le contour apparer 
de C, se rencontrent 

Or les tangentes À 
plan tangent à la sur! 
par le centre de proj 
contour apparent da 
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plan projetant, et par suite toutes les droites MT, MT, de ce 
plan se projettent suivant une même droite mit, quiest la trace du 
plan sur le plan de projection. D'ailleurs, la tangente à une courbe 
se projette suivant la tangente a la projection de la courbe, donc 
les deux courbes a, © sont 
bien tangentes entre elles, 
puisqu'elles admettent la 
même tangente mímt,. 

Dans toute épure, chaque 
fois qu'on aura á construire 
une courbe sur une surface, 
on devra déterminer, lors- 
qu'on pourra le faire, les 
points sur les contours ap- 
parents, ou tout au moins en 
tenir compte, parce que ces 
points servent de limites entre les parties vues et cachées de la 
courbe sur la région de surface correspondante. 

On peut, en effet, considérer les génératrices du cône circonserit 
à une surface comme les limites de droites menées par le sommet 
du cône, coupant d’abord la surface en deux points réels, lors- 
qu’elles sont à l’intérieur du cône, et ne coupant plus la surface 
dans la même région, lorsqu'elles sont extérieures au cône. 

Donc le contour apparent dans l’espace d’une surface partage la 
surface en deux régions : l’une d’elles, dirigée du côté du centre 
de projection et qui est vue par un observateur placé en ce point ; 
l’autre, opposée au centre de projection et qui est cachée pour le 
mème observateur. 

La courbe C, en traversant le contour apparent dans l’espace À 
au point M sans être tangente à ce contour apparent dans l’espace, 
passe donc d’une région vue à une région cachée. 

Si la courbe С était tangente au contour apparent dans l’es- 
расе А, elle serait ou tout entière vue, ou tout entière cachée 
sur la région de surface dont on s’occupe. 





254. — Le théorème précédent est en défaut, lorsque la tan- 
gente à la courbe C passe par le centre de projection, puisque alors 
la tangente se projette suivant un seul point. 

Imaginons (fig. 106) un plan passant par OM et par un point M; D 
de la courbe C très voisin de M, ce plan aura pour trace sur le ong 
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plan de projection la corde mm, dela projection с, m et m, Gat 
les projections de M, Ма. Si le point М: se rapproche indébni- 
‘ment de M, le plan 11,011 a pour limite, par définition, le ps 
osculateur à la courbe С au point NE 

49 même temps la corde mm, a pe 
limite la tangente mt à la courbeca 
point m. 
Donc, dans ce cas particulier, فا‎ 
tangente à la courbe с est la trace di 
plan osculateur à la courbe С au point 
D'ailleurs, la projection de la courk 
doit rester à l’intérieur du contour ap 
parent en projection a; donc la pro 
jection с de la courbe, alteignant ke 
contour apparent en projection 6 5€ 
un angle qui n'est pas nul, doit rebrousser еп т en cot 
servant la même tangente pour rester à l’intérieur du contest 
apparent. 
Comme dans le cas général, le point т sert de limite entre les 
parties vues et cachées de la courbe sur la surface. 





Fig. 106. 


255. 一 Le théorème précédent permet de trouver le contour 
apparent en projection d'une surface, en le considérant comme 
l'enveloppe des projections de toutes les lignes tracées sur la sur- 
face. 

Par exemple, le contour apparent en projection d'une surface 
réglée est l’enveloppe des projections de même nom des géné- 
ratrices. 

De même, les contours apparents en projection d'un cst 
s’obtiennent en menant, par les projections du sommet, des lar 
gentes aux projections de même nom de la directrice. Dans le 
cas d’un cylindre, il suffira de mener aux projections de la direc- 
trice des tangentes parallèles aux projections des génératrices. 

Appliqué aux ombres, on dira : Pombre d'une ligne tracée 
sur une surface est tangente à Pombre portée par la surface, 
d’où l’on déduit que l'ombre portée par une surface est l'entt- 
loppe des ombres portées par toutes les lignes dessinées sur la 
surface. 


256. 一 THEOREME. — Deux surfaces tangentes entrt 
elles tout le long d'une méme courbe ont leurs contours appt 
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rents en projection tangents entre eux, et en même temps à la 
projection de la courbe de contact. 









En effet, soit С (fig. 107) la courbe de contact de deux surfaces, Ex: 
A le contour apparent dans l’espace de la première surface, et Mle e 
point de rencontre de ces deux courbes. aM 
Montrons d’abord que le contour apparent dans l’espace A; de og 
la seconde surface passe aussi par le point M. En effet, le point M и 
appartenant à С, c'est qu’en се EE 
point les plans tangents aux deux За 
surfaces coincident. a 
Mais le point M appartient aussi ‘53 
à A, donc le plan tangent en ce E 
point à la première surface passe y 
par le centre de projection. Il oR 
résulte de 13 que le plan tangent 3 
en M à la seconde surface passe + 
par le centre de projection et que - 28 
par suite le point M appartient E: 
bien au contour apparent dans ae 
l’espace A, de la seconde surface. 一 一 
D’après le théorème précédent, Fig. 107. on 
la courbe C, étant dessinée sur la première surface, a sa pro- 2 
jection c tangente au contour apparent en projection 6 en m. | +3 
De même, la courbe C, étant dessinée sur la seconde surface, "à 
а sa projection © tangente au contour apparent en projection a 054 
en т. E 人 
En résumé, les trois courbes ©, 0, a, sont tangentes entre elles - 
en m. DE 
Ce théorème permet de construire le contour apparent en pro- 9 
jection d'une surface, en le considérant comme l'enveloppe des 3 
contours apparents en projection de toutes les surfaces inscrites ae 
dans la première. KA 
Ainsi, une surface de révolution pouvant être considérée comme | ag 
Venveloppe de sphères, on figurera les contours apparents des “à 
sphères inscrites dans la surface, et, en prenant l'enveloppe de > 


ces circonférences, on aura le contour apparent en projection de 
la surface. | 








LIVRE IX 


PLANS TANGENTS AUX CONES ET AUX CYLINDRES 


CHAPITRE PREMIER 


I. 一 DETERMINATION D'UN POINT, PLAN TANGENT 


257. — Étant donnée en m la projection horizontale d'un point 
de la surface d’un cône, le point dans l’espace est à l’intersec- 
tion de la surface avec la verticale m. 

Pour trouver ce point, on procède comme dans 16 cas d’une 
pyramide. Par le sommet du cône et par la droite, on mène un 
plan, dont on cherche la trace sur le plan de base. Cette trace 
coupe la base du cône en un certain nombre de points que l’on 
joint au sommet. On a ainsi les génératrices d’intersection du cône 
avec le plan auxiliaire. Enfin, ces génératrices rencontrent à leur 
tour la droite donnée aux points demandés. 

Si, au lieu d'un cône, оп avait un cylindre, il faudrait choisir 
comme plan auxiliaire un plan passant toujours par la droite, 
mais parallèle aux génératrices du cylindre. 

Lorsqu'on aura défini le point, pour avoir le plan tangent, on 
remarquera que ce plan tangent est le même tout le long de la 
génératrice. Donc le plan tangent sera déterminé par la généra- 
trice du point de contact, puis par la tangente à la directrice, 
au point où cette directrice est rencontrée par la génératrice de 
contact. 


258. — Exemple. — On donne un plan P défini par son 
échelle de pente (fig. 108). Dans ce plan se trouve une ellipse dont 
da projection horizontale est la circonférence C. Cette ellipse 
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sert de base à un cône de sommet S(10). Trouver les points de 
la surface projetés horizontalement en т, ainsi que le plan tas- 
gent en l’un de ces points. 

Les points inconnus sont à l'intersection de la surface avec В 
verticale т. Par cette verticale т et le sommet S du cóne, on 
mène un plan, dont on cherche la trace sur le plan de base. Cette 
trace se projette horizontalement suivant Sm, elle rencontre فا‎ 





Fig. 108. 


projection horizontale de la base C aux points y, v dont les cotes, 
d’après l’échelle de pente du plan, sont respectivement (4,3) pour y 
et (2,25) pour v. 

П suffit ensuite de prendre les intersections de la verticale m 
avec les deux génératrices 5 (10) (1,3) et S(10) v(2,25). 

La cote тт’ de т est donnée par la relation : 


m 0 
min! = py! + X 





py” étant la cote du point y et à la différence de cotes des points 
SS’, pu’. Dans notre exemple : 


ши’ جح‎ 1,3, um ج‎ 6,6, 5 = 10 — 1,3 = 8,7, pS = 8,8; 


oo xe 


mm! = 1,3 十 = 1,3-+ 6,67 = 7,97. 
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De même, la cote de n est : 





n'—= vw +" x 一， 
vv” étant la cote du point v, 8’ la différence de cotes de $ et n. 
Donc : 
nn! = 2,95 + +119 一 9,95 + 9,8 — 4,55. 


Proposons-nous maintenant de déterminer le plan tangent au 
point т. Ce plan est déterminé par la génératrice Smp et par 
la tangente à la directrice au point p. 

Comme la directrice est donnée par sa projection horizontale, 
on a immédiatement la projection horizontale de la tangente, 
c’est ut dont la trace horizontale est en ¢ sur la trace horizontale 
du plan de base. 

Nous avons cherché d’un autre côté la trace horizontale de la 
génératrice Su à l’aide de la relation : 


S 7 
wh = EEE, 


où py’ est la cote du point y, et à la différence de cotes des points 
Бен: 
| 8,8 X 1,3 


8,1 = 1,31. 


ий 一 

On en déduit suivant ht la trace horizontale du plan tangent. 
Pour éviter ce dernier calcul, on aurait pu figurer le point de 
rencontre de la tangente kf avec l’horizontale (10) du plan P, et, en 


joignant ce point au point S, on aurait trouvé Г horizontale (10) du 
plan tangent. 


259. — Exemple. — Étant donné un cylindre de révolu- 
tion défini par son axe А et son rayon, trouver les points du 
cylindre projetés horizontalement en m et le plan tangent en 
Рип de ces points. 

Nous commençons par mettre en évidence une base du cylindre, 
en choisissant comme plan de base le plan perpendiculaire à 
Гахе du cylindre mené par le point о (2) de Гахе (fig. 109). 
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La trace horizontale P du plan de base est perpendiculaire 
sur À, à une distance ow égale à deux fois le module du plan. Or, 


le module de A étant 1,65, celui du plan est re et, par suite: 


ON == 2 = 1,33. 


1,65 


Rabattons ensuite le plan P sur le plan horizontal autour de sa 
trace horizontale. Le centre o de la base se rabat en 0. sur A, à 
une distance موه‎ de la charnière donnée par la relation : 


Y 2* + 1,33" — 2,39.‏ = مون 


On a alors dessiné une circonférence ayant pour centre 0; et 
pour rayon le rayon du cylindre, c'est le rabattement de la base. 
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Les points inconnus sont à l'intersection de la surface du 
cylindre avec la verticale m. 

Par cette verticale т, nous menons un plan parallèle aux géné- 
ratrices du cylindre, soit le plan vertical muv. Ce plan coupe le 
plan de base P suivant une droite dont la projection horizontale 
est muv, et dont le rabattement autour de P est aussi mpv qui ren- 
contre la base rabattue en rave. 
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Pour relever le point цз, nous considérons la droite рзбза qui 
se relève suivant oa à l’aide du point fixe a. Le point pz se relève 
donc en y sur 04. 

De même, le point ولا‎ se relève en у sur of. D'ailleurs les cotes 
des points p, у sont données par Péchelle de pente o (2) w du и. 
plan P ou bien par les échelles des droites o (2) a (0), o (2) В (0), - 
soit (0,9) pour la cote du point y et (3,1) pour celle du point v. - 8 





260. — Disons à ce propos que, pour trouver rapidement la - AN 
cote d'un point d'une droite définie par deux points, on peut em- 5 
ployer le procédé suivant : sur une feuille de papier, on dessine 


à l’aide d’une règle à hachures des droites parallèles et équidis- OE 

tantes trés rapprochées, de 1 millimétre, par exemple, avec un 1 2 
trait fin. Pour plus de commodité, on emploie un trait plus fort DE. 
de dix en dix et un trait moyen pour la division intermédiaire. re 
Sur le côté de la feuille, on numérote ces parallèles 1, 2, 3, 4, Ве 
5, etc. Étant donnée une droite AB, définie par sa projection et les 35 a 
cotes des deux points А, В, (2,1), (4,7) par exemple, proposons-nous 2 
de trouver la cote d’un nouveau point P de la droite. On pose une : 
bande de papier sur l’épure suivant ABP et l’on marque sur cette - 3 
bande de papier les points A, B, P. On reporte ensuite cette bande - 09 
de papier sur Péchelle de façon que le point À se trouve sur la a 
parallèle 2,1 et le point 8 sur la parallèle 4,7. Il suffira alors de + 
lire sur la parallèle 7,5 passant par P la cote (7,5) de ce point. 7 a 
Un procédé analogue permet de trouver un point d'une droite a 
connaissant sa cote. a 3 
- T2 
261. 一 Pour revenir à la question primitive, considérons y 
maintenant les génératrices du cylindre passant par p, у et déter- ES 


minons leurs points de rencontre avec la verticale m. La cote E 
de m est égale à celle de عر‎ augmentée du produit de my par la ES: 
pente de la génératrice : de 


De même, la cote de n vaut : 3,1 + 3,7 X 0,66 = (5,54). = 
L’échelle de partage proportionnel nous permettra, comme 57 
précédemment, d’éviter ces calculs. Nous marquons d’abord sur EM 
une bande de papier deux points A, B dont la distance est égale 
à Pintervalle de l’axe du cylindre, puis nous portons cette bande 
de papier sur l’échelle proportionnelle de façon que A se trouve 
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sur la parallèle 0 et В sur la parallèle 4, ce qui nous permet de 
marquer sur la bande de papier le point correspon dant à y (0,3 

On revient ensuite sur l’épure en plaçant le point p, de la bands 
de papier sur le point » du dessin et оп marque le point = de 
l’épure еп m, sur la bande de papier. 

Enfin, en reportant de nouveau la bande de papier sur l’échelk 
proportionnelle, on lira sur cette échelle la cote (2,37) correspor 
dant au point m. 

11 nous reste maintenant à déterminer le plan _ tangent a 
cylindre au point т. Ce plan tangent est défini premièrement par 
la génératrice mp. dont nous avons pu marquer la trace horwor- 
tale 7 à l’aide de l'échelle proportionnelle ou encore en remar- 
quant qu’elle se trouve sur aa, trace horizontale du plan xy As: 
deuxiémement, par la tangente à la base. Or, la base étant donné 
par son rabattement, sa tangente est donnée aussi dans le rabatte 
ment, soit pet. Nous avons relevé cette tangente suivant pf, à 
l'aide du point fixe ¢ sur la charnière P. Finalement Af esti 
trace horizontale du plan tangent. 


11. 一 PLAN TANGENT A UN CONE PAR UN POINT EXTÉRIECR. 


262. — Par le point donné A et par le sommet du cóne $ 
(fig. 110), on mène une droite SA, dont on cherche la trace с sur 
le plan de base P. On mène ensuite par le point c une tar 
gente om à la base. Celle 
tangente om. détermine avec 
la génératrice Sm qui passe 
par le point de contact le 
plan tangent demandé. 

Lorsque la base est do» 
née par sa projection, В 
tangente om s’obtient diret- 
tement dans cette projection. 
Si la base était donnée par 
son rabattement, il faudrait 
d’abord rabattre le point 5 
en روه‎ mener ensuite la tangente om, dans le rabattement et 
enfin relever cette droite suivant om dans le plan de base. Si le 
point с par lequel on doit mener des tangentes à la base * 





Fig. 110. 
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trouvait en dehors des limites de l’épure, on devrait alors changer 
de plan de base, ce qui nécessiterait la recherche d’une section 
plane du cône. Il est avantageux de choisir un nouveau plan de 
base parallèle au premier, la nouvelle base étant homothétique de 
la première, et en particulier il est bon de prendre le nouveau 
plan de base passant par le point А. Il suffit alors de mener par А 
des tangentes à la nouvelle base. 


ТИ. — PLAN TANGENT А UN CYLINDRE PAR UN POINT 
EXTÉRIEUR. 


263. -— On mène par le point А une parallèle aux génératrices 
du cylindre (fig. 111), dont on détermine la trace c sur le plan de 
base P. Puis par le point c on mène des tangentes à la base. Soit 
om l’une d'elles, elle détermine avec oA et la génératrice de 
contact mg le plan tangent cherché. Les remarques faites dans le 
problème précédent sur la détermination de la base et la position 


` 





Fig. 111. Fig. 112. 


du point с sont applicables ici et le seront aussi pour les deux 
problèmes suivants. 


IV. — PLAN ТАМСЕМТ А UN CONE PARALLÈLE 
A UNE DROITE. 


264. — Par le sommet du cône (fig. 112), on mène une 
parallèle à la droite D et l’on détermine sa trace o sur le plan de 
base 2. On mène ensuite par с une tangente om à la base, elle 


détermine avec la génératrice de contact Sm le plan tangent 
demandé. 
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V. — PLAN TANGENT À UN CYLINDRE PARALLÈLE 
А UNE DROITE. 


265. — Par un point de l’espace о (fig. 113), on mène we 
parallèle où à 13 direction 
١ donnée D, puis une paralléle 
o \D oo à la direction des généra- 
trices du cylindre. On forme 
ainsi un plan dont on cherche 
la trace où sur le plan de 
base 2 du cylindre. Enfia, on 
mène à la base une tangente 
mt parallèle à cette trace ©. 
Finalement, la tangente mi 
détermine avec la génératrice mg qui passe par le point de contact 
le plan tangent cherché. 





Fig. 113. 


VI. — CONTOURS APPARENTS. — OMBRES. 


266. — Une des principales applications des problèmes que 
nous venons d'étudier est la détermination des contours apparents 
et celle des ombres. 

Le contour apparent horizontal dans l’espace d’un cône ou d'un 
cylindre est formé par les génératrices de contact des plans tar- 
gents à la surface parallèles à une verticale. 

Le contour apparent horizontal en projection se compose des 
projections horizontales des mêmes génératrices. 

De même, le contour apparent vertical dans l’espace est formé 
par les génératrices de contact des plans tangents parallèles а une 
ligne de bout, le contour apparent vertical en projection étant 
l’ensemble des projections verticales des mêmes génératrices. 

Le contour de l'ombre propre d'un cône ou d’un cylindre es 
formé par les génératrices de contact des plans tangents passant 
par le point lumineux, dans le cas de l’ombre au flambeau, 8 
parallèles aux rayons lumineux, dans le cas de l'ombre au soleil. 

Enfin, le contour de l’ombre portée est donné par les traces des 
plans tangents précédents sur la surface qui reçoit l’ombre. 


267. — Exemple. — On donne un cône de révolution dé 
fini par son sommet $ (5), le centre de la base о (2), on sait que 
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la base, dans un plan perpendiculaire à l'axe, est tangente au à 
plan horizontal. On demande, premièrement, de figurer le cône | 
82111116 à son sommet et à la base; deuxiémement, de déterminer 
les ombres produites en prenant comme point lumineux le 
point L (10) (fig. 114). 

Menons d’abord, par le point о (2) de l’axe, un plan perpendi- 
culaire sur l’axe So. Sa trace horizontale P est à une distance : 
de o égale à deux fois le module de ce plan ou deux fois l'inverse 
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Fig. 114. 


du module de l’axe. Or le module de Гахе est 1,3; la longueur 
cherchée oa vaut donc: 2 жа? X 0,76 = 1,52. En méme temps 


nous graduons le plan de base. Rabattons ensuite le plan de base 
sur le plan horizontal. Le centre 0 se rabat en و0‎ & une dis- 


tance оза de la charnière égale à 2 y 4 十 0.76 =2,5. 

La base rabattue est alors la circonférence décrite de 04 comme 
centre avec 034 pour rayon, puisqu'elle doit être tangente au plan 
horizontal. 

Pour trouver le contour apparent horizontal, il faut mener au 
cône des plans tangents parallèles à une verticale. La verticale 5 
coupe le plan de base au point 2 dont il faut trouver le rabatte- 
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ment. Nous nous sommes servis pour cela de l’horizontale ob à 
plan qui a pour rabattement osbs. La droite 26 coupe alorsh 
‘ charnière au point fixe В, elle a donc pour rabattement ),¿, da 
l’on déduit en E, le rabattement de Y. 
On mène alors par Ey les tangentes Lame, Ege qui se relèrex 
suivant Dum, Xvn à l’aide des points fixes pe, у sur la charniére, ها‎ 
points de contact ms, mz étant eux-mêmes relevés en m et я. 
En résumé, Sm, Sn forment le contour apparent horizontal. 
Le cóne étant d'ailleurs limité au plan de base, il convient aus 
de figurer la projection horizontale de cette base. Elle sera ta 
gente au contour apparent horizontal en m et #. Le point a estk 
sommet inférieur, le sommet supérieur с étant symétrique @ 
précédent par rapport au centre. Quant aux deux autres sommets 
b et 0, ils se trouvent sur l’horizontale о, et à des distances & 
part et d'autre du centre égales au rayon 0,4 de la base. 
La verticale a coupe le cône au point a de cote nulle, puis surk 
génératrice Sc dont la cote est assurément positive, puisque Sa 
pour cote (5) et с pour cote (4). Done, le point © est caché, et par 
suite la base est cachée dans la région man. 
Traitons maintenant le problème d’ombre. 11 faut pour cel 
mener par L (10) des plans tangents au cône. On a done joint §,L 
dont la trace horizontale № est à une distance Sá = SL. № 
déterminons ensuite la trace с de cette droite LSA sur le plan de 
base à l’aide du plan auxiliaire mené par LSA et ayant pour trate 
horizontale ha. 
Les traces horizontales du plan de base et du plan auxiliaire 
se coupent en ره‎ puis les horizontales (5) des deux mémes plans st 
coupent en у. L’intersection des deux plans est donc ay qui rer 
contre LSA en с. 
La base étant donnée par son rabattement, nous avons auss 
rabattu с en сз. Les tangentes rabattues sont روطوه‎ car; qui © 
relèvent suivant отр, opr, à l’aide des points fixes .م رع‎ Les points 
de contact se relèvent eux-mêmes en p et r. 
Le contour de l'ombre propre est donc formé par les géné 
trices Sp, Sr qui sont la première cachée et la seconde vue. La 
seule région vue de Pombre est celle qui va de la génératrice Sf 
au contour apparent Sm. 
L'ombre portée sur le plan de base, supposé opaque, se compos? 
des deux tangentes опр, cpr, dont les parties utiles se réduiseal 
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2 pr et pr. Enfin l'ombre portée sur le plan horizontal se compose 
de deux droites Вх, he. 


Du contour final rphrp, il n’y a de vue que la région en dehors 
du contour apparent du cône. 


268. — Exemple. — On donne un cylindre dont la base 
dans le plan P (fig. 115) se compose, en projection horizontale, 
des deux demi-circonférences concentriques oad, obc, puis des 


deux demi-circonférences également concentriques o,cf, ode, et . 


enfin des portions de droite ab, ef. 


Les génératrices sont parallèles à la droite 06 de pente y Dé- 


terminer les contours apparents de ce cylindre supposé illimité 
au-dessus du plan de base, et solide à l’intérieur du contour 
abmepfeqdna. Chercher ensuite les ombres produites, en suppo- 


sant les rayons lumineux parallèles à la direction od de pente 3 


La base du cylindre étant donnée ici par sa projection horizon- 
tale, il suffit de mener à cette base des tangentes parallèles aux 
directions oc des génératrices en projection horizontale. 

Le contour apparent horizontal se compose donc simplement 
des génératrices т, п, р, q, parallèles à ос et tangentes à la pro- 
”jection de la base. Les génératrices n et p sont seules vues, les 
deux autres m et q sont cachées. 

П faut ajouter pour la représentation de l’objet, à ces contours 
apparents, les arétes a et 5 qui sont vues, puis les arêtes e et f 
qui sont cachées, et enfin la base, dont les régions an, ab et pre 
jusqu’à Paréte 5 sont seules vues. 

Pour trouver maintenant les ombres, menons par le point о (2) 
une parallèle oc aux génératrices du cylindre, elle coupe le plan 
horizontal au point о, qui a été obtenu en prenant ос égale à 2 uni- 
tés de l’échelle du dessin, parce que |а pente des génératrices 


est de 5 Puis, par le même point o (2), menons une parallèle oA 


aux rayons lumineux. Sa trace horizontale se trouve en A, à une 
distance de 0 égale aussi à 2 unités de l’échelle du dessin. 
Nous formons ainsi un plan dont la trace horizontale est cu, et 
qui coupe le plan de base suivant op. 

Menons ensuite à la base les tangentes 354, rr, parallèles à op. 
Les génératrices issues des points s et г forment le contour de 
l'ombre propre sur le cylindre. La première s est cachée, la 
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seconde r est vue, 
se réduit à la régi 





Fig. 115. 


Nous avons, de plus, une ombre portée par larete b sur | 
cylindre. Pour l'obtenir, nous avons d’abord figuré l'ombre porté 
par l’arête b sur le plan de base, c'est la parallèle à ор mené 
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фраг le point b, elle est limitée à son point de rencontre В avec la 
base. L'ombre de l’arète b sur le cylindre est donc la parallèle 
aux génératrices du cylindre menée par le point В, de telle sorte 
que la surface du cylindre comprise entre la génératrice В et la 
Sénératrice y de la région cgymb est dans l’ombre. 

Les ombres portées par le cylindre sur le plan de base se com- 
posent de la tangente rr,, de la tangente ss, et de la portion 
de droite bf. Enfin, ombre portée sur le plan horizontal est 
limitée aux parallèles à op menées par г, et 81. 
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CHAPITRE II 


I. — PLAN TANGENT PAR UNE DROITE. 


269. — Les problèmes que nous allons étudier ne sont gére- 
ralement pas possibles. Nous nous proposons précisément d’élabi: 
les conditions de possibilité de chacun d’eux. 

Pour reconnaitre s’il est possible de mener à un cone un تتام‎ 
tangent par une droite, par le sommet du cône et par la droit 
on mène un plan dont on cherche la trace sur le plan de base. 1. 
faut alors que cette droite soit tangente à la base. La vérificalie 
se fait directement en projeetion lorsque la base est donnée par 
sa projection, ou bien après un rabaltement lorsque Ia base es 
donnée par son rabattement. 

La vérification ne peut plus se faire lorsque la droite passe par 
le sommet du cône. Cela tient à ce que, dans ce cas, le probleme 
est possible, et alors le plan tangent s'obtient en menant à la 
base du cône une tangenle par la trace de la droite sur le plat 
de base. 

Ce dernier problème, comme nous venons de le dire, est pus- 
sible; mais les tangentes à la base peuvent être réelles ou Una- 
ginaires, ou, si l’on veut, les équations du problème sont comps- 
tibles et donnent lieu à des racines réelles ou imaginaires. 

La construction employée pour effectuer la vérification prét- 
dente est la mème que celle qui convient pour trouver l'intersec- 
tion de la droite avec le cône. Le problème du plan tangent es! 
possible lorsque la droite donnée est tangente au cône. 


270. — Pour reconnaître s’il est possible de mener par un 
droite un plan tangent à un cylindre, on mène par la droite ий 
plan parallèle aux génératrices du cylindre, sa trace sur le pla» 


de base doit être tangente à la base. 
Le problème est assurément possible lorsque la droite donnée 


ss 
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est parallèle aux génératrices du cylindre, et alors le plan tangent 
s'obtient en menant à la base une tangente par la trace de la 
droite sur le plan de base. 


11. 一 PLAN TANGENT PARALLÈLE A UN PLAN DONNÉ. 


271. — Pour reconnaître s’il est possible de mener à un cône 
ua plan tangent parallèle à un plan donné, on mène par le som- 
met du cône un plan parallèle au plan donné, sa trace sur le plan 
de base doit être tangente à la base. La vérification se fait direc- 
tement en projection lorsque la base est donnée par sa projection, 
ou bien après un rabattement lorsque la base est donnée par son 
rabattement. 


272. — Dans le cas du cylindre, pour que le problème soit 
possible, il faut et il suffit que le plan donné soit parallèle aux 
génératrices du cylindre. 

Pour effectuer cette vérification, par un point du plan donné on 
mène une parallèle à la direction des génératrices du cylindre, 
elle doit être contenue tout entière dans le plan donné, et, par 
suite, elle doit rencontrer une droite quelconque de ce plan. 

Cette condition étant remplie, pour obtenir le plan tangent. il 
suffira de mener à la base une tangente parallèle à la trace du 
plan donné sur le plan de base. 


111. 一 PLAN TANGENT COMMUN A DEUX SURFACES 
CYLINDRIQUES OU CONIQUES. 


273. — Pour reconnaitre s’il est possible de mener à deux 
cônes un plan tangent commun, on mène à chaque cône un plan 
tangent passant par le sommet de l’autre cône. Les deux plans 
ainsi obtenus doivent coincider, et, par suite, leurs traces sur un 
même plan ou bien leurs points de rencontre avec une même 
droite doivent coïncider. 

En supposant les deux bases dans le même plan, les construc- 
tions à effectuer sont les suivantes : on joint d’abord les sommets 
5, 5: des deux cônes par une ligne droite, dont on détermine la 
trace с sur le plan de base. On vérifie ensuite s’il est possible de 
mener par ce point с une tangente commune aux deux bases... 
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Lorsque les bases sont dans des plans différents, on joint néan- 
moins les deux sommets 5, S, par une ligne droite, dont on déter- 
mine les traces с, в: sur les deux plans de base. On mène ensaite 
par ces deux points ره‎ o, des tangenles aux bases correspondantes. 
Ces tangentes om, o,m, doivent rencontrer l'intersection XX, des 
deux plans de base au même point p. 

Lorsque cette condition est remplie, le plan omyjm,c est lar 
gent au cône 5 suivant la génératrice Sm, puis au cône $, suivant 
la génératrice Sim ; de telle sorte que les cônes proposés sont 
eux-mêmes tangents entre eux au point M, à l’intersection des 
génératrices de contact Sm, Sumy. 

Cette vérification ne peut plus se faire lorsque les deux chnes 
ont le méme sommet. Cela tient & ce que, dans ce cas, le pro 
blème est possible, et alors le plan langent commun s'obtient en 
menant une tangente commune aux deux bases supposées dans le 
même plan. Nous verrons cependant plus loin que, dans le cas 
particulier de deux cônes de révolution ayant même sommet, au 
lieu de les couper par un même plan, on peut très bien se serrir 
de sphères inscrites dans chacun d’eux. 


274. — Pour reconnaitre s'il est possible de mener à un cone 
et à un cylindre des plans tangents communs, on mène d'abord 
au cône des plans tangents parallèles aux génératrices du er- 
lindre, puis au cylindre des plans tangents passant par le sommet 
du cône. Deux des plans ainsi obtenus doivent coincider, et, par 
suite, leurs traces sur un même plan, ou bien leurs points de ren- 
contre avec une même droite doivent coincider. 


275. — Enfin, pour reconnaitre s’il est possible de mener à 
deux cylindres un plan tangent commun, on mène à chaque cy- 
lindre un plan tangent parallèle aux génératrices de l'autre 
cylindre. Les deux plans ainsi obtenus doivent coincider, les véri- 
fications se faisant, d'ailleurs, comme dans les exemples prété- 
dents. 

Cette vérification ne peut plus se faire lorsque les deux cylindres 
ont leurs génératrices parallèles. Dans ce eas, le problème est 
possible, et le plan tangent commun s'oblient en menant une 
tangente commune aux deux bases supposées dans le mème plan. 

Dans les trois cas, on est certain à l’avance que le probléme es! 
possible lorsque les deux surfaces ont la même base, ou bien 
lorsqu'elles sont circonscrites toutes deux à une mème surface. 


dl 


ev 
x 
+ 
. We 
“2e 
3 3 
oS 
ندحا‎ 
oe 5 
< 
De) 


¢ 
3 


aye ٠‏ لوذه 
د 
is a ;‏ 


À 
24 





0 
-- Pa 
nta 


- О ~~ 4 
$ ‘. t. ale وا اد‎ 
: в ` 1 . y? > -. ٠. ei 
See رام‎ WA es у > 5 
- er aoe ， 0 7 Ne . 
‘hae Fa a a 


= к, A -y 
A y, Ч 


E . 
RATE 


3 


ds.‏ ف 





PLANS TANGENTS PARALLÈLES ENTRE EUX. 497 


IV. 一 PLANS TANGENTS, PARALLELES ENTRE EUX, 
А DEUX SURFACES CYLINDRIQUES 00 CONIQUES. 


276. — Pour mener à deux cônes des plans tangents parallèles 
entre eux, on transporte d'abord les deux cônes parallèlement à 
eux-mêmes, de façon à leur donner le même sommet. Dans cette 
position, les cônes transportés admettent des plans tangents com- 
muns. 

Considérons l’un de ces plans tangents communs 0. Il existe 
alors pour chacun des cônes primitifs un plan tangent ¢,¢, paral- 
lèle à ce plan tangent commun. On forme ainsi un système de 
deux plans tangents £,t, parallèles entre eux. 

D’ailleurs, pour transporter un cone parallèlement à lui-même, 
de façon à amener son sommet S en un point S,, on doit mener 
par ce point S, des parallèles à toutes les génératrices du cône 5. 
On forme ainsi un cône égal au cone primitif, mais il faut bien 
remarquer que les bases du cône proposé et du cône transporté 
dans un méme plan ne sont раз pour cela égales entre elles, à 
moins que les deux sommets пе se trouvent à la même distance 
du plan de base commun. 

Pour construire simplement le cône transporté, il est bon de 
remarquer que les sections par un même plan du cône primitif et 
du cône transporté sont homothétiques, le centre de similitude 
étant la trace de la ligne des sommets sur le plan de base com- 

mun. 

Si, par exemple, le cône primitif a pour base dans le plan 
horizontal une circonférence, en menant par le nouveau sommet 
une parallèle à une génératrice du premier cône et à la droite qui 
joint le sommet primitif au centre de la première base, les traces 
horizontales de ces deux parallèles seront un point et le centre de 
la nouvelle base. 

Rappelons encore une fois que, si les deux cônes transportés 
sont de révolution, au lieu de les couper par un même plan pour 
définir leurs plans tangents communs, nous nous servirons de 
sphères inscrites. 


277. — Pour mener à un cône et à un cylindre des plans 
tangents parallèles entre eux, on mène d’abord au cône des plans 
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tangents parallèles aux génératrices du cylindre, puis au cylindre 
des plans tangents parallèles aux plans ainsi obtenus. 

278. — Enfin, pour mener à deux cylindres des plans tangents 
parallèles entre eux, il suffit de mener à chaque cylindre des 
plans tangents parallèles aux généralrices de l’autre cylindre. 


У. — NORMALE COMMUNE А DEUX SURFACES 
CYLINDRIQUES OU CONTQUES. 


279. — Les plans tangents aux deux pieds de la normale 
commune à deux surfaces cylindriques ou coniques, étant perpen- 
diculaires tous deux sur cette normale commune, sont parallèles 
entre eux. Donc,les deux pieds de la normale commune se trouvent 
déjà sur les génératrices de contact de deux plans tangents 
parallèles entre eux. | 

D'ailleurs, toute normale à une surface est en même temps 
normale à toutes les lignes tracées sur la surface et passant par 
son pied. 

Donc, en résumé, la normale commune à deux surfaces 
cylindriques ou coniques est la perpendiculaire commune aut 
génératrices de contact de deux plans tangents parallèles entre 
eux. 

Cette règle est en défaut lorsque les deux génératrices de 
contact des plans tangents parallèles sont elles-mêmes parallèles 
entre elles. Dans ce cas, ces deux génératrices admettent une 
infinité de perpendiculaires communes, mais aucune d’elles 
n'est normale, à moins que le plan des deux génératrices paral- 
léles ne soit lui-même normal aux deux surfaces. Dans cette 
dernière hypothèse, les deux surfaces admettraient une infinilé de 
normales communes. 


УГ. — EXERCICE. 


280. 一 Étant donné un cône déterminé par son sommet $, 
et sa directrice D, dans le plan P,, on coupe ce cône par le 
plan Pz; la section D: ainsi obtenue sert de base à un deuxiéme 
cône de sommet .وذ‎ Cette méme opération élant répétér un 


of 


certain nombre de fois, on arrive finalement d un dernier cône 
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de зо тте Sn et dont la base D, est la section par le plan وآ‎ 
du cône précédent S,_1. 


On demande de mener par un point À un plan tangent à ce 
dernier cóne S,. 

Dans ce probléme, les éléments connus sont les diflérents 
sommets Si, 5», S3, .Sn puis les plans de base P,, Pe, Ps,... Ри, 
et enfin la première directrice .رط‎ I faut éviter, bien entendu, de 
construire les directrices intermédiaires De, Ds, ... D,.. 

Pour mener par А un plan tangent au cône $,, nous joignons 
par une ligne droite le point А au sommet S,, el nous déterminons 
la trace مه‎ de cette droite sur le plan de base. 11 faut ensuite 
mener par ce point رد‎ une tangente à la base D,. 

Cette base D, n'étant pas connue, on remarque que la courbe D, 
est dessinée sur le cône S,_,, donc sa tangente est contenue dans 
un plan tangent au cône S,_, mené par Gy. 

On a donc ramené le problème primitif à un problème ana- 
logue, le rang du cône étant diminué d’une unité. 

En répétant le même raisonnement, nous aurons finalement à 
mener par ca un plan tangent au cône $,. 

Joignons 0:31, qui coupe le plan de base P, en ct，et menons 
par с: la tangente cm, à la directrice D. 

Cette dernière opération peut s'effectuer, puisque la directrice D, 
est connue. — 

Inversement, la génératrice de contact Sim, coupe le plan P, au 
point de contact ma, et ainsi de suite, jusqu’à S,_.m,,_, qui coupe 
le plan P, au dernier point de contact demandé т». 

En résumé, AS,m, est le plan tangent demandé. 

Cette façon de procéder s’applique également au cas où la 
série de surfaces contiendrait des cylindres aussi bien que des 
cônes, et où l’on demanderait de mener à la dernière surface un 
plan tangent parallèle à une droite donnée. 

Un raisonnement analogue permettrait de résoudre relativement 
à la dernière surface l’un. des problèmes que nous avons traités 
précédemment relativement aux cônes et aux cylindres. 
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LIVRE X 


SURFACES DE RÉVOLUTION 


CHAPITRE PREMIER 


I. — PROPRIÉTÉS DES SURFACES DE REVOLUTION. 


281. 一 Nous avons défini une surface de révolution la 
. surface engendrée par une ligne plane ou gauche en tournant 
autour d’une droite. Les seules lignes connues sur celte surface 
sont les parallèles, c’est-à-dire les sections de la surface par 
des plans perpendiculaires à l’axe. Ces parallèles sont en effet 
des circonférences ayant leur centre sur 
l'axe. 

Pour qu'il soit facile d'utiliser ces 
parallèles, il est nécessaire de supposer 
leur plan parallèle au plan de projection 
‘ou, ce qui revient au même, il est néces- 
saire de supposer l’axe de révolution per- 
pendiculaire au plan de projection. Si ~ 
l'axe était quelconque, on сопипепсегац 
par faire des changernents de plans, 
rotalions, rabatlements ou encore des 
opérations équivalentes pour rendre Гахе 
perpendiculaire au plan de projection. 


282. — THEOREME. — Tout 
plan tangent à une surface de révolution 
est perpendiculaire sur le plan méridien qui passe par le point 
de contact. 

Soit en effet M (fig. 116) un point d’une surface de révolution. 

Le plan tangent en ce point M contient la tangente MT au 
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parallèle qui passe par M. Or, d'un côté, le plan du parallele 
est perpendiculaire à l'axe oz ; de l’autre, la tangente MT a 
parallèle est perpendiculaire sur le rayon ОМ, donc la tangenteMT 
est perpendiculaire sur le plan du méridien Mos, et par suite ii 
en est de même du plan tangent. 

Ce théorème fondamental relatif aux surfaces de révoluties 


peut encore s’énoncer de la façon suivante : 


283. — THÉORÉME. 一 Toutes les normales à ин 
surface de révolution rencontrent Рае. 

En effet, toute normale à une surface est en mème temps nor- 
male à toutes les lignes tracées sur la surface et passant par st 
pied. 

Donc, la normale MN est perpendiculaire sur la tangente MT aa 
parallèle. Elle se trouve alors dans le plan méridien Moz, et par 
suite rencontre l’axe 02. Comme cas particulier, elle peut être 
parallèle à l'axe. 


284. 一 THEOREME. — Tous les plans tangents à une 
surface de révolution aux différents points d’un méme paral- 
lèle rencontrent l'axe au méme point. 

En effet, le plan tangent au point M (fig. 116) est déterminé par 
la tangente MT au parallèle, puis par la tangente MS à la mér- 
dienne qui passe par M. Lorsqu'on fait tourner la méridienne 
autour de l’axe, de façon à engendrer la surface, pendant que le 
point M décrit le parallèle, la tangente MS à la méridienne ren- 
contre l'axe au point $ qui reste fixe, donc tous les plans 
langents aux différentes positions du point M passent également 
par le point fixe S. 

I] résulte de ce théorème que le point $ est le sommet d'un 
cone de révolution circonscrit à la surface tout le long du paral- 
lèle considéré. 

Ce dernier théorème peut encore s'énoncer de la façon 
suivante : 


285. — THÉORÈME. — Les normales à une surface dr 
révolution aux différents points d'un même parallèle соирем 
Рате au méme point. 

Ce théorème résulte en effet de ce que la normale à la surface 
au point M n’est autre chose que la normale à la méridienne au 
même point. 
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Ces normales forment un cône de révolution ayant pour sommet 
> point fixe N et qui coupe normalement la surface tout le long 
ша parallèle considéré. 

ER emarquons enfin que le même point fixe N est encore le centre 
’uane sphère ayant pour rayon MN et qui est inscrite dans la 
urface tout le long du même parallèle. 


II. 一 DÉTERMINER UN POINT D'UNE SURFACE DE 
REVOLUTION. —- PLAN TANGENT EN CE POINT. 


286. -- 1” exemple. — On donne dans un plan défini 
ar son échelle de pente P une ellipse dont la projection hort- 
sontale est la circonférence с (fig. 117). Celle ellipse tourne 


5 
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Or -= 一 一 一 一 一 一 





autour de la verticale o. Trouver le point de la surface projeté 
horizontalement en m. 

Considérons le parallèle passant par le point inconnu, sa 
projection horizontale est une circonférence ayant pour centre 
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le point o et passant par le point 2. 11 rencontre la lisse 
qui décrit la surface au point к qui, étant dans le plan P,a 
pour cote (2,45). Cette cote a été obtenue à l’aide d'une échelle de 
proportion. 
Le point demandé a donc aussi pour cote (2,45). 
Le problème présente une deuxième solution я (3,10), donné 
par le point v (3,10). 
Pour trouver le plan tangent au point т (2,45) par exempk, 
on commence par faire tourner ce point autour de Paxe, de farm 
à l’amener еп p (2,45) sur la ligne qui décrit la surface. Puis 8 
construit le plan tangent en y, се qui est possible, puisque en © 
point on connaît deux lignes tracées sur la surface. Enfin, on fail 
tourner le plan ainsi obtenu en sens contraire de la rotatos 
précédente. 
Le plan tangent en y est déterminé par la tangente pz au para 
lèle, puis par la tangente kb à la courbe с. La trace horizontale 
de ce plan tangent passe par le point 0 et elle est perpendiculaire 
sur le plan méridien ou. 
Nous faisons ensuite tourner ce plan tangent de l’angle pom, 
le point у sur ou vient en с sur om et par suite la trace horr 
zontale du plan tangent est la perpendiculaire sur от, menét 
par с. Connaissant la cote du point с qui est nulle et celle da 
point m (2,45), on en а déduit, à l’aide de l’échelle de proportion. 
l'échelle de pente cm du plan tangent. 
ll est à remarquer que, dans toutes les constructions qui pre- 
cèdent, on a pu éviter l’emploi de l'échelle du dessin, mas 
celle-ci devrait intervenir pour trouver la normale que [os 
mènerait perpendiculaire sur le plan tangent еп m. 


287. — 2° exemple. — On donne dans un plan vertical 
une ellipse dont les sommets du grand axe se projettent hon- 
zontalement en o et ont respectivement pour cotes (1) et (5). Le 
demi-axe horizontal a pour longueur 1,5. Cette ellipse tournaxl 
autour de l'axe vertical o engendre une surface de récolution. 
Trouver les points de cet ellipsoide projetés horizontalement 
en m (fig. 118). 

Commençons par mettre en évidence la ligne qui décrit & 
surface et qui se trouve être ici une méridienne. 

Cette courbe étant définie dans un plan vertical, un seul moyen 
se présente à nous pour la figurer, c’est celui qui consiste à 
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rendre un plan vertical auxiliaire. Autrement dit, il est néces- 
aire ici d'employer la méthode des deux plans deprojection et de 
‘enoncer à employer exclusivement les plans [cotés, en nous 
açant toutefois à ce point de vue que laycourbe méridienne 
Jourrait être tout autre chose qu’une ellipse. Nous indiquons 
cette restriction, parce que, dans le cas particulier où la méridienne 
est une courbe du second degré, on peut aussi calculer les ordon- 
nées des deux points de la 
surface projetés en m. 

Nous avons donc pris 
comme ligne de terre une 
droite quelconque xy. Pour 
le problème particulier qui 
nous occupe, nous préve- 
nons qu'il y aurait avantage 
à prendre om. Puis nous 
avons figuré la projection 
verticale © de la méri- 
dienne. 

Le parallèle passant par 
le point inconnu se pro- 
jette horizontalement sui- 
vant une circonférence dé- 
crile de о comme centre 
avec om pour rayon. 

Ce parallèle rencontre la 
méridienne cc’ aux points 
,نسم‎ уу’. On en déduit les 
projections verticales des deux parallèles qui sont des parallèles 
à xy menées par в’, у’. Finalement les points inconnus se pro- 
jettent verticalement en т’, n'. Leurs cotes sont mesurées par 
щи = (4,35), vw! = (1,65). 

Encore une fois, dans le cas d’un ellipsoïde, on aurait pu 
calculer ces cotes directement, en multipliant la racine carrée de 
la puissance de т par rapport au contour apparent horizontal par 





Fig. 118. 


le rapport E des deux axes de l’ellipse. Le nombre ainsi obtenu 


1,35 représente les distances des points inconnus au plan hori- 


zontal o” de cote 3. Les cotes cherchées sont donc 3-++ 1,35 = (4,35) 
et 3 — 1,35 = (1,65). 
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Pour trouver je plan tangent au point mm’ par exemple, 8 
commençons par faire tourner ce point autour de l'axe, de facer; 
à l’amener en ды’ sur la méridienne connue et qu'on appel: в 
la méridienne principale, parce qu'elle est de front. 

En py”, nous construisons le plan langent à la surface. Ce pla 
langent contient d’abord la tangente opS’p’ à la méridienne, sa 
la tangente au parallèle en py’. Or cette dernière tangente © 
de bout; il en est donc de méme pour le plan tangent qui, ales, 
a pour trace verticale S’u'a et pour trace horizontale Ra. 

Il reste à faire tourner ce plan tangent en sens contraire del 
rotation précédente, c’est-à-dire de l'angle pom. Le point a vel 
en В sur om, et par suite la trace horizontale du plan br 
est ТВ, perpendiculaire sur om. 

Le plan tangent est donc défini par sa trace horizontale 134 
par le point de contact т (4,35). L’échelle de proportion pt 
met alors de le graduer. 


288. 一 3° exemple. — On donne un ellipsoïde de rer 
lution défini par son axe horizontal A (2) (fig. 119) et sa wit 
dienne principale С, trouver les points de la surface prit 
horizontalement en m. 

Le parallèle passant par le point inconnu se projette horust 
talement suivant une perpendiculaire à l’axe А menée par le pul 





Fig. 119. 


donné т. Pour le mettre en évidence, il suffirait de prendre © 
comme ligne de terre. En comptant les cotes à partir du plat 
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al 


horizontal (2) mené par l’axe, la projection vertieale du parallèle 
est la circonférence décrite sur ab comme diamètre. Le point т 
se projette done verticalement en m' ou п’ sur cette circonfé- 
renee. Si Pon ne veut pas exécuter cette construction graphique, 
оп peut se contenter de dire que la cote mm’ est moyenne pro- 
portionnelle entre les segments ma, mb : 


mm’ = y ma Х mb ح‎ 


La cote du point m est donc 2 + 1,33 = (3,33); celle du point п 
est 2 — 1,33 — (0,67). 

Déterminons maintenant le plan tangent au point m, par 
exemple. Pour cela, nous faisons tourner le point autour de l'axe 
de façon à Гатепег en a sur la méridienne. Le plan tangent еп 
ce dernier point est vertical, et Ша pour trace horizontale 5 
tangente à la méridienne principale. 

Pendant la rotation inverse, le point de rencontre 5 avec l’axe 
reste fixe. 

Le plan tangent еп m est donc déterminé par le point fixe $ (2) 
et par la tangente en m au parallèle. 

Cette dernière tangente peut se dessiner dans la projection ver- 
ticale auxiliaire m'f'mt. 

On peut aussi déterminer le point tt’ à l’aide de la relation : 


Enfin, la considération de la normale nous conduit à une 
construction sans calcul de l'horizontale St du plan tangent. 

Nous savons en effet que les normales à une surface de révo- 
Intion en tous les points d’un même parallèle coupent l'axe au 
même point. 

Menons donc la normale en a à la surface ou à la méridienne 
principale, elle coupe Гахе au point fixe у; il en résulte que ту 
est la normale еп m, et par suite St, perpendiculaire sur mv, sera 
l'horizontale (2) du plan tangent. 

Connaissant l'horizontale (2) du plan tangent et le point de 
contact т (3,33), l'échelle de proportion permet de graduer le 
plan tangent et de trouver en particulier sa trace horizontale P. 
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111. — CONTOURS APPARENTS. 


289. — Dans Pexemple 1 (n° 286), les parallèles de rare 
maximum et minimum forment le contour apparent horizontal 
de la surface. En effet, soit oa la normale abaissée du pied de 
l'axe o sur la projection horizontale de la courbe (fig. 117). 4 
point a, la tangente à la courbe с et la tangente au parallèle om 
la même projection horizontale, donc le plan de ces deux droite 
c'est-à-dire le plan tangent, est vertical. 

Il en est de même pour tous les points du paralléle, et pa 
suite ce parallèle fait partie du contour apparent horizontal. 

Le même raisonnement s'applique au parallèle du point $. مما‎ 
dernier parallèle, étant le plus petit des parallèles de la surface. 
s'appelle le collier ou cercle de gorge. Au contraire, le plus gram 
parallèle défini par a est nommé l'équateur. 

Dans l'exemple 2 (n° 287, fig. 118), le contour apparent horizor- 
tal est encore formé par l’équateur comme dans l'exemple pré 
cédent. 

Quant au contour apparent vertical, il est formé par la mér- 
dienne principale с’, car, en tous les points de cette courbe. № 
plan tangent, étant perpendiculaire sur le plan de la méridienne. 
est de bout. 

Enfin, dans l'exemple 3 (n° 288, fig. 119), le contour app» 
rent horizontal est formé par la méridienne principale C. puisque. 
le plan méridien étant horizontal, les plans tangents en tous les 
points de cette méridienne sont verticaux. 


290. 一 Ces contours apparents constituent la limite entre les 
parties vues et les parties cachées de chaque surface; les pr 
blèmes précédents donnent en même temps la ponctuation com- 
plète de ces surfaces. Ils peuvent s’énoncer, en effet, de la faces 
suivante : intersection de chaque surface avec la verticale т. Celt! 
des deux points qui a la plus grande cote est vu, l’autre est caché. 
La région de la surface, allant d'un point reconnu vu jasquas 
premier contour apparent rencontré, est également vue. 





CHAPITRE II 


I. — PLAN TANGENT PARALLÈLE A UN PLAN DONNÉ. 


291. — Lorsque le plan donné est perpendiculaire sur le р! 
méridien principal, c'est-à-dire lorsque le plan méridien con 
est parallèle au plan de projection, le plan donné étant lui-mé 
perpendiculaire sur ce plan de projection, le point de contact 
trouve alors sur la méridienne principale. Ce point de cont 
s'obtient, dans ce cas, en menant à la méridienne principale u 
tangente parallèle à la trace du plan donné sur ce plan mérid 
principal. 


292. — 4er exemple. — Un ellipsoide de révolution a s 
axe vertical о (fig. 120); le centre a pour cote (2,5); le demi-a 
de révolution a pour longueur 1,5 et le rayon de l'équateur 
égal à 2. Mener à cette surface un plan tangent de pente 2 
ayant sa trace horizontale parallèle à Р. 

Comme il est nécessaire ici de figurer la méridienne de la si 
face, nous avons pris, comme plan vertical de projection, le p 
vertical ху. Dans ce système, la projection verticale de Pelli; 
méridienne principale est l’ellipse CC’. Quand on n’a que le р 
blème primitivement énoncé à résoudre, il est avantageux 
prendre la ligne de terre perpendiculaire sur la trace horizont 
du plan P; on évite ainsi la rotation que nous effectuerons ul 
rieurement. 

Par le point aa’ de cote (2) sur l'axe, menons un plan parall 
au plan donné; son échelle de pente ab est perpendiculaire sur 


Son module étant 0 la trace horizontale R sera parallèle à F 


passera par b, en prenant ab = 1. 
Faisons tourner maintenant le plan В autour de l’axe, de fa; 
J Canon. — Géom. cotée. 14 
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à le rendre de bout. La rotation est mesurée par l'angle bab,, él 
le plan devient le plan de bout a'b',. 

Menons alors le plan am’, parallèle au plan a'b', et langent i 
la surface. Sa trace verticale est ит’, parallèle à a'b', et langenle 
| à la méridienne principale. 

Il ne reste plus qu'à efet- 
tuer pour ce plan et pour so 
point de contact une rotation 
inverse de la précédeute. 

Ainsi, le point a, vient ea? 
sur ab; donc la trace horizot- 
tale du plan est Ta, paralléle 
à P menée par a. 

De mème, le point de con- 
tact mm’, vient par la role 
tion inverse se placer en mm. 

Tel qu'il est énoncé, le pro- 
blème présente en tout quafrt 
solutions. 





293. — 2e exemple. - 
On donne dans le plan hort 
zontal une ellipse C qui, YN 
tournant autour de son grand axe A, engendre une surface de 
révolution. Mener à cette surface un plan tangent parallele es 
plan P défini par son échelle de pente (fig. 121). 

Commençons par faire tourner toute la figure aulour de 
Гахе А, de façon à amener le plan Ра être vertical. Une première 
façon de procéder consisterait à choisir comine plan vertical 
de projection un plan perpendiculaire sur l'axe. Nous 210% 
continué dans l’épure l’emploi unique de la méthode des pis 
cotés. 

D'un point @ de l’axe А abaissons d’abord une perpendiru- 
laire ab sur le plan. Le module ab est 1,33, c’est l'inverse de 
module du plan 0,75. Cherchons ensuite le pied р de cette Г 
pendiculaire sur le plan. Nous nous sommes servis pour cela di 
plan passant par ab et ayant pour trace horizontale ac. Les tra 
horizontales se coupent en с, les horizontales (1) se coupent ей d. 
L'intersection des deux plans est donc cd, qui rencontre ad # 
point p (0,73). 


Fig. 120. 
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Rabaltons maintenant le plan pA sur le plan horizontal autour 
de A. Le point р se rabat sur une perpendiculaire pa à la char- 
nière, à une distance paa de la charnière qui est : 


pe = y 0,13 + pa” = y 0,73 +0,75" = 1,04. 


Le plan P est donc maintenant vertical, et il a pour trace ho- 
rizontale Врз, car le point В reste fixe. 
Menons ensuite à la méridienne une tangente Sm, parallèle 





à .ووق‎ Le point $ sera un point du plan tangent cherché. Sa trace 
horizontale est ST parallèle à BP. 

Enfin, le point de contact m, se relève sur une perpendiculaire 
à la charnière A menée par ma, puis sur la parallèle Sm à Вр 
menée par $. 

Le problème présente une deuxième solution symétrique de la 
première par rapport au centre de Pellipsoide. 

On aurait traité d’une façon analogue le problème suivant : 
mener à la surface une normale parallèle à une direction donnée. 
On commence par faire tourner la direction donnée autour de 
Гахе, de façon à l’amener dans le plan méridien principal. Оп 
mène ensuite à cette méridienne une normale parallèle à la direc- 
lion trouvée. Enfin, on fait tourner la normale ainsi que son pied 
en sens contraire de la rotation précédente, 
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II. — POINTS BRILLANTS. 














294. — Les points brillants d'une surface éclairée par un 
source lumineuse sont les points où Pobservateur verrait l'image 
de la source lumineuse si la surface était parfaitement polie. 

Le rayon lumineux et le rayon visuel aboutissant à ce point sont 
donc dans un même plan avec la normale, langle d'incidence 
étant égal à Pangle de réflexion. 

On peut dire aussi que la normale au point brillant est la bissec- 
‚ trice de l’angle foriné par le rayon visuel et par le ravon lumineux. 
Il faudra donc déterminer d'abord la bissectrice de l’angle formé 
par les rayons lumineux et par les rayons visuels, puis on 83 
à la surface une normale parallèle en supposant les rayons lumi- 
neux parallèles entre eux, ainsi que les rayons visuels. 


295. — Exemple. — On donne un demi-ellipsoide creur 
ayant son axe horizontal et reposant par le point le plus bas de 
l'équateur sur le plan horizontal. Cet ellipsoide est limité au 
plan horizontal mené par l'axe. Trouver le point brillant, 6 
supposant Vellipsoide éclairé par des rayons lumineux paral- 
léles ala droite passant par le centre 0 et ayant pour trace 
horizontale h (fig. 122). 





A titre d'exercice, nous ferons l’épure ici en employant 
deux plans de projection rectangulaires, et en choisissant comme 
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plan vertical de projection un plan xy perpendiculaire à 
l'axe A. | 

Г. axe a donc pour projection verticale A’, ’еШрзе méridienne 
étant l’ellipse horizontale CC’. 

Commençons par déterminer la bissectrice de l’angle formé par 
‘le rayon lumineux oh et par le rayon visuel qui, ici, est vertical. 
Pour cela, nous avons fait tourner le plan des deux droites, 
c’est-à-dire le plan vertical of, autour de la verticale o, de façon a 
le rendre de front. La droite oho'h' prend la position oh:0'h'; ; 
quant à la verticale, elle reste fixe. La bissectrice est alors 
oK,o'K',, qu’il faut faire tourner en sens contraire de la rotation 
précédente pour Гатепег dans la position oKo’K’. 

11 faut maintenant mener à la surface une normale parallèle 
à oKo'K'. 

Pour cela, nous faisons tourner cette droite autour de Гахе 
de l'angle K'A'K', pour la rendre horizontale suivant oKz0'K',. 
Nous menons ensuite à la méridienne principale la normale man 
parallèle à oK,. Enfin, faisons tourner cette normale ainsi que son 
pied, en sens contraire de la rotation précédente. Le point ma se 
déplace sur une perpendiculaire à l'axe. D'ailleurs le point n est 
fixe, donc la normale devient nm parallèle à oK. Enfin, le point т 
se projette verlicalement en т’ sur 0'K'. En résumé, т est le 
point brillant. 

Nous avons choisi comme pied de normale le seul point exis- 
tant, l’autre étant symétrique du premier par rapport au centre 
correspondant à la région enlevée de l’ellipsoïde. 

Il existe une deuxième bissectrice perpendiculaire à 0’K’,, elle 
donnerait le point le plus éclairé de la région dans l’ombre. 


296. — Remarque. — ll est bon de remarquer ici, à propos 
de points brillants, que, dans le cas des surfaces cylindriques ou co- 
niques, il n’y a pas lieu de chercher ni des points brillants, ni des 
lignes brillantes. П est en effet généralement impossible de mener 
à une surface cylindrique ou conique un plan tangent parallèle à 
un plan donné, et par suite une normale parallèle à une droite 
donnée. Dans les surfaces cylindriques ou coniques, et plus gé- 
néralement dans les surfaces développables, on n’a que des 
génératrices paraissant plus éclairées que les génératrices voi- 
sines, et dont la détermination dépend de la nature physique de 
la surface. , 
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Ш. — PLAN TANGENT AYANT SON POINT DE CONTACT 
SUR UN PARALLÈLE DONNÉ. 


297. — 1° Plan tangent par un point extérieur. 
一 Pour mener par un point extérieur un plan tangent à une sur- 
face de révolution, le point de contact étant sur un parallèle 
donné, on remarque que tous les plans tangents à une surface de 
révolution ayant leurs points de contact sur un même parallèle 
sont aussi tangents à un cône de révolution circonserit à la sur- 
face tout le long du parallèle. On peut donc substituer à la sur- 
face proposée le cône circonscrit tout le long du parallèle. Ce 
cône a pour base le parallèle et pour sommet le point de ren- 
contre de l’axe avec le plan tangent en un point quelconque da 
parallèle. On choisira comme point du parallèle l'intersection de 
ce parallèle avec la ligne qui décrit la surface. 

Pour mener ensuite par le point extérieur un plan tangent au 
cône ainsi défini, on doit joindre par une droite le point don 
au sommet du cône et déterminer la trace de cette droite sur le 
plan du parallèle. On mène enfin par ce dernier point une tan- 
gente au parallèle, son point de contact sera en même temps le 
point de contact cherché sur la surface. 


298. 一 1” exemple. — On donne une surface de réro- 
lution à axe vertical o, définie par sa méridienne principale 
dont on a la projection verticale C! dans le système xy. Mener € 
cette surface un plan tangent par AA’, le point de contact 
étant sur le parallèle pp’ (fig. 123). 

Commençons par construire le cône circonscrit à la surface 
tout le long du parallèle pp'. 11 a pour sommet le point de ren- 
contre SS’ de l’axe avec le plan tangent en pp’ à l'intersection 
du parallèle pp’ avec la méridienne principale CC’. 

Menons ensuite par AA‘ un plan tangent au cône SpS'p'. Pour 
cela, nous joignons ASA’S’, qui rencontre le plan du parallèle 
au point co’. 11 suffit enfin de mener par ce point co’ une tangente 
cmo'm' au parallèle. 

En résumé, mm’ est le point de contact; quant au plan tangent, 
il est défini par SmS'm',mom'o”, SAS'A’. 

Cette construction peut ne pas toujours réussir, elle suppose 
en effel les points SS’, oa’ dans les limites de l’épure. 


POINT DE CONTACT SUR UN PARALLÈLE DONNÉ. 815 


Lorsque la .construction précédente пе réussit pas, оп choisit 
comme plan de base le plan 


perpendiculaire à l’axe mené 
par le point AA”. 

Ce nouveau plan de base 
coupe le cône SpS'p suivant 
la circonférence pipi, à la- 
quelle on mene une langente 
par le point А, soit Ami. 

La génératrice de contact 
ainsi obtenue Sm, rencontre 
le parallèle pp' au point de 
contact demandé mm’. 

П faut avoir soin de remar- 
quer que, en projection hori- 
zontale, la génératrice Sm, 
coupe je parallèle p en deux 
points; un seul de ces points 
convient. 

Lorsque les parallèles р, py 
appartiennentá la même nappe 
du cône, on choisit le point m 
du mème côlé que m, par rap- 

port aS. 

Si les parallèles р, pi-ap- 
partenaient à deux nappes 
différentes du cône, il faudrait Fig. 123. 


choisir le point de contact т de l’autre côté de m, par rapport 
a8. 
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299. — 2° exemple. — On donne une surface de révo- 
lution à axe horizontal A (3) (fig. 124) définie par sa méridienne 
principale C et le point P (7). Mener par ce potnt un plan tan- 
gent ayant son point de contact sur le parallèle p. 

Le cône circonscrit à la surface tout le long du parallèle p a 
pour sommet le point Sá l'intersection de Гахе A avec la tangente 
а la méridienne principale au point y où cette méridienne est 
rencontrée par le parallèle م‎ 

La droite PS coupe le plan du parallèle au point с (5,2), par. . 
lequel il faut mener des tangentes au parallèle. > 42 


cn 
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Or, en prenant comme ligne de terre ху et en comptant lescotes 
à partir du plan horizontal (3), la projection verticale du paral- 
léle est la circonférence décrite de o’ comme centre avec 64 
pour rayon. 

D'un autre côté, le point с а pour projection verticale 7, ez 
prenant co — 5,2 — 3 — 2,2. 
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Fig. 124. 


L’une des tangentes est alors dim! qui donne le point de con- 
tact m'm (3,9). 

Le plan tangent est défini par la droite PcS et par la lan- 
gente cmtc'm’t’; St est Phorizontale (3) du plan tangent. 


300. — 2° Plan tangent parallèle à une droite .一 

Pour mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle 

à une droite donnée, le point de contact étant sur un parallèle 

donné, on substitue comme précédemment à la surface le cône 
circonscrit tout le long du parallèle considéré. 

Enfin, on mène à ce cone un plan tangent parallèle à la droite 

+ - donnée. La génératrice de contact du cône coupera le parallèle de 

``: contact au point cherché. 
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301. — Exemple. — On donne une surface de révolution 
définie par son axe А dont on a la projection et l'échelle, puts 
par son centre о (3). Le demi-axe de révolution а pour longueur 3, 
le rayon de l'équateur est égal à 2. Mener à cette surface un 
plan tangent parallèle à la droite D définie par sa projection 
et son échelle, le point de contact étant sur le parallèle le plus 
élevé de la surface dont le rayon est égal à 1 (fig. 125). 

Commençons par mettre en évidence la méridienne, en choi- 
sissant comme plan vertical le plan projetant horizontalement 
l’axe A; et, dans le même système, projetons aussi verticalement 
la droite D suivant 0’. Pour déterminer ensuite le parallèle sur 
lequel doit se trouver le point de contact, nous avons fait un 
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changement de plan horizontal, en prenant comme ligne de 
terre 2.4: perpendiculaire sur А’. Le parallèle a pour projection 
horizontale une circonférence décrite de. 0, comme centre avec 
un rayon égal à 1; оп en déduit la projection verticale p'w”, à 
l’aide de la ligne de rappel pip’. 

Nous substituons alors á la surface le cóne tangent tout le 


| ee 
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long du parallèle y'w'; son sommet est еп SS’, à l'intersection de 
axe avec la tangente en и’ à la méridienne. 

Menons maintenant à ce cône Su un plan tangent parallèle à 
la droite donnée. Pour cela, par le sommet SS’ on a mené ше 
parallèle à la direction donnée, elle coupe le plan du parallèle a 
point o’c. Par ce dernier point, il faut mener une tangente a 
parallèle; mais, comme ce parallèle n'est défini que dans le sy- 
teme Za il faut aussi effectuer le changement de plan indique 
‘pour le point co’; soit s, sa nouvelle projection horizontale. La 
tangente demandée est donc oi, ce qui donne pour point de 
contact dans le système primitif ти’ (4,7). 

D'ailleurs le plan tangent est défini par SS’, тт’, 55; ona 
figuré une horizontale de ce plan mim'‘h' définie par mm’ € 
par son point de rencontre hh’ avec SoS’c’. 


IV. — PLAN TANGENT AYANT SON POINT DE CONTACT SUR 
UNE MERIDIENNE DONNEE. 


302.— 1° Par un point extérieur. — Pour шее 
à une surface de révolution un plan tangent par un point esté- 
rieur, le point de contact étant dans un plan méridien donne, 
on profite de ce que tout plan tangent à une surface de revo- 
lution est perpendiculaire sur le plan méridien du point de 
contact. Donc, tous les plans tangents à une surface de révolutior 
ayant leur point de contact sur une méridienne donnée sol 
tangents à un cylindre circonscrit à la surface tout le long de la 
méridienne, et admettent cette méridienne comme section droite. 
Autrement dit, on substitue à la surface proposée le cylindre 
ayant pour directrice la méridienne et ses génératrices perpendi- 
culaires sur le plan de cette méridienne. 

ll ne reste plus qu’à mener par le point extérieur un pla 
tangent á ce cylindre. 


303. —1" exemple. — On donne un tore a axe vertical o 
(fig. 196). La méridienne a son centre a 3 de l'axe, elle a рог 
rayon 2. Mener par le point р (8) un plan langent ayant son 
point de contact dans le plan méridien M. 

Nous substituons à la surface le cylindre circonscrit tout le 
long de la méridienne M. Pour mettre en évidence la base du 
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cylindre, nous prenons comme ligne de terre М. En comptant les 
cotes à partir du plan horizontal (4), la méridienne MM’ a pour 
projection verticale une circon- 
férence ayant pour centre w et 
pour rayon 2. 

D'ailleurs, les génératrices 
du cylindre, étant perpendicu- 
laires sur le plan méridien M, 
sont de bout. 

On a donc mené par le point 
p (8) une perpendiculaire sur 
le plan méridien M, elle coupe 
ce plan au point co’ dont la cote 
est 8—4—4; puis, par ce 
point, on 3 mené une tangente 
à la méridienne. Soit тт’ le я 
point de contact. La cote de се A 
point est 44mm'=4 十 1,35 pi gy 
= (5,35). Le plan tangent lui- . Sig 
même est le plan de bout 0'm' Fig. 126. в 
qui coupe le plan horizontal (4) suivant ] horizontale H; il contient à] 
de plus lhorizontale po (8). в. 
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304. 一 2° exemple. — On donne un tore défini par son e 
axe horizontal A (6) (fig. 127) et son cercle méridien prin- ие. 
cipal М (6). Mener par le point р (10) un plan tungent à la sur- “+ 
face, le point de contact étant dans le plan méridien de pente 5 iF 

Le plan méridien du point de contact est défini par l’axe A (6) ES 
et par l’horizontale B (7) à une distance de À égale au module 2 - Y 
du plan. Nous substituons à la surface le cylindre ayant pour 0 
seclion droite la méridienne considérée. Menons donc par le 4 
point p (10) un plan tangent à ce cylindre. Pour cela, nous menons “4 
par р une parallèle aux génératrices, c'est-à-dire une perpendi- 
1 Soit h et К . 4 
2 . + 
les points dont les cetes sont respectivement (6) et (7). 001 

‚ Déterminons ensuite l'intersection de cette droite avec le plan 3 


méridien à l’aide des deux horizontales hh,,KK, qui se coupent 3 
еп в. 


culaire phK sur le plan méridien. Son module est 
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L’horizontale w coupe phK au point cherché с (7,13). 

Il faut ensuite mener par ce point с des tangentes à la mér- 
dienne. 

Mais nous ne connaissons que le rabattement M de cette тег: 





dienne autour de A. Il faut donc aussi rabattre le points, qu 
vient sur oA, à une distance de A: 


ca — 1,13 V1 +2 — 2,52. 


La tangente rabattue est o.:m.« qui se relève suivant 25m. 

Le point de contact cherché est donc le point т (8,07). 

La normale rabattue est mon, elle se relève suivant ma, el 
suite l'horizontale (6) du plan tangent passe par a et elle est Per 
pendiculaire sur mn, soit H. 


305. — 2° Paralléle à une droite. — Pour mener? 
une surface de révolution un plan tangent parallèle à une droitel. 
le point de contact étant dans un plan méridien donné M, и 
substitue à la surface le cylindre circonscrit tout le long à 
la méridienne donnée M, puis on mène à ce cylindre un pla 
tangent parallèle à la droite D. La génératrice de contact sur! 
cylindre rencontre la méridienne M au point de contact cherche. 

On peut dire aussi que le plan tangent sera parallèle à 88“ 
droite A perpendiculaire sur le plan méridien M. On est ait! 
ramené au problème connu : mener à une surface de rirolalol 
un plan tangent parallèle à un plan P, ce plan P étant lui-méme 
parallèle aux deux droites D et A.. 


LIVRE XI 


DE LA SPHÈRE 


一 一 


CHAPITRE PREMIER 


1. — DÉTERMINATION D'UN POINT. 一 PLAN TANGENT. 


306. — La sphère est une surface de révolution engendrée 
par une circonférence tournant autour de l’un de ses diamètres. 

On peut choisir comme axe de révolution un diamètre quel- 
conque de la sphère. Le choix de l’axe peut donc donner lieu 
pour la résolution d’un même problème à différentes construc- 
tions. 

Parmi les axes qu’il peut être avantageux de choisir, nous indi- 
querons l’axe perpendiculaire ou parallèle au plan de projection. 

Le contour apparent dans l’espace de la sphère sur un plan 
quelconque est la section de la sphère par le plan parallèle au 
plan de projection mené par le centre de la sphere. 

Ce grand cercle peut servir de méridienne principale ou d 6qua- 
teur, suivant que l’on choisit comme axe de rotation le diamètre 
parallèle au plan de projection ou perpendiculaire sur ce plan. 


307. — Détermination d'un point. — Soit la sphère о (5) 
(fig. 128) et le point т. 

Si nous prenons comme ligne de terre la droite om, en сетр- 
tant les cotes à partir du plan horizontal 5, dans ce système, le 
contour apparent vertical de la sphère est le grand cercle AA’. Le 
point m appartenant à ce contour apparent А se projette vertica- 
lement en m' sur A’. За cote est donc 5-Е тт’; or mm'vaut(2,55). 
Donc les deux points de la sphère projetés horizontalement en m 
ont respectivement pour cotes (7,55), (2,45). 
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Оп peut dire aussi que la cote relative тт’ est moyenne pr- 
portionnelle entre les deux segments ma — 4,58 et mb =1,32: 


mm’ =y 4,58 X 1,42 — 2,55. 


On arriverait au même résultat en prenant comme ligne de 
terre x,y; perpendiculaire sur om menée par т. Dans ce sy-teine, 
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le parallèle de front de la sphère mené par m se projette verti 
lement suivant la circonférence décrite sur m'n' comme diamètre. 
Le point m se projette donc verticalement en m’, ; sa cote rele 
tive est mm’, ou mm’ = (2,55). 

308 — Plan tangent. 一 En prenant toujours comme ligne 
de terre xy, le plan tangent en mm’ est perpendiculaire sur le 
rayon omo'm', il a done pour trace verticale m'x tangente au 
contour apparent vertical A’ de la sphère. Sa trace horizontale, c est 
à-dire l'horizontale H (5), est perpendiculaire à om menée par z 

Nous voyons donc que la trace du plan tangent sur le plan hor 
zontal du centre est la polaire du point de contact т par rapport 
au contour apparent horizontal. 

Connaissant l'horizontale H (5) et le point m (7,55), l'échelle de 
proportion permet de graduer le plan tangent, dont on a figuré les 
horizontales (6) et (7). 


II. — PLAN TANGENT PARALLÈLE A UN PLAN 20511 


309. — Le rayon du point de contact doit être perpendiculaire 
sur le plan donné. Le problème revient donc à porter sur ude 


PLAN TANGENT PARALLÈLE À UN PLAN DONNÉ. 993 


droite, à partir d’un point, une longueur connue et égale au 
rayon. | 

Soit la sphère о (3) (fig. 129) et le plan P défini par son échelle 
de pente. 
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Fig. 129. 
Nous abaissons d'abord du centre une perpendiculaire sur 
le plan; elle a pour module l'inverse du module du plan, 


4 
-- — 0,43, 
soit 535 ح‎ 


Enfin, nous portons sur cette droite une longueur égale au 
rayon de la sphère 2,7 
La longueur op est donnée par la relation : 


Rm’ 2,7 X 0,43 
PEER — УЕ ЕЕ — 1,07. 
Quant à la cote relative du point р, c’est : 
R _ 2,7 
VIF mi Vi 
La cote véritable du point de contact p est donc 3-+-2,9=(5,5). 
Enfin, la trace du plan tangent sur le plan horizontal (3) est la 


polaire H du point p par rapport au contour apparent horizontal 
de la sphère, ou encore elle est à une distance du centre 
Ra 9,1 
égale a op 107 = 6,81. 
Le probléme présente une seconde solution symétrique de la 
première par rapport au centre. 


= 2,5. 


CHAPITRE II 


I. — SPHERE CIRCONSCRITE A UN TETRAEDRE. 


340. 一 Le centre de la sphère circonscrite à un (étraédre est 
le point commun aux plans perpendiculaires aux milieux des su 
arêtes du tétraédre. Trois de ces plans suffisent pour déterminer 
le centre, en ayant soin de ne pas choisir trois arêtes d'une même 
face, parce qu'alors on ne liendrait pas compte du quatrième 
sommet. 

Soit le tétraédre SABC (fig. 130) reposant par la face ABC sar 
le plan horizontal, la cote du sommet $ étant connue et égale à (6). 





Fiz. 130. 


Les plans perpendiculaires aux milieux des arêtes AB, BC sont 
verlicaux. Leurs traces horizontales sont perpendiculaires auxmi- 
lieux des côtés AB, CD. Ces deux premiers plans se coupent,sui- 
vant la verticale о. 


- 
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Considérons maintenant le plan perpendiculaire au milieu de 
l'aréte SA. 


Le module de cette aréte est 0,41 ; celui du plan sera : 


1 
0,41 = 2,4. 

Nous avons donc figuré l'échelle de pente de ce plan en раг- 
tant du point а (3). Son intersection avec la verticale o a pour 
cote (1,93) qu’on a trouvé à l’aide de l'échelle de ‘proportions. 

11 reste enfin à trouver le rayon de la sphère. Il suffit pour cela 
de chercher la distance du centre 0 (1,93) à l’un quelconque des 
sommets, A (0) par exemple. 

On a donc : 


R= yoA* - 1,93° 一 /3,9 十 1,93 一 4,35. 


Pour ne pas compliquer le problème, nous avons supposé une 
face dans le plan horizontal. La marche à suivre serait identique, A 
mais plus longue naturellement, si les quatre sommets étaient CA 
arbitraires. 





IJ. 一 SPHERES TANGENTES AUX QUATRE FACES и 
D'UN TÉTRAËDRE. 


341. — 1° méthode. 一 Le centre d’une sphère tangente ot 
aux quatre faces d'un tétraédre, étant équidistant de ces quatre’ 
faces, sera le point commun aux plans bissecteurs des diédres du | 
tétraédre. Trois de ces plans suffisent pour déterminer le centre, : 
en ayant soin de ne pas choisir trois dièdres d'un même triédre, 
parce qu'alors on ne tiendrait pas compte de la quatrième face. 

Nous choisirons par exemple les plans bissecteurs des diédres 
adjacents 4 une méme face ABC. 

Le diédre BC, formé par les deux faces ABC, SBC, admet deux 
plans bissecteurs. L'un d'eux coupe Paréte AS entre les deux 
points A et S; nous Pappellerons le plan bissecteur intérieur Ai. 
L'autre est perpendiculaire au premier, il coupe Paréte AS en 
dehors des deux points A etS; ce sera le plan bissecteur exté- 
rieur А.. 

De mème, le dièdre AC admet les deux plans bissecteurs Ву, B. ; 
enfin, le 016076 AB admet les deux plans bissecteurs C4, (и. 

J. Canon, — Géom. cotée. 15 
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Nous aurons l’un des centres en prenant le point commun i 
trois de ces plans bissecteurs, les combinaisons étant formées es 
choisissant, chaque fois, les trois lettres А, В, С, et en fainst 
varier les indices ¢ et e. 

Voici un tableau de ces combinaisons, dans lequel on a pri 
d’abord tous les indices t, puis un seul indice e, affectant succes 
sivement les lettres A, В, С; après, nous avons les combinaisos: 
contenant deux indices e et un seul indice #, affeciant successi- 
vement А, В, С, et, enfin, les trois indices ©. 


PPP b> > p> 
دواد م د ام مه داح‎ 
واج د وام ص درام‎ 


Soit, en tout, huit sphères tangentes aux quatre faces d'un 
tétraèdre. 


312. 一 Cherchons à nous rendre compte des positions de ces 
différentes sphères par rapport au tétraédre, et, pour cela, consi- 
dérons les différents solides obtenus en prolongeant les faces 
d'un tétraédre indéfiniment. Ces solides sont au nombre de 
quinze. 

Le premier est le tétraédre SABC. 

Nous en avons ensuite quatre autres, obtenus en prolongeant 
trois faces du tétraédre au dela de la quatrième, soit SBCS,B.C. 
l'un deux (fig. 131). Il existe un pareil solide pour chaque face 
du tétraédre. Prenons ensuite les combles obtenus en prolongeant 
les faces au delà d'une aréte comme le comble SBB.B,S,S.. 

Ces nouveaux solides sont au nombre de six, puisqu'il y ева 
un pour chaque aréle du tétraédre. Enfin, nous avons les triédres 
obtenus en prolongeant les faces au dela d’un sommet, comme 
SS,S,S,; mais, ces trièdres n’étant limités que par trois des plans, 
il n’y a pas lieu d'imaginer dans leur intérieur une sphère 
inscrile. 

Nous voyons donc en tout onze solides, à l’intérieur desquels 
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on conçoit Pexistence d’une sphère inscrite; mais nous avons vu 
qu'il n’y en avait réellement que huit. Cherchons à quoi tient ce 
résultat et, pour cela, rendons-nous compte des plans bissecteurs 
qui conviennent pour chaque solide. 





Nous dirons d’abord qu'étant donnée une sphère inscrite dans 
un solide, son centre se trouve dans les plans bissecteurs qui 
coupent ce solide. 

Par conséquent, la combinaison A,B,C; donne la sphère inscrite 
dans le tétraédre. 

Considérons maintenant le solide SBCS,B,C,, obtenu en prolon- 
geant les trois faces issues de A au-delà de la face SBC. 

Le diédre BC qui convient pour ce nouveau solide est adjacent 
au diédre BC qui convient pour le tétraédre, puisque les deux 
solides sont au-dessus de la face ABC et de part et dautre de 
la face SBC. Donc il faut prendre le plan bissecteur extérieur A,. 

Ensuite, le diédre AC qui convient pour le nouveau solide est 
le méme que le diédre AC qui convient pour le tétraédre, puisque 
les deux solides sont au-dessus du plan ABC et en avant du plan 
ASC; donc il faut prendre le plan bissecteur Ву. Le même raison- 
nement s'applique au diédre AB, de telle sorte qu’en résumé 
la combinaison A.B,C donne la sphère exinscrite opposée au 
sommet A. 
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De même A;B.C:, АВ.С., А.В.С. donneront les sphères ехи- 
scrites opposées successivement aux sommets В, С, 5. 

Considérons maintenant le comble BC. 

Le dièdre BG qui convient pour le comble BC est opposé par 
l'aréte au diédre BC qui convient pour le tétraédre, car les deus 
solides sont de part et d’autre de la face ABC et de part et 
d’autre de la face SBC. Il faut donc prendre le plan bissecteur 
intérieur A;. Ensuile, le diédre AC qui convient pour le comble 
BC est adjacent au diédre AC qui convient pour le tétraëdre, 
puisque les deux solides sont de part et d’autre de la face ABC 
et en avant de la face ASC. Ii faut donc prendre le plan bissecteur 
extérieur B,. Le mème raisonnement s’applique au diédre АВ; 
de telle sorte que la sphére cherchée est donnée par la combi- 
naison À:B.C.. 

En appliquant le même genre de raisonnement au comble 
opposé AS, nous constaterons qu'il faut prendre la même combi- 
naison de plans bissecteurs A;, B,, С.: 

Ainsi donc, cette combinaison ne nous donnera qu’une seule 
sphère, placée dans Рип ou l’autre desdeuxcombles opposés AS, BL. 

Finalement, on aura une sphère inscrite, quatre sphères exin- 
scrites et trois sphères seulement dans les combles. 


343. 一 Le calcul des rayons des sphères permet aussi de 
reconnaitre l'existence seulement de huit sphères tangentes aux 
quatre faces d'un tétraèdre. 

Soit a, b, с, 4 les aires des quatre faces du tétraédre et V le 
volume de се télraédre. 

En appelant 0 le centre de la sphère inscrite, joignons ce centre 
д aux quatre sommels; on forme ainsi quatre tétraédres, dont la 
réunion forme le tétraédre primitif. D'ailleurs, ces tétraédres ont 
pour hauteur commune le rayon de la sphère inscrite; on a donc: 


V=5(a+b4+e4 4). 


Et, par suite, le rayon de la sphère inscrite est donné par la 


relation : 
3 V 


2 لدم لان لدم 3 


Joignons de même le centre о, de la ‘sphère exinscrite opposte 
au sommet À aux quatre sommets. Nous formons encore quatre 


r 
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tétraèdres; trois d'entre eux réunis donnent le volume total 
OaSABC et, en enlevant le quatrième o,SBC, on retrouve le 
tétraèdre primitif. 
Donc : 
re ЗУ 
“十 十 4 一 4 
Remarquons qu'il suffit, pour avoir le rayon, de donner le signe 
moins à l’aire de la face que l’on a traversée. 
De même : 
ЗУ 


”7 于 cc 二 4 一 也 
_ 31 

~~ لدم دم‎ 4-6 
= Y 
~ atbtec—d 


Tous ces rayons sont positifs, car, dans un tétraédre, une face 
quelconque est toujours plus pelile que la somme des trois 
autres. 

Considérons maintenant la sphère dans le comble BC. Pour 
passer du centre de la sphère inscrite o à ce nouveau centre 0x, 
on a da traverser les faces SBC ou a et ABC ou 4. Il faut donc 
donner le signe moins aux deux termes a et d, et, par suite : 


rs 


re 


Ts 


mz ЗУ 
~~ ф-е—а—4 
De même : 

SN 
leg Ec—b—d 
ype Y 
~~ a+b—c—d 

3V‏ اس 
“—~atd—b—e‏ 

ЗУ 
трафа с 

3V 


ro =o pd—a—ob 
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Nous reconnaissons donc que les valeurs de r,. et r,, sont 
égales et de. signes contraires. Par suite, une seule de ces sphères 
peut exister, 

Lorsque b + с >a-+d, l’unique sphère correspondant am 
deux combles BC, AS se trouve dans le comble BC. 

Si, au contraire, b + c > a + d, cette sphère se trouve dans 
le comble AS. Si Pon avait b + с — a ل‎ d, le rayon de la sphère 
serait infini, son centre serait rejeté à l’infini, c'est-à-dire que 
les trois plans bissecteurs qui le déterminent seraient alors paral- | 
lèles à une même droite. 

Ainsi, dans Je cas particulier du tétraèdre régulier, où l'on a: 
a=b=c=d, il nya en tout que cinq sphères tangentes aux 
quatre faces du tétraédre, qui sont la sphère inscrite et les quatre 
sphères exinscrites ; celles des combles n'existent plus. 

D'ailleurs on sait que réciproquement, si а = b— c—d, le 
tétraèdre est régulier; donc, dans ce cas seulement, les huit 
sphères se réduisent à cinq. 


344. — Épure. — Proposons-nous de trouver la sphère 
inscrite dans le tétraédre SABC, défini par sa base dans le plan 
de comparaison et par son sommet, dont on a la projection $ el 
la cote (8) (fig. 132). 

Nous avons à déterminer les plans bissecteurs des dièdres 
АВ, AC, ВС et à chercher les intersections de ces plans deux à 
deux. Comme nous connaissons déjà les traces horizontales de 
ces trois plans, il suffit de trouver leurs intersections avec un 
autre plan horizontal quelconque. 

Cherchons donc les traces des mêmes plans bissecteurs sur le 
plan horizontal (8) mené par le sommet. Nous choisissons ce plan 
horizontal particulier de préférence á un autre, parce qu'il donne 
lieu á un calcul plus simple. 

Ainsi, le plan bissecteur A; du diédre BC est coupé par le plan 
horizontal S (8), suivant une parallèle à BC, à une distance Su 
du cóté de A égale á la longueur de la ligne de plus grande 


pente Sa du plan SBC, soit y 8* + 2,9* = 8,50. 

En prenant la même longueur dans l’autre sens, on aurait l'ho- 
rizontale correspondant au plan bissecteur extérieur А.. On s'en 
rendra compte en choisissant comme ligne de terre une регреп- 
diculaire sur BC. 

De même, le plan Bi est coupé suivant une horizontale parallèle 
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à AC, à une distance de $ du côté de В égale à la longueur de Ja 
ligne de plus grande pente Sb, soit ya +3 = 8,5}. 

Enfin, le plan С est coupé suivant une horizontale menée par ~, 
р arallèle à AB, à une distance de 5 égale à ya 十 45 = 8,1. 


5B, 





: \ 
Fig. 132. Xx 


Comme les horizontales (8) des trois plans se coupent dans la 
figure en dehors des limites du dessin, nous avons, aprés avoir 
gradué les échelles de pente des trois plans à l’aide de l’échelle de 
proportions, coupé les trois plans par un autre plan horizontal (3), 
ce qui donne les horizontales «, В, y parallèles à BC, АС, AB. 

Prenons donc les deux plans B;,C;, ils sont coupés par le premier 
plan horizontal suivant AC, AB, ce qui donne le point A, puis 
par le plan horizontal (3) suivant ,برق‎ ce qui donne le point m. 
Donc mA est Pintersection de ces deux plans. De même Bn et Cp 
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seront les intersections de А;С; et de А;В:. Comme vérification, tés 
trois droites passent par le même point o, centre de similitude 
des triangles semblables АВС, mnp, et ce point o est la projection 
horizontale du centre cherché. D’ailleurs ja cote déterminés à 
l'aide de l’échelle de proportions en considérant ce point comm: 
appartenant à Рай des plans est (1,75), el c’est en mème lempsle 
rayon de la sphère inscrite. 

Nous avons figuré dans l’épure le système forme par celle 
sphère inscrite supposée solide et par le tétraëdre réduit à ses 
six aréles. 


315. — 2 Méthode de M. Hermary. — Celte me 
(Воде utilise la propriété suivante : Étant donnée une sphère lat- 
gente aux deux faces d’un diédre, si l’on rabat les deux faces du 
diédre l’une sur l’autre, de façon à écraser la sphère, après le 
rabattement les deux points de contact coincident. 

Soit donc un tétraèdre SABC, et O, M, М, P les points de contact 
de la sphére inscrite successivement avec les faces ABC, SAB, 
SBC, SCA. 

Si nous rabattons les faces SAB, SBC, SCA sur le plan АВС, 
de façon à écraser la sphère inscrite, les points de contact M, XP 
se rabattent en 0. 

Or les longueurs SM, SN, SP sont égales comme tangenles 
issues du point $ à la sphère inscrite, donc il en est de même 
des longueurs rabattues ОЗ, OS», ОЗ, autrement dit, le point | 
est le centre du cercle circonscrit au triangle S,,S,,S.i- 

Cette facon de procéder conduit comme la précédente à une 
discussion analogue concernant le nombre des sphères. 11 ya lies: 
en effet, d'envisager les rabattements intérieurs et extérieurs لل‎ 
point 5 successivement autour de АВ, BC; СА. On doit donc cons 
dérer les huit combinaisons suivantes : 


Sai So Seis 
ae Soi Seis 
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316. — Épure. — Proposons-nous de trouver la sphère Е 
inscrite dans le tétraèdre qui a pour base le triangle ABC dans le a 
plan de comparaison, et pour sommet le point S(7) (fig. 133). a 
Puisque nous désirons trouver seulement la sphère inscrite, il a 
suffit de chercher les rabattements intérieurs du sommet $ au- ae 
tour de AB, BC, CA. - 3 
a yz | ? 3 3 

١ . LS on 

> 

Е. 





Fig. 133. 


Le rabaltement de 5 autour de BC se trouve sur la perpendicu- 
laire Sa à BC, et à une distance aS,; du côté de A égale a: 


V2,9° + 7° = 7,57. 


Connaissant ce premier rabattement de $, on en déduit les 
autres, car acluellement les dimensions du tétraédre sont 
connues. 

Ainsi le rabattement S;; de S autour de AC se trouve sur la 
perpendiculaire Sb à la charnière, à une distance de C égale à 
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CS,;, car les deux longueurs CS,;, CS,; représentent toutes dent la 
longueur de l’arête SC. 

Enfin, le rabattement Su de $ autour de AB se trouve sur b 
perpendiculaire abaissée de S sur la charnière AB, puis sur ly 
circonférence décrite de В comme centre avec BS.; puur rayos. 
Comme vérification, le même point S.; appartient à la circonfe- 
rence décrite de A comme centre avec АЗы pour rayon. 

Finalement, le point de contact o de la sphère avec le planhon- 
zontal, c’est-à-dire la projection horizontale du centre de h 
sphère, c'est le centre du cercle circonscrit au triangle 5.5%. 

Il ne reste plus qu’à trouver la cole de ce centre, en le considé- 
rant comme appartenant à l’un des plans bissecteurs. 

Nous avons choisi le plan A; dont la trace horizontale est BL. 
et dont l'horizontale (7) dans le plan horizontal mené par le son- 
met passe par a sur Sa, à une distance de 5 égale à la longueur de 
la ligne de plus grande pente Sa, soit a Sa: 一 7,57. 

L’échelle de proportions appliquée à ce point о lui donne pour 
cote (1,7), qui est en même temps le rayon de la sphère inserile. 
Ici encore nous avons figuré le système formé par la sphère solid 
et par le létraédre réduit à ses arêtes. | | 


III. — SPHERE TANGENTE AUX QUATRE COTES DTS 
QUADRILATERE GAUCHE. 


347. — Le centre d’une telle sphère étant équidistant de 
quatre cótés du quadrilatére gauche, c'est le point commun aa 
plans bissecteurs des angles du quadrilatère gauche. Nous appel- 
lerons plans bissecteurs de l’un de ces angles ABC les pis 
menés par les bissectrices de l'angle ABC, perpendiculairemes! 
au méme plan ABC. 

Trois de ces plans suffisent pour déterminer le centre. Soit dont 
le quadrilatère gauche ABCD. L’angle À admet deux plans bissee 
teurs : l’un d’eux, compris entre les segments de droite AB, АВ, | 
sera le plan bissecteur intérieur Ai. L’autre est perpendict- | 
laire sur le premier, nous l’appellerons le plan bissecteur alé | 
rieur A,. 

Le nombre des solutions est donc le même que celui des co 
binaisons des six plans A;, A Bi, Ве, Gi, C., en prenant chaque for 


. ООД _ 








Ve 
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les trois lettres A, B,C, et faisant varier seulement les indices, 
comme pour la sphére inscrite dans un tétraédre. 
On a donc les huit solutions suivantes : 


Ai В; Gi, 


Le point commun à l’un de ces huit groupes de plans se trouve 
dans l’un des plans bissecteurs de l’angle D, soit D; ou D,. 

Nous allons nous proposer de reconnaitre quel plan bissecteur 
D: ou D. il convient d’associer à la combinaison précédente primi- 
tivement choisie, et pour cela, au lieu de chercher le centre de la 
sphère, nous allons déterminer les points de contact. 

Soit donc un quadrilatère gauche ABCD ayant deux côtés BC, CD 
dans le plan horizontal, le quatrième sommet étant donné par sa 
projection horizontale et sa cote. Complétons le tétraèdre défini 
par ce quadrilatère gauche, en joignant AC, BD, ét rabattons la 
face ABD sur le plan horizontal autour de BD suivant BAD 
(fig. 134). 

La sphère inconnue sera coupée par le plan BCD suivant 068 
circonférence tangente aux deux droites BC, CD, et par la face 
ABD suivant une autre circonférence dont le rabattement sera 
également tangent à A,B, AsD. De plus, ces deux circonférences 
admetiront comme axe radical la droite BD, car les points de 
rencontre de cette droite BD avec les deux circonférences sont en 
méme temps les points de rencontre de la méme droite avec la 
sphère. . 

Si nous appelons manpqales quatre points de contact, le problème 
revient donc à déterminer sur les quatre côtés du quadrilatère 
AsBCDA。 quatre points ma, п, р, ون‎ tels qu’on ait : 


Аз: = АзТ», Вт: =Вп, Сп = Cp, Dp Од». 


Ces conditions doivent bien être remplies, puisque les segments 
رووو4‎ Agms par exemple sont les longueurs des tangentes issues du 
point A à la même sphère. Les directions des côtés du quadrila- 


1 
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tere manpqs sont connues, elles sont parallèles aux bissectrices de | 
angles Ag, В, С, D. 

Si le premier point de contact était en а, en menant successite ， 
ment ab, bc, cd parallèles aux bissectrices des angles A:,D,Ce ' 
aurait en b, с, 0 les autres points de contact; il faut done choisr 4 
de telle façon que ad soit parallèle à une bissectrice de l’angkeck. 





Fig. 134. 


De même а correspondent les points В, y, à, et nous remarque 


qu’on a aa 3ن 7ت‎ = су = 48; les longueurs aa, 45 étant finalemest | 


égales et de même sens par rapport à B. 

Ceci montre qu'il est impossible de trouver un point de dépat 
a’ tel que la droite a'3' soit parallèle à la bissectrice extérieure de 
l'angle A,BC. 


En effet, si nous menons par d la parallèle dd, à cette “قاط‎ _ 


trice et si nous figurons la parallèle «'3' à la direction choise. 
on a toujours dia’ = dd’ et par suite : 


dè' = ad;, quantité constante.‏ — لون 


Il en serait de même si, au lieu de a'3', on avait pris 23", alors: 


48" — aa! — ad, quantité constante. 
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Si enfin on choisit a'”3'” entre a et d, les segments aa’, dd!” 
ont de sens contraires et ne peuvent plus répondre à la question. 
Donc, après avoir choisi la combinaison A;B;C; pour les trois 





iremiers plans, il faut nécessairement prendre D, pour le qua- . ae 
riéme. 7 . - 8 
Un raisonnement analogue montre que les huit combinaisons № 
Les Вий plans bissecteurs sont les suivantes : 3 
A. В; С; D;, a | 
١ А; В. С; D;, ie 9 
А; В; €. Di, | 3 
А; В: С, D., 35 
هم‎ В. C. OD,, 2 
A. В; C, D。， 3 
A. В. С: D., — 
А. В. C Da, ei 
1 
qui sont formées par trois plans de même nature, le quatrième a. 
étant de nature différente. = 
On peut aussi arriver au méme résultat de la fagon suivante : 3 
Soit a, b, c, d les points remplissant les conditions données №. 
(fig. 134): e Е. 
Аза 一 人 As，D - ,6لا‎ Cc—Cd, Ва=Ва. e 3 
Représentons par & les longueurs égales Db, De, et par y les | Re 
longueurs égales Bd, Ba. Enfin, appelons y, у, т, م‎ les longueurs в: 
des côtés A:D, DC, CB, BA:. в. 
Опа pour déterminer x et y les relations : ae 
زوم ح ووم‎ ou p—y=p—2(1), me: 
9 3 
Cd = Ce ou T 一 ! 一 ,一 2 (2). Е” 
Or, en retranchant ces égalités, membre à membre, on еп x 
déduit : . 
pT=p—v ou p+y=T+p. “à 
Les équations (1) et (2) sont donc généralement incompatibles, ‘à 
à moins que la condition р Ру — + ++ soit remplie, ce qui n’a Se 
généralement pas lieu. a 
Supposons maintenant que l’on ait choisi trois plans bissecteurs < 
intérieurs et un extérieur (fig. 135). . Es 
rt 
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Soit аз, bs, с, 0 les quatre pesmts de contact remplissant ls 
conditions : 


Aad, = Agbs, Dbsa— Dc, Сс = Cd, В@=В.. 


Représentons de plus par х les longueurs égales Db,, De, à 





Fig. 135. 


par y les longueurs égales Bd, Ваз. Enfin, appelons toujous 
p, v, 5, р les longueurs des côtés A,D, DC, CB, ВА.. 


On aura, pour déterminer x et y, les relations : 


Ass = Abs ou Х--и=р— у (3), 
Cc = Cd ou a +v=x+y (4). 


SPHERE TANGENTE AUX QUATRE COTES D'UN QUADRILATÈRE. 239 
De ces égalités (3) et (4) on déduit : 


y = لت‎ EH, 
y =P, 
2 


Le probléme est donc cette fois possible. 

Lorsque les valeurs ainsi trouvées sont positives, on les porte 
dans le sens CD ou AzB, pour x, et dans le sens BA; ou CB, 
pour y. Si les mémes valeurs étaient négalives, il faudrait les 
porter en sens contraire du sens précédent. 

Donc, encore une fois, les combinaisons utiles sont composées 
de trois plans bissecteurs de même nature, le quatrième étant de 
nature differente. 


348. 一 Epure. 一 Nous avons rabattu comme précédem- 
ment la face ABD, suivant A¿BD, autour de BD sur le plan hori- 
zontal. 

Puis, au lieu de construire directement les plans bissecteurs, 
nous avons utilisé les formules que nous venons de trouver : 


У) _ AB CB — (AD +- CD),‏ -& عم 
? و 


€ = == 


y — eb АВЕО АРВ. 
= 2 0 2 





Ces différentes longueurs mesurées numériquement nous ont 
permis de marquer directement sur l'épure les points de contact 
а», be, с, d. | 

Le centre de la sphère зе projette horizontalement au point о, Ss 
à l'intersection des perpendiculaires sur BC, DC, menées par о 
detec. a 

La section par le plan ABD, rabattue sur le plan horizontal, a = 
également pour centre wz, à l'intersection des perpendiculaires 4 
à ‘AB, А.О, menées par Ga, De. | y 

Nous avons pris pour ligne de terre xy la droite AsA. Cela nous “3 
permet de trouver en А’А la cote de A, et suivant A'a la trace 
verticale du plan ABD. 

Le point ww’, se relève dans le plan ABD en w’; on a alors 


35 8 
e, A . 
EA IA APTA 


pr 1‏ لت 


741 b> > + 


e: 
у. 


q 
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mené par ce point la perpendiculaire sur le plan ABD ; elle coupe 
la verticale о au centre cherché oo’. 
La cote du centre est mesurée par la distance de o' à ay. Enfia, 
le rayon de la sphère est mesuré par la longueur du rayon de 
front op 0'p”; de telle sorte que le contour apparent horizontal de 
la sphère est la circonférence décrite de o comme centre а | 
o'p' ройг rayon. | 
Les points de contact аз, 6, sont relevés en شرع‎ sur AB, ADi = 
l’aide de perpendiculaires à la charnière BD. | 
Pour la ponctuation, on a supposé la sphère solide et le qua- 
drilatère illimité, le plan horizontal étant d’ailleurs opaque. 


319. — Remarque. 一 Nous avons reconnu qu'avec un 
quadrilatère quelconque AsBCD (fig. 134), il était impossible de 
trouver généralement quatre points a, b, с, d, tels que ab, М, | 
cd, da soient chaque fois perpendiculaires sur les bissectrices | 
intérieures des angles Az, D, С, В. 

Mais, si Гоп trouvait un quadrilatére pour lequel ce problème 
soit possible, ce même problème présenterait alors une infinité de 
solutions. En effet, en prenant les longueurs aa = bf = عدن‎ 
dans le même sens par rapport aux sommets, les droites 
a3, By. yd, da resteraient bien parallèles à ab, be, cd, da. 

Pour qu'un tel quadrilatére existe, il suffit évidemment que les 
quatre bissectrices intérieures du quadrilatére dans le rabatte- 
ment passent par un même point, qui sera le centre d'un cer 
inscrit dans le quadrilatére A,BCD. Ou bien il faut que В 
somme de deux côtés opposés soit égale à la somme des deus 
autres. 

Cette condition étant remplie, les plans bissecteurs dans l'es- 
расе passeront par une même droile, et la combinaison corre: 
pondante donnera une infinité de sphères tangentes aux quatre 
côtés du quadrilalére gauche. * 

Pour ces sphères particulières, les produits Ab <> De X Cd x Ba. 
Aa X Bd X Cc X Db sont égaux et de mème signe, donc les quatre 
points de contact dans l’espace sont dans le même plan. La ligne 
commune À aux quatre plans bissecteurs sera perpendiculaire sar 
ce plan. 

Une sphère ayant son centre en un point quelconque de А et lat 
gente à l’un des côtés du quadrilatère sera tangente aux (res 
autres côtés. La plus petite sphère possible tangente à l’un des 
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côtés du quadrilatère sera aussi la plus petite sphère tangente aux 
autres côtés du quadrilatère. Soit w son centre. Ce point sera le 
pied sur A de la perpendiculaire commune à A et aux quatre côtés 
du quadrilatère gauche. 

De plus, ces quatre côtés forment évidemment avec A le même 
angle; donc, comme nous le verrons plus tard, ces quatre droites 


sont les génératrices d’une même surface gauche de révolution, 
ayant А pour axe et w pour centre. 


J. CARON. — Géom. cotée. 16 








CHAPITRE III 


I. 一 SECTION PLANE D'UNE SPHERE. 


320. — Pour trouver un point quelconque d’une section plane 
d’une sphère, on peut employer comme surface auxiliaire un plas 
horizontal quelconque ou encore un plan vertical qui coupe В} 
sphère suivant un petit cercle et le plan sécant suivant une droite! 
dont les points de rencontre sont les points cherchés. 


321. 一 Soit la sphère o (5) (fig. 136) et le plan P défini par 
son échelle. 

Pour plus de commodité et pour éviter des calculs, nous 27005 
pris comme plan vertical de projection le plan vertical xy para 
lèle à P et nous avons complé 
les cotes à partir du plan hor- 
zontal (5). 

Comme plan auxiliaire, 20% 
avons pris le plan horizontal (6) 
par exemple, dont la trace verte 
cale H, est parallèle à zy à un 
distance au-dessus de xy #428 
à l'unité de l’échelle. Ce pla 
auxiliaire coupe le plan sécani 
suivant l'horizontale A (6) etl 
TZ sphère suivant un petit cercle de 
ю о ? 3 & centre о passant par le point عم‎ 
où le plan auxiliaire coupe № 
contour apparent vertical CC de 
la sphère. Nous obtenons ainsi еп т, n les deux points de lis 
tersection dont la cote est (6). 


322. — Dans la figure 137, nous avons au contraire pi 
comme plan auxiliaire un plan vertical ox y passant par le centrt. 





Fig. 136. 
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П coupe la sphère suivant un grand cercle dont la projection ver- 
ticale С’ coincide avec le contour apparent horizontal dela sphère, 
en prenant comme ligne de terre 
ху et en comptant les cotes à 
partir du plan horizontal (5) mené 
par le centre. D'ailleurs, le plan 
auxiliaire coupe aussi l’horizon- 
tale h (6) du plan sécant en aa’ et 
Vhorizontale К (5) en bb’. Finale- 
ment, la droite aba'b', rencontre 
le grand cercle CC’ aux points mm’ 
(7,35), nn’ (4,55). 

On suivrait une marche ana- 
logue à eelle-ci en prenant comme 
plan auxiliaire un plan vertical Fig. 137. 
quelconque, avec cette différence 
que la section dans la sphère par le plan auxiliaire serait un 
petit cercle quelconque au lieu d'un grand cercle. 





323. — Tangente. — Proposons-nous, dans la figure 136, 
de trouver la tangente au point т (6). Cette tangente est l'inter- 
section du plan sécant P avec le plan tangent à la sphère au point 
т. Nous connaissons déjà un point de la tangente, c'est le point 
de contact т. Il suffit donc d’en trouver un second ; pour cela, nous 
coupons le plan tangent et le plan sécant par un plan auxiliaire, 
par exemple le plan horizontal (5) qui passe par le centre de la 
sphère. 

Le plan sécant est coupé suivant l’horizontaie К (5); quant au 
plan tangent, il a pour trace sur le plan du contour apparent la 
polaire du point т par rapport au contour apparent. Ces deux 
horizontales se coupent au point # (5); done mt est la tangente 





cherchée. 4 
11. — DETERMINATION DES AXES. 3 

324. — Toute section plane d'une sphère est une circonférence a 
ayant pour centre le pied de ja perpendiculaire abaissée du centre Es 
de la sphère sur le plan sécant. Les axes de la projection horizontale 0 3 
de la section seront donc les projections horizontales du diamètre 3 
horizontal et du diamétre ligne de plus grande pente (213). | + 
Е 
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Soit la sphère о (4) et le plan P défini par son échelle (fig. 138} 
Commençons par déterminer les points sur le diamètre ligne de 
plus grande pente de la section. Ce diamètre se projette horizonts- 
lement suivant la parallèle à la ligne de plus grande pente P mente 
par o, soit oxy. Nous allons donc couper les deux surfaces par le 
plan vertical oxy que nous choisissons en même temps comme 
plan vertical de projection. 

Le contour apparent vertical de la sphère est le ‘grand eerck 





qe 
e 
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Fig. 138. 


CC’. Quant à la trace verticale du plan, c'est «’B’ obtenue en joi- 
gnant les traces verticales ха’, ВВ’ des horizontales A (4), К (1). 
Ces deux lignes se rencontrent aux points аа’ (6,9), bb’ (2,65), 
qui sont les sommets du petit axe de la projection horizontale. 
Le grand axe est perpendiculaire au milieu de ab, et sa lon- 
gueur cd est égale à a'b'. Les deux sommets © et 4 du grand axe 


ont pour cote 9ر8‎ ط١‎ 5 = 4,11. 


325. — Points sur le contour apparent. — Ces 
points s’obtiennent en coupant la sphère et le plan sécant par le 
plan horizontal (4) mené par le centre de la sphère. L’horizon- 
tale h (4) du plan sécant rencontre le contour apparent horizon- 
tal de la sphére aux points demandés e et f. En ces deux points 
la projection de la courbe est tangente au contour apparent hori- 
zontal. 





<a 
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326. 一 Ponctuation. — La sphère étant supposée con- 
servée tout entiére, le point a, dont la cote (6,9) est plus grande que 
la cote (4) du centre de la sphère, est vu en projection horizontale, 
Donc la courbe est vue aussi dans le voisinage du point a jusqu’au 
premier contour apparent rencontré. Autrement dit, la région 
ecadf au-dessus du plan horizontal mené par le centre est vue, 
tandis que la région ebf est cachée. 


Ш. 一 INTERSECTION DE DEUX SPHÈRES. 


327. — Pour trouver un point de l'intersection de deux 
sphéres, on peut couper ces deux sphéres soit par un plan hori- 
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zontal, soit par un plan ver- 
tica). Les deux circonfé- 
rences ainsi obtenues se 
coupent en deux points ap- 
partenant à l'intersection 
demandée. Soit les deux 
sphères À (3), B(5) (fig. 139). 
Prenons comme plan auxi- 
iiaire le plan horizontal (4) 
par exemple. Le rayon de la 
section dans la sphére A est 
un côté de l’angle droit 
d’un triangle rectangle ayant 
pour hypoténuse le rayon 
2,95 de la sphère et pour 
autre côté de l’angle droit 


la différence de cotes du plan horizontal (4) et du plan horizontal 


(3) de la sphère, soit : 


12,95" —1 = 2,66. 


De même je rayon de la section dans la sphère B est : 


12,20 — 1 —1,95. 


¡ Les deux sections ainsi obtenues se coupent aux points m (4), 


в (4). 
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- 328. — Pour trouver la tangente, on peut prendre Pintersee- 
.tion des plans tangents, ou mener une perpendiculaire sur le plan 
des deux normales. 

Au point т, nous avons construit les deux plans tangents. Le 
plan tangent a À a pour trace, sur le plan horizontal du centre, 
la polaire h du point m par rapport au contour apparent. De 
méme, K, polaire de m par rapport au contour apparent B, est 
l’horizontale (5) du plan tangent à В. On en déduit 1'horizontale 
1(3), qui rencontre h (3) au point $ (3). Donc mt est la tangente. 

Au point п, les normales aux deux sphères sont les deux rayons 
n (4) А (3) et n (4) B (5). Soit p le point de nB de cote (3), pA est 
alors une horizontale du plan normal, et, par suite, la tangente 
est perpendiculaire sur pA. 


329. — Détermination des axes. — L'intersection de 
deux sphères est une circonférence dont le plan est perpendica- 
laire sur la ligne des centres. Cette propriété ramène donc la 
recherche de l'intersection de deux sphères à celle d'une section 
plane. Soit les deux sphères A(5), B(7) (fig. 140). Menons une 
tangente commune aux contours apparents des deux sphères A, y, 
c'est la projection horizontale d'une tangente commune aux deux 
surfaces, les points А, и ayant pour cotes(7) et (5). Le point x, milieu 
de №, appartient au plan radical des deux sphères; donc, en me- 
nant par x une horizontale perpendiculaire sur la ligne des 
centres, on aura une droite du plan radical. 

Remarquons que cette horizontale x peut toujours s’obtenir; 
c'est, en effet, Гахе radical des contours apparents des deux 
sphères, et, de plus, sa cote est la demi-somme des cotes des 
deux centres. 

Il ne reste plus, pour avoir le plan de la courbe plane, qu'à 
mener par ع‎ (6) un plan perpendiculaire sur la ligne des centres. 
Cette droite а pour module т = 1,9; le module du plan est 

1 
lo — 
donc m' = 1,9 — 0,52. 

Le centre de la section est le pied de la perpendiculaire abais- 
sée du centre A sur le plan sécant; or l’horizontale a (5) du plan 
sécant est à une distance de А qui vaut 3,5; donc la longueur oA 
est donnée par la relation : 


oA = —— X Аа = 


1,9 _ 
= 二 = 5 X 3,5 = 2,74. 


1,9 + 0,5 
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La cote de ce centre par rapport au plan horizontal A (5) est : 


yoA Х oa = y2,14 X 0,76 = 1,44. 


La cote véritable du centre est donc 5 十 4,44 = 6,44. 

Cherchons ensuite le sommet du grand axe, à l’aide du plan 
horizontal mené par le centre de la section. Il coupe la sphère 
suivant une circonférence dont 16 rayon est un des côtés de l’angle 





droit d’un triangle rectangle ayant pour hypoténuse le rayon de 
la sphère А, В = 4,05, et pour autre côté la cote relative de о par 
rapport au centre de la même sphère, 1,44. Ce rayon est donc : 


y4,05* — 1,44* 一 3,78. 


La circonférence décrite de À comme centre avec 3,78 de rayon 
coupe l’axe horizontal aux sommets с, d, et nous donne pour 
rayon de la section — 2,6. Enfin, pour trouver les sommets du 


petit axe, il reste à porter sur le diamètre ligne de plus grande 
pente du plan sécant, à partir du centre 0 (6,44), une longueur 
égale au rayon que nous venons de trouver. 
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La longueur 06 du petit axe est donc donnée par la relation : 
1 


т 
00 一 === 
A 





У 


dans laquelle р est le rayon de la section et m’ le module du plan. 
On a donc : 


0,52 


Vi + 0,52° 


Donc, en prenant sur AB: oa = ob = 1,2, on aura les som- 
mets du petit axe. 


oa 一 2,6 X = 1,2. 





330. — Points sur les contours apparents. — Ces 
points se trouvent simplement sur les horizontales (5)et (7) du plan 
sécant, dans les plans horizontaux menés par les deux centres, 
Hs donnent les limites entre les parties vues et cachées de la 
eourbe sur chacune des sphères. 


331. — Ponctuation. — Proposons-nous de représenter 
le système des deux sphères solides et de même substance. Le 
point с (6,44) est au-dessus du plan horizontal А (5) et au-dessous 
du plan horizontal B(7), il est donc vu sur A, mais caché sur В. 
Jl résulte de lá que la région ebf est la seule vue sur les deux 
sphères, le reste est caché. Nous avons ensuite enlevé la portion 
de contour apparent de chaque sphère à l'intérieur de l’autre 
sphère. De plus, le contour apparent de B dans la partie conser- 
vée aboutissant à deux points vus e, f est vue aussi dans toute la 
partie conservée. Au contraire, le contour apparent de A, aboutis- 
sant à des point cachés g, h, est caché aussi avant d’arriver à ces 
deux points, à l’intérieur du contour apparent de В. 


332. 一 Cet exemple, que nous avons choisi avec intention, 
montre bien qu'il n'est pas toujours bon de s’astreindre à l’avance 
à n’employer jamais que la méthode des plans cotés, car une рго- 
jection verticale, en prenant AB comme ligne de terre, comme 
nous l’avons fait pour la section plane, nous aurait conduits beau- 
coup plus rapidement et plus simplement au résultat. 

Autant certaines questions par leur nature même donnent lieu 
à des constructions simples, en géométrie cotée, autant d'autres 
deviennent compliquées par cette même méthode. 
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IV. — POINTS COMMUNS A TROIS SPHÈRES. 


333. — Une première méthode pour résoudre cette question 
consiste à chercher l’axe radical des trois sphères, et à prendre 
l’intersection de cet axe radical avec l’une des sphères. 

L’axe radical des trois sphères est la ligne commune aux plans 
radicaux des trois sphères prises deux à deux. Rappelons donc, 
comme nous l'avons vu précédemment, que le plan radical de 
deux sphères est perpendiculaire sur la ligne des centres et coupe 
le plan horizontal équidistant des centres suivant l’axe radical 
des contours apparents horizontaux. 

On détermira donc l'intersection de deux de ces plans radicaux 
et enfin on cherchera l'intersection de cet axe radical avec l’une 
des sphères, comme nous le verrons plus loin. 


334. — On peut aussi, pour trouver les points communs à trois 
sphères, amener le plan des trois centres à être horizontal à l’aide 
de deux changements de plan ou deux rotations ou encore un ra- 
battement. Le plan des trois centres étant ainsi rendu horizontal, 
les intersections des trois sphères deux à deux se projettent hori- 
zontalement suivant trois droites qui sont les cordes communes 
aux contours apparents des trois sphères prises deux à deux. Il 
ne reste plus qu’à effectuer les opérations inverses pour les points 
communs, en ayant bien soin de déterminer auparavant leur cote 
par rapport au plan des trois centres. 


335. — Épure. — Soit les trois sphères A(5), B(3), C(4) 
(fig. 141). Commençons par construire une horizontale du plan 
des trois centres, par exemple celle qui passe par le point B. 
Elle coupe AC au point À (3) de cette droite. C’est autour de 
cette horizontale Bh que nous allons effectuer le rabattement. 

Prenons donc comme ligne de terre ху une perpendiculaire 
sur la charnière Bh. Dans ce système, le point A se projette verti- 
calement en A’ à une distance au-dessus de xy égale à deux unités 
de Péchelle du dessin; quant au point В, il se projette verticale- 
ment en B’ sur ху, parce que nous comptons les cotes à partir du 
plan horizontal de ce point B. La trace verticale du plan ABC est 
donc A'B'. Une rotation autour de la ligne de bout В’, mesurée par 
langle A'B'x, amène AA’ en AgA’, dans le plan horizontal. Le point 
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CC’ sur Ah se rabat en ونا‎ sur Ash; d’ailleurs le point В reste fir 
sur la charnière. 

Figurons ensuite dans le rabattement les contours apparents 
des trois sphéres, ce sont trois circonférences ayant pour centres 
les points As, Ce, В, et pour rayons les rayons des trois sphères. Les 
intersections des trois sphères deux à deux se projettent horize- 
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Fig. 141. 


talement suivant les trois axes radicaux œi1f3, Узда, Ез”. de ces 
contours apparents. Les points communs aux trois sphères sont 
donc rabattus en mens. 

Avant de relever ces deux points, il faut déterminer leur cole 
par rapport au plan des trois centres. En prenant Cam, comme 
ligne de terre, le point ma se projette verticalement еп m', sur le 
contour apparent vertical de la sphère C. 

Pour relever enfin le point тзт’з, nous relevons d’abord le 
point peu’, dans le plan des trois centres en y”, et c'est seulement 
maintenant que nous menons par p’ une perpendiculaire au pla 
des trois centres sur laquelle nous prenons la longueur y'm' 8 
u'n’ égale à la cote mam/'s. D'ailleurs, en projection horizontale, 
les points se relèvent sur une perpendiculaire à la charnière Ba 
menée par Mn. 

Finalement, les points communs demandés sont тт’, nn’. 


ظ 0 
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". — INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UNE SPHERE. 


336. — Pour trouver l'intersection d'une droite et d’une 
phère, on fait passer par la droite une surface auxiliaire, un plan 
ar exemple, dont on détermine l’intersection avec la sphère. On 
ptient ainsi une circonférence, dont les points de rencontre avec 
a droite sont les points cherchés. Le choix du plan peut done 
lonner lieu à plusieurs procédés différents. 


337. — 1° procédé. — Nous choisirons par exemple le 
plan projetant horizontalement la droite. 

Soit donc la sphère 0 (5) (fig. 142) et la droite A définie par son 
Echelle. Prenons comme 
plan auxiliaire le plan ver- 
tical À qui projette hori- 
zontalement la droite. Il 
coupe la sphère suivant un 
petit cercle, et, pour je 
mettre en évidence, prenons 
comme ligne de terre la 
droite A. Si nous comptons 
les cotes à partir du plan 
horizontal O (5), ce petit 
cercle a pour projection 
verticale la circonférence 
décrite sur a’b’ comme dia- 
métre. D’ailleurs les points 


a (5), В (8) de la droite se projettent verticalement en a’ et р". 


Noustrouvonsdonccomme points d’intersection les points m’m (7,6), 
n'n (3,85). 


338. 一 2° procédé. — Dans ce deuxième procédé, nous 
prendrons comme plan auxiliaire le plan passant par la droite et 
par le centre de la sphére, il coupe la sphére suivant un grand 
cercle que nous mettrons en évidence, en le rabattant sur le plan 
horizontal mené par le centre de la sphére suivant le contour 
apparent horizontal de la sphère. Il ne reste donc plus qu’à 
rabattre ja droite. 

L’horizontale autour de laquelle se fait le rabattement passe 
par le centre 0 (4) (fig. 143) et le point «(4) de la droite A. 





Fig. 142. 


| 
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Le rabattement du point В (7) de A se fait sur une perpendiæ 
lajre Bw de la charnière, à une distance de la charnière : 


Bao = Увы" + 3° =Y 1,02 + 3" — 3,16. 


La droite est donc rabattue suivant «8, qui rencontre le rabat 





tement du grand cercle en mans. Enfin, ces deux points se relèvent 
en т (6,5) et (5,07) sur А. 


339. — Ponctuation.— Dans le premier exemple (fig. 142} 
on a figuré le système formé par la droite illimitée et la sphère 
solide de même substance que la droite. La région de la droite 3 
à l’intérieur de la sphère est doncenlevée. Le point m de cote(1,6) 
est au-dessus du plan horizontal mené par le centre, il est dest 
vu, et par suite la région Ва’ jusqu’à l'infini de la droite est vue. An 
contraire, le point п (3,85) est caché, et par suite, dans la région 
nb’, la droite est cachée pour redevenir vue en dehors du contour 
apparent de la sphère. 

Dans le deuxième exemple (fig. 143), nous avons supposé فأ‎ 
droite de substance différente de la sphère, dans ces conditioss 
elle existe matériellement à l’intérieur de la sphère; mais, dass 
cette région, elle est cachée. D'ailleurs, les deux points d'inter- 
section met п étant vus, puisque leurs cotes (6,5) et (5,07) sont 
plus grandes que celles du centre о (4), il en résulte que la ré- 
gion de la droite en dehors des points т et n est vue tout entière. 





CHAPITRE IV 


I. — COURBE DE CONTACT D’UN CONE 
OU D’UN CYLINDRE CIRCONSCRIT A UNE SPHERE. 


340. — Pour trouver un point de la courbe de contact d’un 
cône ou d’un cylindre circonscrit à une sphère, il suffit de mener 
par le sommet du cône ou parallèlement aux génératrices du су- 
lindre un plan tangent à la surface, en assujettissant le point de 
contact à se trouver sur un parallèle ou sur un méridien donné, 
comme nous l'avons fait dans le cas d'une surface de révolution 
quelconque. П ne nous reste plus qu’à déterminer les éléments 
de la courbe. 

Or la courbe de contact d’un cône circonserit à une sphère est 
une courbe plane, dont le plan est perpendiculaire sur l’axe du 
cône, c’est-à-dire sur la droite qui joint le sommet du cône au 
centre de la sphère. Nous sommes ainsi ramenés à la recherche 
d’une section plane, ce qui nous permettra de trouver les som- 
mets. 

Lorsqu’on veut employer le procédé numérique, on commence 
par mener par S (fig. 144) des tangentes au contour apparent ho- 
rizontal de la sphère, Se, Sf. Les points e et f ainsi obtenus sont 
les points de rencontre de la courbe de contact avec le contour 
apparent horizontal de la sphère. 

Tl en résulte que la droite ef, polaire de $ par rapport au con- 
tour apparent de la sphère, est une horizontale du plan de la 
courbe de contact contenue dans le plan horizontal mené par le 
centre de la sphère 0 (3). 

D'ailleurs, le module de ce plan est l'inverse de celui de la 
droite o (3) S(9), et en même temps changé de signe. Il resterait 
donc à effectuer toutes les opérations que nous avons indiquées à 
propos des sections planes. Mais, ces opérations étant trop longues, 
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nous. préférons ici prendre un plan vertical, en choisissant cme: | 
ligne de terre la droite oS. | 

Si nous comptons les cotes à partir du plan horizontal mesi pa 
le centre de la sphère, le point $ se projette verticalement en £i | 
une distance Ss’ au-dessus de xy égale à 6. L'axe du сен. 
alors la ligne de front oSo’S’. Le plan de la courbe de costs | 
est donc de bout, et il a pour trace verticale la droite a'Y pr 
sant par les points de la courbe de contact sur le contour appares 
de la sphère. 








Fig. 144. 


Les points a’, b' se projettent horizontalement sur xy et 0080821 
en a, bles sommets du petit axe. 

Le centre est le milieu de aba'b”, soit ww’; quant aux dem 
sommets du grand axe, ils sont sur ww’, à des distances вх, eb 
égales à w/a’. 

Nous retrouvons de cette façon les points sur le contour app 
rent horizontal de la sphère, en coupant cette sphère et le plan 
de la courbe par le plan horizontal 0’, ce qui donne la ligne de 
bout e'f' et, par suite, les deux points e et f. 


341. — Ponctuation. — Le point a, étant au-dessus di 
plan horizontal mené par le centre de la sphère, est vu en pr 
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jection horizontale et, par suite, la région ecadf est vue, tai 
que la région ebf est cachée. 

Si le point $ est considéré comme un point lumineux, la cou 
de contact acbefd constitue le contour de l'ombre propre d 
sphère. Cette ombre propre partage la surface de la sphère 
deux régions: l’une d’elles du côté du point lumineux, et qui 
éclairée, l’autre, opposée au point lumineux; cette dernière 
dans l'ombre. Nous avons rempli avec des hachures parallèle 
région vue de l'ombre propre et, pour ne pas avoir à détermi 
l'ombre portée sur le plan horizontal, nous avons supposé le} 
horizontal transparent. 


342. — Cas du cylindre. — Dans le cas d'un суш 
circonscrit, les constructions se simplifient légèrement, р 
qu’alors la courbe de contact est un grand cercle dont le plan 
perpendiculaire sur les génératrices du cylindre et mené pa 
centre. 

Soit la sphère 0(5) de rayon (3) et D la direction des gén 









Fig. 115. 


trices du cylindre, dont la pente est À (Ge. 445). Le plan d 


courbe de contact a pour trace sur le plan horizontal du ce 
la perpendiculaire à D menée par ره‎ ce qui donne en с et d 


sommets du grand axe. Le module du plan est aussi à Done 
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sommets du petit axe s'obtiennent en prenant les longue: 


4 3 | 
R 一 一 一 一 = 一 二 = 0,95. | 

Vi 十 人 vio” 

Ces deux sommets ont pour cotes : a—(2,15), b=(7,85), ensap | 
posant que les génératrices du cylindre soient dirigées en de 
cendant dans le sens ab. 

La région bcd, étant au-dessus du plan horizontal (5), est vue es 
projection horizontale, tandis que la région cad est cachée. Enfs, 
en supposant la source lumineuse du côté de a, la région opposée - 
est dans l’ombre; nous avons rempli avec des hachares la régies 


vue de cette ombre. 


oa = 0b 一 


IT. — PLAN TANGENT PAR UNE DROITE 
А UNE SPHÈRE. 


343. 一 Pour mener par une droite un plan tangent à use 
surface quelconque et, en particulier, à une sphère, on circon- 
scrit à la surface un cône ayant pour sommet un point de В 
droite; puis par la droite on mène un plan tangent à ce cône. 

Le choix du sommet du cône peut donner lieu à différents pre- 
cédés pour résoudre la question. 


344. — 1° procédé. — Nous prendrons, par exemple, 
comme sommet de cône, le point de rencontre de la droite aveck 
plan horizontal mené par le centre 0(5), soit S(5) ce point 
(fig. 146). 

La courbe de contact que nous avons l’intention de choisir 
comme base se projette horizontalement suivant la polaire ab 5 
par rapport au contour apparent de la sphère. Pour mettre cette 
base en évidence, nous avons choisi comme ligne de terre ху la 
droite ab, en comptant les cotes à partir du plan horizontal (3. 
Alors la base du cône se projette verticalement, suivant la circot- 
férence décrite sur ab comme diamètre. 

Pour mener maintenant par la droite À un plan tangent as 
cône ainsi défini, nous cherchons la trace с (1,42) de la droite sur 
le plan de base, et nous menons par ce point des tangentes à la 
base. Comme cette base est définie dans un système auxiliaire, il 
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faut aussi projeter le point с (7,42) dans le même système en с". 
Nous menons donc les tangentes o’m’om, dn'on, ce qui donne en 
m'm, n'n les deux points de contact. Les cotes de ces deux points 
sont respectivement тт’ = 7,85, пп’ = 4,5. 
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Fig. 146. в 

Le plan tangent est défini par la droite donnée А et par le point aa 


de contact т (7,85). Il est facile de trouver immédiatement la 
direction de ses horizontales, car elle est perpendiculaire sur 
om; par exemple, la droite P perpendiculaire sur om, menée 
par S, est l'horizontale (5) du plan tangent. 


345. — 2° procédé. — Dans ce deuxiéme procédé, nous 
choisirons comme sommet du cône le point al’infini sur la droite; 
autrement dit, nous allons circonscrire à la sphère un cylindre 
parallèle à la droite donnée. 

La courbe de contact que nous avons encore l'intention de 
choisir comme base est un grand cercle dont le plan est perpen- 
diculaire 4 la droite et mené par le centre de la sphére. 

Pour le mettre en évidence, nous le rabattrons sur le plan hori- 
zontal du centre, suivant le contour apparent de la sphére. 

Soit la sphère o(4) et la droite А (fig. 147). Cette droite a 





pour module m — 1,5. Le plan perpendiculaire mené par le 4 
centre a pour module т’ 一 2 — 0,66, il est de plus défini par cé 
2 га 


2 
4 


了 
sn 


l'horizontale ocx (4) perpendiculaire sur А. 
J. CARON. — Géom. cotée. 17 
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Le plan du grand cercle de contact coupe Ja droite A au point $ 


défini par la relation : 


me’ 5,05 х 0,66 


oa = ah A 3,16 = 1,54. 


Nous devons mener par le point y des tangentes à la base du 
cylindre; mais, comme cette base est définie par son rabattemeat, 





Fig. 147. 


il faut.aussi rabattre le point с en و6‎ sur ah, à une distance ©: 
de x donnée par la relation : 


aa = Yas Х ah = y 1,54 Х 5,05 — 9,78. 


Les tangentes rabattues sont donc 03», озПз. Cette derniére se 
relève suivant суп, à l’aide du point fixe у. Quant au point de 
contact ma, on l’a relevé à l’aide de la droite mgnz, dont le relé- 
vement passe par n et par le point fixe +. 


346. — 3° procédé. 一 On peut aussi, pour mener par 
une droite un plan tangent à une sphère, circonscrire à la surface 
deux cônes, ayant pour sommets deux points de la droite. Les 
deux courbes de contact se rencontrent en deux points, qui son 
les points cherchés. 

Les plans des deux courbes de contact se coupent suivant une 
droite qui est fixe, quels que soient les sommets de cônes que 
l’on a choisis sur la droite donnée. Cette droite fixe s’appelle la 
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polaire conjuguée de la droite donnée par rapport à la 5] 
elle est le lieu des pôles de la droite donnée par rapport à 
Тез sections de la sphère par des plans passant par cette 
droite. . 

La considération de cette polaire conjuguée permet di 
ramener le problème du plan tangent par une droite a 
blème intersection avec une droite et réciproquement. 1 





reste à montrer dans un exemple la construction de cette ع‎ 
conjuguée. 

Soit la sphère o (4) et la droite A (fig. 148). Nous « 
prendre les plans polaires de deux points de la droite. Ces 
peuvent étre pris arbitrairement; mais il est avantage: 
prendre comme premier point celui de A, qui est dans 1 
horizontal (4) mené par le centre de la sphére, soit le point 
Le plan polaire de ce point est vertical, et il a pour trace 
zontale ab, la polaire de $ par rapport au contour apparent 
zontal de la sphère. 

Prenons ensuite comme deuxième point le point à Pinfir 
la droite A. Le plan polaire correspondant est le plan per] 
culaire à la droite mené par le centre o de la sphère. Le п 
de A étant 0,8, celui de ce plan est 05 = 1,25. 

, 

La polaire conjuguée de А est donc l'intersection des deux | 

sa projection horizontale est В et l’on a son échelle à l’aide 
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points de rencontre a (4), В (5) avec les horizontales à cote ronde 
du second plan. 

En résumé, les points de contact des plans tangents menés para 
sont les points de rencontre de B avec la sphère. 

Nous indiquerons plus loin, à propos des sections antiparallèles 
du cône à base circulaire, un autre procédé intéressant pour 
résoudre ces deux questions d’intersection et de plan tangent par 
une droite. 


III. 一 PLANS TANGENTS COMMUNS А DEUX SPHÈRES. 


347. — Les rayons aboutissant aux deux points de contact d'un 
plan tangent commun à deux sphères, étant perpendiculaires sur 
le plan tangent commun, sont parallèles entre eux, donc la drojle 
qui joint les deux points de contact passe par l’un des centres de 
similitude des deux sphères, et par suite 11 en est de même du 
plan tangent commun. 

Il résulte de là que tous les plans tangents communs à deux 
sphères enveloppent un même cône de révolution, qui a pour 
sommet l’un des centres de similitude et qui est circonscril 
simultanément aux deux sphères. Le contour apparent de ce cône 
se composera des tangentes communes aux contours apparents 
des deux sphères. On en déduit que les centres de similitude de 
deux sphères se projettent au centre de similitude des contours 
apparents en projection des deux sphères. 


348. — 1° problème. 一 Mener par un point un Мая 
tangent commun à deux sphères. 

On joindra par une ligne droite le point donné à l’un des 
centres de similitude des deux sphères, puis on mènera par cette 
droite un plan tangent à l’une des sphères. 

Le point de contact sur la seconde sphère est homologue du 
premier par rapport au centre de similitude qu’on a choisi. 

Ce dernier problème présente deux solutions ; mais, comme ily 
a deux centres de similitude, le problème présentera en tout 
quatre solutions. 

Lorsque le centre de similitude direct est en dehors des limites 
de l’épure, la construction est en défaut; voici alors comment on 
procède pour arriver au résultat: 

On remarque que tous les plans tangents à une sphère passant 


s 
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par un point S sont aussi tangents 3 toutes les sphéres inscrites 
dans le cône circonscrit à la première sphère et ayant pour sommet 
le point 5. 

On peut donc substituer aux sphères proposées А et В deux 
autres sphères inscrites dans les deux cônes circonscrits à А et В, 
et ayant pour sommet commun $. 

On profite de cette propriété pour substituer aux deux sphères 
deux nouvelles sphères égales entre elles, 

Pour celles-ci, le centre de similitude С 

direct sera à l'infini. Quant au centre de 
similitude inverse, il se trouve au milieu 
de la ligne des centres. 

. D'ailleurs, étant donné un cône de som- 
met S circonscrit à une sphère À, pour 
inscrire dans ce cône une sphère de rayon 
connu (fig. 149), 11 suffit de porter sur un 
rayon quelconque du contour apparent de 
À une longueur CD égale au rayon de la 
sphère donnée. On mène ensuite par D une parallèle à la géné- 
ratrice SC qui coupe l’axe SA au point w, centre de la sphère 
cherchée. — 

Ce problème présente deux solutions, ريه ره‎ symétriques /par 
rapport à S. 


Fig. 149. 


349. — 2° problème. — Mener à deux sphères un plan 
tangent commun parallèle à une droite. 

On détermine comme précédemment l’un des centres de simi- 
litude des deux sphères, puis on mène par ce point une parallèle 
à la droite donnée; en menant par cette droite un plan tangent 
à l’une des sphères, on a te plan tangent commun. Le problème 
présente encore quatre solutions, puisqu'il y a deux [centres 
de similitude et que chacun d’eux donne lieu à deux plans 
tangents. 

Si le centre de similitude direct se trouve en dehors des limites 
de l’épure, on transforme la construction de la manière suivante : 

On circonscrit aux deux sphères deux cylindres parallèles 
à la direction donnée, puis on mène à ces deux cylindres un plan 
tangent commun. 

Soit par exemple les deux sphères a (3), b (8) et la direction D 
(fig. 150). | 





ا 
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Considérons les deux cylindres circonscrits 4 a et b paralléles 
à D, et coupons-les par un même plan perpendiculaire aux ares 
passant par a (3) par exemple. La droite D ayant pour module 


== 0,8, ce plan a pour module т’ 55 — — 1,25, il coupe Гахе du 


inde, circonserit à b, soit b (8) а (3), au point w donné par la 
relation : 
__ __ 7,8 Х 1,25 _ 
Хирш = — 205 47 
Rabattons ensuite ce plan sur le plan horizontal (3) autour de 
Yhorizontale of. Le point a est fixe; quant au point رن‎ il se rabat 





en ws sur wa, la distance wsf étant moyenne proportionnelle 
entre wf et af: 


we8 = V4,75 X 7,8 = 6,08. 


Les bases des deux cylindres, après le rabattement, sont donc 
la circonférence décrite de a comme centre avec le rayon de la 
sphère a pour rayon, puis la circonférence décrite de wa comme 
centre aves le rayon de la sphère b pour rayon. 

Menons ensuite une tangente commune Msvs aux deux bases 
rabattues. Les génératrices de contact des deux cylindres sont les 
parallèles à D menées par ma, уз. 

Le point de contact ma a été relevé à l’aide de Was, qui se 
relève suivant wi. Le point de contact sur la sphère a est donc я, 
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Enfin le point de contact sur la sphère b se trouve 
parallèle à am, puis sur la génératrice уз du second с; 


IV. — PLANS TANGENTS COMMUNS A TROIS ‘ 


350. — Les plans tangents’ communs à trois sph 
par les centres de similitude de ces trois sphéres p 
deux. Ces centres de similitude sont au nombre de six 
de trois sur quatre droites. Les trois centres de simili 
sont en ligne droite, et chaque centre de similitude di 
ligne droite avec deux centres de similitude inverse. 

Si par l’une de ces quatre droites on mène un pl: 
l’une des sphères, on aura un plan tangent commun. | 
présente donc en tout huit solutions. 

Voyons comment on procède lorsque les centres d 
directe sont en dehors des limites de l’épure. 

Soit a, b, c (fig. 151) les trois sphères nommées dan 
de grandeur. Le plan tangent inconnu sera tangent 3 
conscrit aux deux sphères a et с, et par suite il ser 





1 Fig. 151. 
tangent à toutes les sphères inscrites dans ce cône. 0 
cette remarque pour remplacer l’une des sphères a ¢ 
sphère égale à la sphère moyenne b. 
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Pour obtenir son centre, figurons les rayons parallèles aa, cy el 
joignons ay. 

Prenons ensuite la longueur ad égale au rayon de la sphère 6, 
et menons 3), parallèle à ay. Le point b, est le centre d’une sphère 
égale à la sphère b et tangente au plan inconnu. 

Il résulte de là que l’un des plans tangents communs est paral- 
lèle à bb,, de telle sorte qu'on est ramené au problème précédent: 
mener à deux des sphères un plan tangent com mun parallèle à la 
droite оба. 


351. — Le problème précédent, plans tangents communs à 
trois sphères, peut encore se résoudre simplement en amenant le 
plan des centres à être horizontal. 

Soit les trois sphères a (2,5), b (6), c(4) (fig. 152). Rabattons le 
plan des trois centres sur le plan horizontal (4), autour de [’ho- 





Fig. 152. 


rizontale cy passant par le centre c(4) et par le point y (4) de la 
droite ab. 

Nous avons pris pour ligne de terre ху une perpendiculaire sur 
la charnière, et nous avons compté les cotes à partir du plan ho- 
rizontal (4). Les trois centres se projettent verticalement en a', b’,¢ 
sur la trace verticale du plan a'b'c'. Une rotation autour de В 
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ligne de bout c’ mesurée par V'angle /cy amène ces trois centres 
en @’за., b'sb's, cc’ dans le plan horizontal. 

Le cône circonscrit aux deux sphères аз, bg, ayant pour sommet 
le centre de similitude direct, touche la sphére az suivant un 
parallèle dont la projection horizontale est C,. De même, le cône 
circonscrit aux deux sphères as, с, ayant pour sommet le centre de 
similitude direct, touche la sphère az suivant un parallèle dont la 
projection horizontale est Ds. | 

Ces deux parallèles se coupent en ms, qui représente dans le 
rabattement la projection horizontale du point de contact sur la 
sphère as. La cote actuelle de ce point est mesurée par Ms71 3?， 
qui a été obtenue en prenant comme ligne de terre æ:ÿ3 la 
droite ата. | 

П reste maintenant à relever les deux points ainsi définis. Nous 
commençons pour cela par relever pop”, en р’, et c'est seulement 
maintenant que nous menons par pp’ une perpendiculaire sur le 
plan abc, sur laquelle nous prenons p'm' = p'n' = Тат’. 

Les points ainsi obtenus se projettent horizontalement еп m, #, 

sur la parallèle à xy menée par pa. 

Les points de contact sur les sphères 5 et c seront les points 

homologues des précédents. 


CHAPITRE V 


I. 一 PLAN PASSANT PAR UNE DROITE ET FAISANT 
UN ANGLE CONNU AVEC UN PLAN OU UNE DROITE. 


352. 一 Le plan inconnu sera tangent à un cône م06‎ 8 
ayant pour sommet S, un point de la droite A, pour axe une per- 
pendiculaire sur le plan P ou une parallèle 4 la droite В et pou 
demi-angle au sommet le complément de l’angle avec le plan P 
ou l'angle avec В. 

Pour mener par А un plan tangent au cône ainsi défini, on peut 
se servir d’une base de ce cône dans un plan perpendiculaire i 
l'axe, comme nous l’avons déjà fait à propos des plans tangeals 
aux cônes et aux cylindres, ou encore on peut substiluer à ce 
cone une sphère inscrite. 





10 0 1 


2 3 
Fig. 153. 


Nous allons nous proposer de déterminer cette sphère : 

Soit А, В les deux droites données (fig. 153). Nous choisissons 
sur А un point arbitraire 5 (7) que nous prenons comme 50811066 | 
d'un cône de révolution ayant son axe 2:51 parallèle à В. Prenoss | 
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cette droite comme ligne de terre en comptant les cotes à partir du 
plan horizontal 0 )5(. Dans ce système, l'axe du cône est la ligne de 








front SoS'o'. Le plan vertical coupe le cône suivant la génératrice 08 
principale S'a' telle que l’angle a'S'o' soit égal à l’angle connu. : 8 
La sphère inscrite dans le cône ayant pour centre 00' a pour 53 
rayon la distance 0'a' de ce point à la génératrice principale du ee 
cône S'a'. Le problème primitif est donc ramené au suivant que 
nous avons déjà traité : mener par А un plan tangent á la sphére de  . и > 
centre о (5) ayant pour rayon 0' 0' it 
28 

353.— 1° cas particulier.— Leplan donné est horizontal, me 
ou la droite B est verticale. Ici il est préférable de conserver le ae 
cône dont la base dans un plan horizontal est une circonférence. 00 Ам 
Soit la droite Sh, par laquelle nous nous proposons de mener un 3 
plan faisant avec le plan horizontal un angle de 72 degrés, par : 8 
exemple (fig. 154). Le plan inconnu est tangent au cône de révo- - 
EN 

/ 一 ON 1 | 

/ 3 49 

/ ١ 5 

/ \ TEA 

5 | S 3 

ctz 3 * | 3d 
os \ / ON 

So \ р / A : 
EN DES 7 0 | 

10 0 1 2 8 ne: 

Fig. 154. “$e 

lution A axe vertical, ayant pour sommet 5 (4). Une génératrice A ١ 
_ de ce cône doit faire avec le plan horizontal l’angle de 72 degrés, 24 
donc son module est: tang (90° 一 72°) 一 tang 18°— 0,32. Е 
‘La base du cône est donc dans le plan horizontal une circonfé- Е- 
rence de centre $, ayant pour rayon 4 X 0,32 = 1,28. Il ne reste Ey 
plus qu’à mener par №, trace horizontale de Sh, une tangente à a 
cette circonférence; on a ainsi suivant AP la trace horizontale _ 8 
du plan demande. г 
Nous avons donné à la fin du volume, comme application de се 3 
tas, les exercices du tas de sable, du saillant de fortification et 3 
de la plate-forme avec rampe. В 
xs 
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364. — 2° cas particulier. — Le plan donné P est vertra 
(fig. 155). Nouschoisissonssur la droite Aun point arbitraire St. 
et nous le prenons comme sommet d’un cône de révoluts 
ayant son axe Sb perpendiculaire sur le plan P. Cet axe est dom 
ici horizontal. Le plan horizontal mené par Гахе coupe le cm 
suivant la génératrice principale Sa qui fait avec l'axe lang 
connu aSb, complément de langle du plan cherché ave № | 
plan PS'ax. 





Fig. 155. 


Si nous prenons comme ligne de terre xy perpendiculaire sit 
Sb, dans ce système, la base du cône est dans le plan vertical В 
circonférence décrite de S’ comme centre avec S’a' pour rayon. 

Pour mener enfin par А un plan tangent au cône ainsi 4661. 
nous déterminons la trace co’ de la droite sur le plan de base tl 
nous menons par ce point une tangente c'm'K' à la base. 

La trace de ce plan tangent sur le plan horizontal (3) est 58,2 
trace horizontale est une parallèle à SK’ menée par A, soit В. 


|. — MENER PAR UN POINT UN PLAN FAISANT AVEC DELÍ 
PLANS DONNÉS DES ANGLES DONNÉS. 


355. — Le plan inconnu sera tangent à deux cônes de révole- 
tion ayant pour sommet commun le point donné, pour axes des 


№ 
: - 
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erpendiculaires aux deux plans donnés, et pour demi-angle au 
om met les compléments des angles donnés. 

Après avoir défini ces deux cônes, nous leur substituerons deux 
phères inscrites, de préférence des sphères égales, et il suffira de 
nener à ces deux sphères un plan tangent commun passant par le 
point donné. 

On procéderait de la même manière, si le plan inconnu devait 
faire avec deux droites des angles donnés. 


111. — PLAN TANGENT A UN CONE FAISANT AVEC UN-PLAN 
UN ANGLE DONNÉ. 


356. 一 Le plan inconnu sera tangent à un cône de révolution 
ayant pour sommet le sommet du cône proposé, pour axe une 
perpendiculaire sur le plan connu, et pour demi-angle au sommet 
le complément de l’angle donné. 

Il suffira donc de mener un plan tangent commun au cône donné 
et à ce cône de révolution. 

Si, au lieu du cône primitif, on avait un cylindre, on menerait 
au cône de révolution un plan tangent parallèle aux génératrices 


du cylindre, puis au cylindre un plan tangent parallèle au plan 
ainsi obtenu. 


IV. — PLAN TANGENT A UNE SPHÈRE FAISANT UN ANGLE 
DONNÉ AVEC UN PLAN DONNÉ. 


357. — Le plan inconnu sera aussi tangent à un cône de révo- 
lution circonscrit à la sphère, ayant son axe perpendiculaire sur 
le plan donné, et pour demi-angle au sommet le complément de 
angle donné. 

Le plan inconnu passera donc par le sommet du cône, ou bien 
encore son point de contact se trouvera dans le plan polaire du 
sommet du cône par rapport à la sphère. 

Proposons-nous de déterminer le sommet du cône et son plan 
polaire, soit la sphère 0 (3) (fig. 156) et le plan P. Commençons 
par prendre pour ligne de terre ху une parallèle à la ligne de 
plus grande pente P du plan donné, et comptons les cotes à partir 
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du plan horizontal (3). Le plan donné a pour trace verticale P, dass 


le système xy. 

L'axe des cônes est T’o'S' ToS perpendiculaire sur le plan dons 
et mené par le centre 00’. Les sommets sont les points de ree 
contre SS‘, ТТ’ de cet axe avec des tangentes au contour apparent 
vertical de la sphère faisant avec Гахе S'o'T' le complément de 
l'angle donné. 





10 2 3 & 5 


Fig. 156. 


Si donc on mène par l’un quelconque des points SS’ (6,22) ou 
ТТ’ (0,22) un plan tangent à la sphère, il fera avec le plan E 


langle donné. 
Les points de contact se trouveront dans Рип ou l’autre des 


plans de bout a'b', c'd' définis de plus par leurs échelles de 
pente 0, В. 


У. — PLAN TANGENT PAR UN POINT A UNE SPHERE 
FAISANT UN ANGLE DONNÉ AVEC UN PLAN DONNE. 


358. — 4re solution. 一 Le plan inconnu passera par le 
point donné, puis par l’un des points S,T déterminés précédet- 
ment; il suffira donc de joindre le point donné à l'un des points 
S, T et de mener par l’une de ces droites un plan tangent à в 
sphère. 


一‏ --- كك 
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359. 一 2° solution. — Le point de contact inconnu se 
trouvera dans le plan polaire P du point par rapport à la sphère 
et dans l’un des plans Q ou R déterminés précédemment. Il 
suffira donc de chercher l'intersection du plan polaire P avec l’un 
des plans 0 ou В et de déterminer les points de rencontre de 
cette droite avec la sphère. 


VI. — PLAN TANGENT A UNE SPHÈRE FAISANT AVEC 
DEUX PLANS DES ANGLES DONNÉS. 


360. — 1° solution. 一 On détermine d’abord les points 
fixes S, T par l’un desquels passent les plans tangents à la sphère 
faisant avec le premier plan donné un angle connu. On détermine 
de la mème façon les points fixes S,, T1 relatifs au second plan. 

Enfin, en joignant ces points deux à deux, il ne reste plus qu’à 
mener par l'une de ces quatre droites SS,, STi, TS,, TT, un plan 
tangent à la sphère, ce qui donne en tout huit plans. 


361. — 2° solution. — On peut aussi déterminer les 
plans 0, R relatifs au premier plan donné, puis les plans Qu, Ry 
relatifs au second plan. Il suffit alors de chercher les points de 
rencontre de la sphère avec l’une quelconque des intersections 
00., OR:, RQ, RR,, ce qui donne les huit points de contact. 


УП. — EMPLOI DE LA SPHERE POUR L’ETUDE DES 
SURFACES DE RÉVOLUTION. 


362. — Pour résoudre les problèmes relatifs aux plans tan- 
gents aux surfaces de révolutien, nous avons montré que Гоп 
pouvait substituer à la surface soit un cône tangent tout le long 
d’un parallèle, soit un cylindre tangent tout le long d’une méri- 
dienne. On peut aussi remplacer la surface de révolution par une 
sphère tangente tout le long d’un parallèle. Le centre de cette 
sphère sera l’intersection de l’axe avec le plan normal à la ligne 
qui décrit la surface au point où cette ligne rencontre le parallèle 
considéré. 

Si donc on veut mener par un point extérieur un plan tangent 
ayant son point de contact sur un parallèle donné, on construit 


272 | DE LA SPHÈRE. 


d’abord la sphère w inscrite tout le long de ce parallèle P, puise | 














cherche le plan polaire 0 du point extérieur A par rapport à cet 
sphère w. Le plan du parallèle P et le plan polaire 0 se coupes 
suivant une droite dont les points de rencontre avec la sphère u 
sont les points de contact cherchés. Ou bien, toujours après aver 
construit la sphère ره‎ on prend le pôle $ du plan du parallèle Р 
‚ par rapport à la sphère, et il suffit de mener par la droite SA des 
plans tangents à cette sphère. 


LIVRE XII 


RÉSOLUTION DES TRIÈDRES 


363. 一 Les éléments numériques d'un trièdre sont au nombre 
de six: les trois faces a, b, с et les trois diédres A, В, С. Trois 
de ces éléments suffisent pour déterminer le dièdre ; nous aurons 
donc à examiner les six cas suivants, dans lesquels on connaît : 

1° Les trois faces Е, Е, К; 

2 Deux faces et le dièdre compris F, D, Е; 

3° Deux faces et le diédre opposé à l’une d'elles Е, Г, D; 

4° Une face et les deux diédres adjacents D, Е, D; 

5° Une face, un dièdre adjacent et le dièdre opposé F, D, В; 

6° Les trois diedres D, D, D. 

La résolution de ces six cas peut se ramener à celle de trois 
d’entre eux, à l’aide du trièdre supplémentaire. Par exemple, soit 
à construire un trièdre, connaissant deux faces а, b, et le dièdre 
compris Ci; les suppléments de ces angles x — a, т —- b, т — € 
sont une face + — С et les deux dièdres adjacents т — a, т —b du 
trièdre supplémentaire. Donc, si l’on sait résoudre le quatrième : 
cas, on pourra construire directement le triédre supplémentaire 0 
du triédre cherché, et,en cherchant les suppléments de ses 2 
autres éléments, on aura les éléments inconnus du trièdre pri- 
mitif. 

Finalement, on peut résoudre arbitrairement le premier ou le 
sixième cas, le deuxième ou le quatrième et enfin le troisième ou 
le cinquiéme. 

Comme application des problèmes relatifs à la sphère, nous 
allons résoudre directement les six cas. 

J. CARON. — Géom. cotée. 18 
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I. — DETERMINATION DES ÉLÉMENTS NUMÉRIQUES 
D'UN TRIEDRE. 


364. 一 Nousramènerous tous les cas des trièdres au probleme 
suivant: trouver les éléments numériques d'un triédre, connaissal 
une face, la projection de la troisième aréte sur le plan de cette 
face, et la cote d'un point de la troisième aréte par rapport au plas 
de la face. 

Soit ASB la face connue dans le plan horizontal (fig. 157) et Y 
la projection de la troisième aréte, en supposant connue la cole du 





Fig. 157. 


point с. Prenons comme ligne de terre ху perpendiculaire sur SA 
et menée par le point с. Се dernier point se projette alors verti- 
calement sur une perpendiculaire à xy menée par с, а une dis | 
tance cc’ au-dessus de xy égale à la cote connue du pointe. Ladroite | 
c'a représente alors la trace verticale du plan ASC, et par suite | 
c'ac mesure le dièdre À. | 

Rabattons maintenant le plan ASC sur le plan horizontal autour = 
de AS. Cette opération se réduit d’ailleurs à une simple rotation | 
autour de la ligne de bout a, mesurée par l’angle c'ax. Elle améne | 
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en particulier le point сс’ dans le plan horizontal en С. Nous 
avons donc suivant ASC la face b. 

En prenant de même comme ligne de terre wy, perpendicu- 
laire sur В, nous aurons suivant c',$c langle dièdre В. Après le 
rabattement du plan BSC sur le plan horizontal autour de SB, 
BSC, représente la face а. 

Il reste enfin à trouver le dièdre С. 


365. — 1° construction. — Prenons comme ligne de 
terre Ways la droite Sc. Le point © se projette verticalement en c’s, 
à une distance au-dessus de ولزود‎ égale à la cote connue du 
point с. L’aréte Sc a pour projection verticale S':c';. Menons 
alors-par cc’, un plan с’зуа perpendiculaire sur l’aréte ScS'ice. 
Ce plan coupe le 016076 suivant deux droites faisant entre elles 
l’angle С. Les traces horizontales des deux côtés de l’angle sont 


les points a, 6. Quant au sommet de l'angle, c'est le point cc’. 


Rabaltons alors ce plan sur le plan horizontal autour de ab. 
Les deux points а, b, qui sont sur la charnière, restent fixes. 
D’ailleurs le sommet de Pangle сс’, est rabattu en .ون)‎ Done aCed 
est l’angle diédre C. 


366. 一 2° construction. — Considérons toujours le plan 
perpendiculaire sur l’arête SC menée par le point с de l’espace. 
Ce plan coupe la face ASC suivant une droite dont le rabattement 
autour de AS est une perpendiculaire à SC menée par C, soit Ca. 

De même la face BSC est coupée suivant une droite dont le 
rabattement autour de SB est perpendiculaire sur SC; menée par 
Ca, soit C10. 

Le plan perpendiculaire à l'arête Sc coupe donc le triédre 
suivant un triangle dont on а les trois côtés : ab dans le plan ho- 
rizontal, CC dans le rabattement autour de AS, et DC, dans le rabat- 
tement autour de ЗВ. 


Rabattons ce triangle sur le plan horizontal autour de ab, 


autrement dit, construisons sur ab un triangle dont nous connais- 
sons les trois côtés ab, aC, 0C,. Pour cela, de a comme centre avec 
aG pour rayon on décrit une circonférence, puis de b comme 


centre avec 6C, une autre circonférence qui coupe la première au. 


point Ce. 
Finalement aG:b est Рап е diédre С. 
Signalons dans l’épure, outre les vérifications provenant des 


3-5 


deux constructions de l’angle C, que les longueurs SC, SC, 
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S'aC'2 sont égales entre elles, puisqu'elles représentent toutes trois 
la longueur de l’arète SC. 


Ii. — PREMIER CAS 215 


367. 一 Le premier des cas des trièdres est celui où Pon con- 
nait les trois faces. Prenons comme plan horizontal de projection 
le plan de l’une des faces, par exemple le plan de la plus grande. 
ASB. Figurons ensuite les rabattements ASC, BSC, des deux autres 
faces sur le plan horizontal, successivement autour de AS et de BS 
(fig. 158). 

Si nous prenons les longueurs SG = SC, les deux points С, نا‎ 
peuvent étre considérés comme les rabattements autour de SA et 





SB d'un mème point de Paréte SC. Or, en relevant la face ASC 
autour de AS, le point С décrit en projection horizontale la droite 
_ Ca perpendiculaire sur SA. De mème, en relevant le point ينا‎ 

autour de SB, il décrit en projection horizontale la droite C5 
perpendiculaire sur SB. 

En résumé, le point c,iatersection de Ca, СВ, a est la projection 
horizontale d’un point de la troisième arête, et par suite Sc est 
la projection de cette troisième aréte. 

¿Pour trouver la cote du point с, on a pris comme ligne de terre 
Sc ou Yaya. Le point с doit alors se projeter verticalement en ¢’s, 
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sur la circonférence CC,, parce que les longueurs SC, SC,, S'ac'e . 


doivent être égales. 

On peut aussi expliquer la construction précédente en disant : 
L’aréte inconnue Sc est une génératrice commune à deux cônes 
de révolution ayant pour sommet commun le point S, pour axes 
SA, SB, et pour demi-angles au sommet b et a. Le point S est un 
premier point de cette génératrice. Pour en trouver un second 
point, on a coupé les deux cônes par une même sphère ayant pour 
centre le sommet commun $. On obtient ainsi deux parallèles 
Ca, С.В, qui se coupent au point с. 

Enfin, pour trouver la cote du point c, il suffit dans le système 
ys de le considérer comme appartenant à la sphère auxiliaire. 

Pour que le problème soit possible, il faut que le point-c se 
trouve à l’intérieur du contour apparent de la sphère, ou bien : 


AS( + BSC’; > ASB, 
ou : 
c<a+bd, 


c'est-à-dire la plus grande face plus petite que la somme des 
deux autres. 

Si nous supposions les trois angles donnés obtus, l’angle © 
étant toujours le plus grand, la condition précédente deviendrait, 
en remplaçant les angles au sommet des cônes par les angles 
adjacents, pour retrouver des angles aigus, comme dans l’exemple 
primitif : 


.+2 > م ل 6ل م6 (m—a)+(r—-b)>c ou‏ 


En résumé, les conditions de possibilité sont : 

4° La plus grande face plus petite que la somme des deux 
autres ; 

2° La somme des trois faces plus petite que quatre droits. 

Lorsque ces conditions sont remplies, le probléme présente 
deux solulions, car on peut aussi supposer le point © au-dessous 
du plan ASB. 

Quand on demande de mener par S une droite faisant avec SA 
et SB des angles donnés sans s'inquiéter des directions SA, SB, 
le probleme peut alors présenter quatre solutions réelles, pro- 
venant de ce fait que deux cônes de révolution ayant même 
sommet peuvent se couper suivant quatre génératrices réelles. 


-一 ~ 一 一 一 “一 -一 ~ 一 一 ل ل ل ا ل‎ 
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Il faut alors remplacer l’angle с par son supplément = — с. 
La condition primitivement établie donne, pour ja réalité des 
deux nouvelles solutions, la relation suivante : 


e—c<a+b ou a+tb+e>=. 
Donc, en résumé : 


arbre < 25| 

a-+b-+c>x } quatre solutions. 
c<a+b | 

nh о о مل‎ > > 


c<a+b | deux solutions. 


Ш. — DEUXIÈME CAS DES TRIEDRES. 


368. — Nous nous donnons maintenant deux faces et le 
diédre compris. 


Soit ASB l’une des faces données dans le plan horizontal 


(fig. 159), ASC le rabattement de la deuxième face connue sur le 


aa 一 一 一 人 / 


صم 





Fig. 159. 


plan horizontal autour de AS. Le dièdre À étant également 
connu, si nous prenons comme ligne de terre une perpendiculaire 
sur AS, dans ce système, le plan ASC a pour trace verticale une 
droite menée par a et faisant avec la ligne de terre l'angle 
diédre A. Dans ce plan, relevons larete SC. Le point С décrit 
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alors dans le plan vertical une circonférence de centre a 
se placer en c'c. En résumé, Sc est la projection de la ti 
aréte et cc’ est la cote du point с. 

On trouve comme solution le trièdre figuré dans l’épu 
trièdre symétrique par rapport ап plan horizontal. 


IV. — TROISIÈME CAS OU CAS DOUTEUX. 


369. — Pour construire un triédre, connaissant deux 
le dièdre opposé à l’une d'elles, prenons comme plan de pr 
le plan de la face connue adjacente au dièdre donné, s 
(fig. 160). Eu appelant A le dièdre connu, si nous prenons 
ligne de terre ay une perpendiculaire sur SA, dans ce 
le plan ASC а pour trace verticale une droite menée р 
faisant avec ху Vangle dièdre A. D'ailleurs, le dernier ， 
connu étant la face BSC, nous pouvons figurer le raba 
BSC, de cette face sur le plan horizontal autour de BS. 





Fig. 160. 


Il reste donc à relever la droite SC, autour de SB, de 
Vamener dans le plan ASB. 

Prenons donc comme nouveau plan vertical le plan a, 
pendiculaire sur SB. La nouvelle trace verticale du plan , 
انيه‎ qu’on a obtenue en faisant le changement de plan 
pour les points a, et pp’ du plan ASC dans le système pri 
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Dans le nouveau système x,y,, le point С, décrit dans le plan 
vertical une circonférence de centre В et vient se placer en de 
sur la trace verticale nouvelle du plan ASC. 

En résumé, Sc est la projection de la troisième aréte, la cole 
du point c étant mesurée par cc’. 

On peut donner de cette construction une autre explicatioa 
beaucoup plus naturelle en disant que l’arête SC est l'interseclios 
du plan ASC avec le cône de révolution ayant pour sommet 5, 
pour axe SB et pour demi-angle au sommet BSC, ou a. 

Dans le système x,y, on a la base du cône qui est dans le plan 
vertical la circonférence décrite de В comme centre avec ЗС, pour 
rayon. 

Le plan ASC étant défini par ses traces dans je système ху. ов 
a déterminé sa trace sur le plan de base du cône, c’est-à-dire sa 
nouvelle trace verticale ap’; dans le système x,y;- 

Le plan ASC coupe donc le cône suivant la génératrice SeS'e”, 
qui est l’une des solutions du problème. 

Pour que le probléme soit possible, il faut que le plan ASC 
coupe le cône ou, ce qui revient au même, il faut que le plan ASC 
coupe une sphère inscrite dans le cône. 

Si nous prenons, par exemple, la sphére inscrite ayant pour 
centre le point В, et dont le rayon est mesuré par la distance sr 
du centre à la génératrice principale SC,, il faut que ce rayon 
soit plus grand que la distance du méme centre 8 au plan ASC. 

Or, dans le système ху, le point В se projette verticalement 
en В’ sur xy, et la distance de ce point 83’ au plan ASC est 
mesurée dans le même système par la distance В’4’ du point 2 à 
la trace verticale ap’ du plan ASC. 

La condition de possibilité est donc : 


Br > Bid’. 


Évaluons ces deux quantités en fonction des données. Menons 
d’abord par В la parallèle Ва’: à ху. 
Le triangle rectangle SG’, donne : 


Ba’, = SB sin с == В'а. 
D'ailleurs, le triangle rectangle a8'd' donne : 


B'd' = 2B’ sin A = SB sine sin A. 
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D”un autre côté, le triangle rectangle Sfr donne : 
Br = Sf sin a. 
La condition de possibilité est alors : 
sin 4 > sine sin A. 


Cette condilion exprime simplement la réalité des génératrices 
d’intersection du plan avec le cône, mais il faut en outre que ces 
génératrices se trouvent au-dessus du plan horizontal. 

Lorsque BC, > Ba,, c’est-à-dire lorsque sina > sin с, l’un 
des points d'intersection passe au-dessous du plan horizontal et 
la solution correspondante ne convient pas, parce que l’angle 
dièdre obtenu A serait obtus. 

Si l'angle А était obtus, celle dernière solution conviendrait 
seule et l’on devrait avoir sin @ > sin с. 

En résumé, avec 


À < 3 et sinc>sina >sincsinA, 


on a deux solutions. 
Quand 


A> > cl sinc< sina, 


une seule solution. 
Si 
T . . . . 
A> g avec sinc>sina >sinc sin A, 


on n’a aucune solution. 
Entin, lorsque 


® 9 6 
A> 可 avec sinc < sina, 


on a une seule solution toujours réelle, car la condition 
sina > sinc sin A est nécessairement remplie. 
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V. — QUATRIEME CAS DES TRIEDRES. 


‚ 370. — Les données sont ici une face ASB et les deux diédre 
adjacents A, B. Prenons le plan de la face connue comme plas | 
horizontal (fig. 161). Si nous prenons comme ligne de terre xy 
une perpendiculaire sur SA, dans ce système le plan ASC a pour 
trace verticale une droite me- 
née par a et faisant avec В 
ligne de terre I’ angle diédreA. 
De méme, en prenant comme 
ligne de terre .r,y, une per- 
pendiculaire sur SB, dans et 
nouveau système le plan BSC 
a pour trace verticale une 
droite menée par 3 et faisant 
avec ху: l’angle В. 
Il reste à trouver linter 
S section des deux plans AS, 
BSC. Nous connaissons dé 
le point $. Il suffit donc de 
couper les deux plans donnés par un plan horizontal auxiliaire 
dont nous avons figuré les traces verticales H, H, dans les dew 
systèmes, parallèles aux deux lignes de terre et à la mème dis 
lance au-dessus de ces deux lignes de terre. Nous obtenons ainsi 
les deux lignes de bout c’, с’, qui se rencontrent au point c. 
Finalement Sc est la projection de la troisième arète, la cote 
du point с étant celle du plan horizontal employé. 





Fig. 161. 


VI. 一 CINQUIÈME CAS DES TRIEDRES. 


371. 一 Nous avons toujours une face ASC, mais nn dièdre 
adjacent À et le dièdre opposé B. 

Prenons comme plan de projection le plan de la face inconnue 
ASB adjacente aux deux dièdres donnés, soit ASB (fig. 163). Si 
nous choisissons comme ligne de terre ху une perpendiculaire 
sur l'arête SA, dans ce système, le plan ASC a pour trace une 
droite menée par a et faisant avec xy Vangle diédre A, que nous 
supposons obtus. 


pe 
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La face ASC étant connue en grandeur, nous avons figuré st 
abattement sur le plan horizontal autour de AS, ce qui not 
2ermet de relever l’arète SC en ScS'c' dans le plan ASC. II ne res 
plus qu’à mener par ScS'c' un plan BSC faisant avec le plz 
horizontal l’angle dièdre В. 

Le plan inconnu sera tangent à un cône de révolution à az 
vertical, ayant pour sommet le point cc’ et pour angle à la ba: 





Fig. 162. 


l'angle В. Soit c'd' une génératrice principale de ce cône. O 
en déduit la base du cône dans le plan horizontal, c’est la circor 
férence ayant pour centre с et pour rayon cd. 

L’aréte SB sera l’une des tangentes SB ou SB, menées par 
point 5 à la base du cône. 

Pour que le problème soit possible, il faut qu’on puisse men: 
par 5 des tangentes à la base du cône ou, ce qui revient au mêm 
il faut que la longueur de Voblique ScS'c' soit plus grande qi 
la longueur de la génératrice du cône c'd’, 


ou: SC> cd”. 
Or, dans le triangle rectangle SCa, 


ss’ 


50 ووو‎ © Ca = SS! tang b = ac’. 
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Le triangle rectangle cc'a donne ensuite : 
cc! = c'a sin А = SS’ tang b sin A. 
Enfin le triangle rectangle cc'd' donne à son tour : 


оф = cc! — SS’ tang 6 sin A 
sin B sin B 
La condition de possibilité est donc : 


SS’ SS’ tang b sin A 


一 -一 -一 = 
cos b sin B ? | 





ou : 
sin В > sin 0 sin A. 


Dans l'épure, nous avons supposé В > A ou sin В > sin A, abs 
les deux solutions convenaient ; mais, si l’on avait sinB >sinA, 
le problème serait possible et une seule solution conviendrail. 

Lorsque A est aigu, il n’y a jamais qu’une solution qui æ | 
vienne. 

En résumé, lorsque 


A>5 avec sin À > sin В > sinbsinA, 


on a deux solutions. 
Si 
A> 5 avec sin А > sin В, 
on a une seule solution toujours réelle. 
Enfin, quand 
À < 


Li 


2 


on a une seule solution. 


avec sin В > sin b sin A, 


VII. — SIXIEME CAS DES TRIEDRES. 


372. — Nous connaissons enfin les trois trièdres. Prenes: 
alors comme plan horizontal le plan de l’une des faces AS, 
par exemple (fig. 163), et comme plan vertical un plan perpendi- 
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sulaire sur l’aréte SA. Dans ce système, le plan ASC a р 
trace verticale une droite menée par « et faisant avec la li 
de terre l’angle dièdre A. 

Tl reste à construire le plan BSC, qui fait avec le plan عط‎ 
zontal l’angle В et avec le plan ASC l'angle С. Nous pouvons п 
donner, pour déterminer complètement ce plan, une condition 
plus. Nous allons, par exemple, l’assujettir à passer par 
point pp’, choisi arbitrairement dans le plan vertical. 





Fig. 163. 


Le plan inconnu, faisant avec le plan horizontal un angle 
sera tangent à un premier cône de révolution ayant pour 0 
met pp’, pour axe la verticale م‎ et pour demi-angle au som 
le complément de l’angle В. Soit p'q' une génératrice princip 
du cône. 

De même, le plan inconnu, faisant avec le plan ASC l'angle 
sera tangent à un nouveau cône de révolution ayant pour som: 
pp’, pour axe une perpendiculaire sur le plan ASC et pour дет 
angle au sommet le complément de l’angle С. Soit p’r’ une gé 
ratrice principale de ce cône. 1 

Pour mener maintenant un plan tangent commun à ces di 
cónes, nous leur substituons des sphères inscrites, par exem 
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celles qui ont pour centres les traces horizontales des deu 
axes 0, 01. 

Le plan inconnu passera par l’un des centres de similitude de | 
deux sphères, soit le centre de similitude inverse o. | 

La trace verticale du plan tangent commun est wp’. Quantal 
trace horizontale, elle passe par w et elle est tangente à ja bas 
du premier cône dans le plan horizontal. Or cette base est تأ‎ 
circonférence décrite de o comme centre avec og’ pour rayos. 
Nous avons ainsi l'aréte SB. D'ailleurs l’arête SC est l'intersectica 
du plan ASC et du plan tangent commun que nous venons de | 
construire. Les deux traces verticales se coupent en c’c. Par sulle, 
Sc est la projection horizontale de la troisième artte, la cote 48 . 
point С étant mesurée par cc’. | 

Pour que le problème soit possible, И faut que les deux 8 
de sommet р ne se coupent pas; la somme des deux angles ai 


sommet 5 — В, = — С doit donc être plus petite que l'angle des 


deux axes, lequel est égal à À : 


5—B+5—C<A; 


ou: 


A 十 B 十 C>z. 


La somme des trois dièdres est plus grande que deux droites. 
Lorsque les angles В, С sont obtus, la condition précédeale 
devient, en remplaçant ces angles par leur complément, pow — 
retrouver les véritables demi-angles au sommet : 


3 — eB) +3 —C)< As 


Ou ; 


B+C<A+ x. 


Le plus petit dièdre, augmenté de deux droits, est plus grad 
que la somme des deux autres. ١ 
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LIVRE XIII 


SURFACE GAUCHE DE RÉVOLUTION 


CHAPITRE PREMIER 


1. — PROPRIÉTÉS. 


373. — On appelle surface gauche de révolution la surf 
engendrée par une ligne droite en tournant autour d'une dre 
fie qui ne coupe pas la première. 


374. 一 En supposant Гахе de révolution vertical, les р 
jections horizontales des génératrices sont toutes tangentes à 1 
même circonférence, c’est la circonférence décrite par le pied 
la perpendiculaire commune entre la droite et l’axe. Cette « 
conférence s'appelle le cercle de gorge ou le collier. Ce cercle 
gorge servira de contour apparent horizontal lorsque l'axe 
révolution sera vertical. 


375. — Détermination d'un point. — Soit : 
surface gauche de révolution 
définie par la génératrice A 
dont on a la projection et 
l'échelle, puis par son axe 
vertical o (fig. 164). Propo- 
sons-nous de trouver le point 
de la surface projeté horizon- 
talement en m. Pour cela, on 
considére le paralléle de la 
surface passant par le point 
inconnu. La projection hori- 
zontale est une circonférence passant par le point m et а} 
pour centre le pied de l'axe o. Ce parallèle rencontre A 
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points y (1,5). у (4,5), done les points de la surface projetés 
horizontalement en т ont aussi pour cotes le premier, m (1,51, 
et le second, # (4,5). 


376. — Il est facile de reconnaitre que la surface admet dem 
systèmes de génératrices. En effet (fig. 165), soit а (1) b (0) une 
droite que l’on fait tourner autour de la verticale o de façon à 
engendrer une surface gauche de révolution. Abaissons du pied 
de Гахе о une perpendiculaire ох sur ab et considérons la droite 
a, (1) b, (0) symétrique de ab par rapport au plan vertical oz. 
Cette droite aib,, en tonr- 
nant autour du mème axe 
vertical 0, va engendrer une 
deuxiéme surface gauche 
de révolution. Il s'agit 
d'abord de reconnaitre qee 
les deux surfaces sont iden- 
tiques. 

En effet, coupons les dear 
droites par un méme plan 
horizontal, les points ayan! 
mêmes cotes sur ab et e, 
seront symétriques par rap- 
“o — 7 port au point a; done les 
rayons qui joignent ces den: 
points au point о seront 
égaux et par suite un plan horizontal quelconque coupe les deux 
surfaces suivant le même parallèle. 

П faut montrer de plus que les deux droites a(1)b (0 
а: (1) 61 (0), tout en engendrant la même surface, ne peuvent 
jamais coïncider, quel que soit l'angle dont on les fait tourner 
autour de l’axe. 

En effet, supposons la droite ab fixe, et faisons tourner seule- 
ment la droite .يليه‎ Sa projection horizontale sera tangente an 
cercle de gorge qui est décrit de o comme centre, avec ох рог 
rayon. 

Donc, aussitôt qu’on fait tourner a,b, d'un angle quelconque. 
les projections horizontales deviennent différentes, par suite les 
droites ab, a,b, sont actuellement dans la seule position où leurs 
projections horizontales puissent coïncider. Or, comme dans 





Fig. 165. 
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l’espace elles sont actuellement distinctes, il en résulte qu'après 
une rotation quelconque elles ne coincideront jamais. La surface 
admet par conséquent deux systèmes de génératrices. 


377. — Pour distinguer les systèmes des génératrices, consi- 
dérons un observateur placé debout sur le plan horizontal en b, 
trace horizontale de ab. Cet observateur voit le cercle de gorge à 
sa droite et la génératrice ab à sa gauche. 

Au contraire, un observateur placé debout sur le plan hori- | 
zontal cn b, voit le cercle de gorge à sa gauche et la généra- 
илсе «,b, à sa droite. 

Au lieu de deux observateurs, on peut se contenter d’un seul 
placé alors debout sur l'axe en o el regardant le point de contact 
a de chaque génératrice sur le cerele de gorge. Pour cet obser- 
vateur unique, la génératrice ab a sa trace horizontale b à . - 
gauche, tandis que la trace horizontale b, de la génératrice a,b, 3 
est à droite. o: 

Enfin, on peut convenir de figurer de chaque génératrice uni- ie 
quement la région comprise entre le plan horizontal et le plan du а 
cercle de gorge, en figurant la génératrice ab par la demi-tangente 3 
en trait plein ba, tandis que la génératrice a,b, sera figurée par к: 
la demi-tangente en trait mixte bia. On aura donc, en appliquant 3 
la même convention à toutes les génératrices, un système de $3 
demi-tangentes en trait plein dirigées toutes dans le mème sens, - 
et un autre système de demi-tangentes en trait mixte dirigées a: 
aussi dans le méme sens les unes par rapport aux autres, mais de "ae 
sens différent des premières, de telle sorte que deux traits de к 
même nature ne se traverseront Jamais. 7 
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378. 一 THEOREME. — Deux génératrices de système a 
différent se rencontrent toujours, el deux génératrices de тете TS 
système пе se rencontrent jamais. 

Soit А, В les projections horizontales de deux génératrices, 
sans tenir compte de leur système (fig. 166); la verticale عر‎ qui 
s'appuie sur ces deux génératrices les rencontre en deux points 
m,n lels que mu = nu. Cela résulte de l’égalité des triangles 
rectangles may, Зи qui sont égaux comme ayant un côté égal et 
un angle aigu égal. 

Les côtés égaux sont en effet pa, LG comme tangentes issues 


d'un point à une circonférence. Les angles en a, В sont aussi 
J. CARON. — Géom. cotée. 19 
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égaux, parce que toutes les génératrices font avec le plan hon- 
zontal le méme angle. 

Supposons maintenant que À et В (fig. 166) soient de svstème 
différent, les portions dessinées des deux génératrices seront de 
sens contraire, donc le point т de À se trouve au-dessous du pin 
du: cercle de gorge ainsi que le point 2 de В, et par suite les dew 
points m et # sont confondus. 

On peut dire aussi que les horizontales af, ab, qui s'appuient 
sur les deux droites, la première dans le plan du cercle de gorge. 
la seconde dans le plan horizontal, sont parallèles ; donc elles sont 
dans le même plan, qui sera précisément le plan tangent en в. 

Supposons, au contraire (fig. 167), que les deux génératrice 
А её В soient de même système, auquel cas elles sont figurées 
par des demi-tangentes dirigées dans le même sens. 

La verticale qui s'appuie sur ces deux génératrices rencontre 





Fig. 166. Fig. 167. 


А еп т au-dessous du cercle de gorge, B en n au-dessus du cercle 
de gorge. Donc, cette fois, les deux points т, п, loin détre 
confondus, sont toujours symétriques l’un de l’autre par rapport 
au plan du cercle de garge. 

On peut dire aussi : considérons les horizontales af, ab sap- 
puyant sur les deux droites, elles ne sont plus comme tout à 
l'heure parallèles entre elles, car par le point a on ne peut mener 
qu’une droite al, parallèle à «В et le point b, de la génératrice n'a 
pas une cote nulle. 





PLANS TANGENTS. 


Nous remarquons de plus que l’angle des deux horizontales af, 
ab est constant, quelles que soient les positions des deux géné- 
ratrices, car il est égal à l’angle bab, dont la grandeur est соп- 
stante, puisqu'il est inscrit dans la circonférence bab, et qu’il 
sous-tend une corde bb, de grandeur constante. 


379. — Plan tangent. 一 Nous pourrions d’abord procéder 


comme pour une surface de révolution quelconque, mais il est 
avantageux de profiter de la présence des génératrices. 
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Fig. 168. 


Nous dirons donc que le plan tangent en m (fig. 168) est déter- 
miné par les deux génératrices ma, тВ passant par le point et 
tangentes au cercle de gorge. 


Nous retrouvons ici une propriété que nous avions déja . 


reconnue pour la sphère, c’est que le plan tangent en un point m 
de la surface a pour trace sur le plan du contour apparent la 
polaire «В de la prôjection du point de contact par rapport au 
contour apparent. 

Les traces horizontales des deux génératrices se trouvent 
en a, 6 sur la trace horizontale de l’hyperboloïde, en ayant soin 
de remarquer que ab doit ètre parallèle à a8 ou bien en a,b,. 

Nous paraissons trouver deux solutions, cela tient à ce qu'il 
existe deux points de la surface projetés en m. Le premier point 
étant au-dessous du plan du cercle de gorge, le plan tangent en 
ce point a pour trace horizontale ab. Le second point est au-(lessus 
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du plan du cercle de gorge, et la trace horizontale du plan 
tangent en ce point est a,b, a. 

Les horizontales ab, а1№1, ag ayant des cotes connues, on en 
déduit les échelles des quatre génératrices et par suite les cotes 
des deux points т, ти, (1,15) et (6,25). 


380. — Normale. — Avant construit le plan tangent en 
un point quelconque т, on peut en déduire la normale, en 
menant par le point de contact une perpendiculaire sur ce plan 
tangent. Ainsi, le plan a3mab ayant pour module 0,4, la normale 


1 . 

aura pour module (32 et sa trace horizontale se trouvera 
, 

en п à une distance mn égale à 2,75 <> 1,15 = 4,81. 


381. — Axe horizontal. — Soit une surface gauche de 
révolution définie par son axe horizontal A (3) et par une géné- 





Fig. 169. 


ratrice horizontale G (5) (fig. 169). Proposons-nous de déterminer 
les points de la surface projetés horizontalement en т. Le paral- 
lèle passant par le point inconnu se projette horizontalement 
suivant une perpendiculaire à l'axe À menée par m et rencontre la 
génératrice С en .سه‎ Mettons en évidence ce parallèle en prenant 
comme ligne de terre гу. Le point عر‎ se projelte verticalement 
en y”, ци’ étant la différence de cotes entre @ et A. La projection 
verticale du parallèle cest done la circonférence décrite de 0 
comme centre avec о’д’ pour rayon. Finalement, le point m se pro- 


Fe 
a a "> 
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jette verticalement en m’ et par suite les deux points répondant à 
la question ont pour cote(3 plus ou moins mm”), soit (4,65) et (1,35). 

Le plan tangent en тт’ contient la tangente mtm't' au paral- 
lèle. D'ailleurs le plan normal en pp’ à GG’ est vertical et coupe 
l'axe au point fixe п, done mn est la normale à la surface au 
point m. On en déduit l'horizontale P (3) du plan tangent, en 
menant par { une perpendiculaire sur mn. 


И. — MÉRIDIENNE PRINCIPALE. 


382. — Pour trouver un point quelconque de la méridienne 
principale, il suffit de prendre l’intersection d’un parallèle quel- 
conque de ja surface ou encore d’une génératrice avec le plan 
méridien principal. 

Soit par exemple (fig. 170) une surface gauche de révolution 





définie par son axe horizontal A (3) ct une génératrice hori- 
zontale G (5). Prenons immédiatement comme ligne de terre ху 
une perpendiculaire sur A et figurons le parallèle du point pp’ 
de GG’. Ce parallèle a sa projection horizontale parallèle à xy, 
sa projection verticale est une circonférence de centre o' et pas- 
sant par y”. Le mème parallèle coupe le plan méridien principal, 
c'est-à-dire le plan horizontal mené par l’axe au point ти’ qui 
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est un point de la méridienne principale. Le plan normal en y' 4 
GG’ est vertical, il coupe Гахе au point fixe п, donc nn est la 
normale à la méridienne principale. La tangente mt sera per- 
pendiculaire sur mn. 


383. — Proposons-nous maintenant de trailer la même 
question, en utilisant les propriétés des génératrices. Commen- 
çons par figurer les génératrices principales de la surface qui 
sont GG’, GiG’,, HH’ et Н.Н“. 

Pour construire ensuite une génératrice quelconque, on se 
donne sa projection verticale qui est une tangente quelconque В' 
au cercle de gorge. En la supposant de système différent de GG, 
H,H',, elle rencontre ces deux droites en g'ig4, h',h, et par suite 
sa projection horizontale est g,h, ou В. Cette génératrice ren- 
contre finalement le plan horizontal mené par Vaxe au point p'p 
qui sera un point quelconque de la méridienne principale. 

Remarquons que la droite B est en même temps en projection 
horizontale la tangente à la méridienne principale, parce qu'au 
point p le plan tangent doit être vertical. 


384. 一 Asymptotes. — Pour que le point pp’ soit rejeté à 
l'infini, il faut que la génératrice devienne parallèle au plan 
horizontal. Les droites GG’, HH’, G,G',, Н.Н’. donneront done 
les points à l'infini de la méridienne principale, et comme, dans 
chacune des positions de la génératrice, sa projection horizon- 
tale est tangente à la méridienne, quand elle sera horizontale, on 
aura l’asymptote. 

Par conséquent les asymptotes de la méridienne principale sont 
précisément les projections horizontales G et H des quatre 
génératrices principales. 


385. — Équation de la méridienne principale. 
— Prenons comme origine le centre 00’ du cercle de gorge, pour 
axe des X une parallèle à la ligne de terre, pour axe des У Гахе 
de révolution et pour axe des Z la verticale 0 ; la génératrice prin- 


cipale GG’ aura pour équations Z =a et Y=; Х, еп appelant la 


tangente de l’angle de G avec l’axe de révolution (fig. 170). 


Les coordonnées du point py’ seront donc X, 1-5 X et a. 
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Les equations du parallèle passant par ce point seront : 


gi 23 — XSL at, 


Ce parallèle coupe le plan des xy au point mm’ dont tes coor- 
données seront : 


b 
ح رز‎ = À; 
д? =X? a’, 


L’équation de la méridienne s'obtiendra en éliminant X entre 
ces deux équations, ce qui donne : 





29,2 
2 = Si + a’, 
ou : | 
a? 2 
at مأ ون‎ 


ce qui est l'équation d’une hyperbole rapportée à ses axes. L’axe 
transverse a pour longueur a, c'est-à-dire le rayon du cerclede 
gorge. Les asymptotes sont, comme nous l’avons déjà vu, les 


génératrices principales y = + 2 x. 


La surface gauche de révolution n’est donc autre chose qu'un 
hyperbolvide de révolution à unc nappe. 


386. 一 Ponctuation. — En supposant l’axe vertical, le 
contour apparent horizontal est le cercle de gorge, il partage'ta 
surface en deux régions, l’une au-dessus du plan du cercle .te 
gorge qui est vue; l’autre au-dessous du cercle de gorge est 
cachée. Si l'axe était horizontal, le contour apparent serait alors 
formé par la méridienne principale ; elle partage également la 
surface en deux régions, l’une au-dessus du plan horizontal mené 
par l’axe qui est vue, l’autre au-dessous du plan méridien prin- 
cipal et qui est cachée. 

Mais ces résultats ne sont plus vrais lorsque l’hyperboloïde 
est solide. 
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Remarquons d’abord que les conventions ordinaires pout 
définir l’intérieur et l'extérieur ne sont plus applicables ia. 
Ainsi on appelle extérieur d’une sphère ou d’un cône du second 
degré l’ensemble des points par lesquels оп peut mener à ía 
surface des plans tangents réels. Le centre d’une sphère défini 
l'intérieur de la sphère. Les foyers de la base d'un cône ou d'us 
cylindre définissent également l’intérieur de ces surfaces. 

Pour la surface gauche de révolution, une pareille définilios 
n'est plus applicable, parce qu'un plan mené par une génére- 
trice et un point tout à fait arbritraire est toujours tangent à la 
surface. Il est donc indispensable d’établir ici une conventica 
particulière. I] est admis par tout le monde que le centre définit 
l'intérieur. Quand on dit qu’un hyperboloïde de révolution a une 
nappe est solide, sans ajouter autre chose, on suppose toujours 
qu'il est solide à l’intérieur, c’est-à-dire du côté du centre. 

Dans ces‘conditions, en supposant l'axe vertical, l'hyperboloïde 
est caché tout entier en projection horizontale, en particulier ke 
cercle de gorgejest lui-même caché. Si au contraire l’axe est hon- 
zontal, la méridienne principale reste vue comme si ou ne repré- 
sentait que la surface. 

C'est l'inverse lorsque l’hyperboloïde est solide à l'extérieur, 
quand on le projette sur le plan du cercle de gorge, ce cercle de 
gorge est vu ainsi qu’une moitié de la surface. Si au contraire où 
le projette sur un plan méridien, la méridienne principale est 
cachée tout entière ainsi que la surface. 


387. — Cône directeur. 一 Dans l’étude d'une surface 
gauche, il est souvent utile de connaitre le cône directeur de la 
surface, c’est-à-dire le cône obtenu en menant par un point de 
l’espace des parallèles à toutes les génératrices de la surface. 
Dans le cas d’un hyperboloïde de révolution, ce cône directeur 
sera aussi de révolution. Il aura son axe parallèle à l’axe de l'hy- 
perboloide, son demi-angle au sommet etant égal à l'angle des 


génératrices de l’hyperboloïde avec son axe. 


388. — Cône asymptote.— Considérons en particulier 
le cône directeur ayant pour sommet oo’ le centre de hyperbo- 
loide, il aura pour génératrice principale oyo'y parallèle à 66 
(fig. 170). Le plan tangent à ce cône particulicr suivant 070 y' est 
le plan vertical oy, nous voyons donc qu'il contient les deux géné- 
ratrices GG’, GiG’,. 





——— 
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Donc tout plan tangent au cône asymptote coupe l’hyperboloïde 
suivant deux génératrices parallèles à la génératrice de contact 
sur le cone, et symétriques par rapport à cette génératrice de 
contact. 

Comme un plan contenant deux génératrices d'un hyperboloïde 
est tangent à la surface au point de rencontre des deux généra- 
trices, on peut dire aussi que tout plan tangent au cône asymptote 
est tangent à l'infini à l’hyperboloïde. Ce cône asymptote est donc 
aussi tangent à l’hyperboloïde tout le long d’un parallèle rejeté à 
l'infini. 


CHAPITRE II 


I. — PLAN TANGENT PARALLÈLE A UN PLAN DONNÉ. 


389. — Quand nous avons résolu ce problème pour une sar- 
face de révolution en général, nous avons supposé connue la шеп- 
dienne de la surface. L'existence des génératrices sur une surlatr 
gauche de révolution permet de résoudre directement le шее 
problème sans passer par l'intermédiaire de la méridienne. 

Le plan tangent inconnu doit en effet contenir deux genera 
trices de la surface, il suffira donc de chercher d’abord les diret- 
tions de ces génératrices, puis leur position. Le point de rencontre 
de deux de ces génératrices de système différent sera le point de 
contact cherché. 





= 


Soit done un hyperboloïde de révolution à axe vertical défini 
par son cercle de gorge К (4) et sa trace horizontale H (0), pau 
plan défini par son échelle de pente Q (6g. 171). 

Commençons par construire le cône asymptote de la surlace. 
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Pour cela, figurons deux génératrices parallèles aa, aya, de 
Vhyperboloide et menons par le centre o une parallèle à ces deux 
génératrices. Soit oA, dont la trace horizontale se trouve en А au 
milieu de aa. 

La base du cône asymptote est donc dans le plan horizontal la 
circonférence décrite de o comme centre, avec 04 pour rayon. 

Menons ensuite par le centre un plan parallèle au plan donné Q. 
Soit XX, sa trace horizontale, la longueur 03 étant égale à 
quatre fois le module du plan 0. Ce plan oXX4 coupe le cône 
asymptote suivant les génératrices OB, OC qui sont les directions 
des génératrices de la surface paralléles au plan donné. 

Pour trouver ensuite les positions de ces génératrices, il suffit 
de mener au cercle de gorge des tangentes parallèles à OB, OC. 
Les traces horizontales de ces génératrices se trouveront sur la 
trace horizontale de l’hyperboloïde. Mais, comme chaque fois nous 
avons deux points d’intersection, il est préférable de remarquer 
que les génératrices parallèles à OB sont contenues dans le plan 
tangent au cône asymptote suivant OB. Donc les génératrices pa- 
rallèles à OB ont pour traces horizontales b, 6, et les génératrices 
parallèles à OC ont leurs traces horizontales en с, с1. 

Tl reste à combiner ces quatre génératrices, de façon à former 
avec elles des plans parallèles au plan donné. Les combinaisons 
possibles sont donc 6 avec c, ou ji avec с, parceque les traces hori- 
zontales bc,, cb, des plans tangents ainsi obtenus sont parallèles 
à la trace horizontale du plan donné. 

On peut dire aussi que l’on combine les génératrices bif, cy, 
parce que leur point de rencontre se trouve dans, le plan méridien 
03 perpendiculaire sur le plan donné. 

Ainsi donc les plans tangents cherchés ont pour points de con- 


y tact m, п, pour traces horizontales bc, cb, et pour traces sur le 


plan du cercle de gorge Вит, 18. Les cotes de ces différentes ho- 
rizontales étant connues, on en déduit celles des points de 
contact. 


IL.— PLAN TANGENT PAR UN POINT EXTÉRIEUR, LE POINT 
DE CONTACT ÉTANT DANS UN PLAN MERIDIEN DONNE. 


390. — Soit un hyperboloide de révolution défini par son axe 
vertical 0 et une génératrice A dont on a la projection et l’échelle. 


Ce = ee car г =“ eee _ 
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Proposons-nous de mener par le point P (2) un plan 12755 
ayant son point de contact dans le plan méridien M (fig. 1,21 

Le plan inconnu sera perpendiculaire sur le plan meré: 
donné, il contiendra donc la perpendiculaire sur ce plan mené 
menée par le point P, soit l'horizontale D. 

Or Je plan horizontal D (2) coupe la surface suivant le pri 
lèle A mené par le point à (2) de A, par suite la droite D cou 
l'hyperboloïde зат pesé ' 
by- 

Par chacun de ces det | 
points, on peut faire اسم‎ 
ser deux génératrices $, | 
way, vb, vb,. 

Prenons par хеши 
les deux génératrice: 4 
vb,, elles sont de srskft 
différent et se coups 
en т qui est le рые 
contact d'un premier pue 
tangent. | 

De même, les gent 
trices pa, vb sont aussi dans un même plan avec la druite В, 
elles déterminent un deuxième plan tangent dont le pout# : 
contact est à l'intersection п des deux générairices conti 
dans le plan tangent. 

Comme vérification, les deux points de contact doivent 6 | 
dans le plan méridien donné M. 

Le premier plan tangent est défini par l’horizontale D). pes : 
par sa trace ab, (6) sur le plan du tercle de gorge. De mew! 2 
second plan tangent est déterminé par l'horizontale D(?) ape 
sa trace a.) (6) sur le plan du cercle de gorge. 

Les cotes de ces différentes horizontales étant connues, (08 | 
déduit les cotes des points de contact. | 





Ш. — PLAN TANGENT PARALLÈLE A UNE DROITE, LE NN 
DE CONTACT ÉTANT DANS UN PLAN MERIDIEN 2011+ 
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391. — Le plan inconnu sera perpendiculaire comme pitt : 
demment sur le plan méridien donné, on connaît done comple 
ment la direction du plan tangent. Par un point de l'espace 0 


PLAN TANGENT PARALLÈLE A UNE DROITE. 


mènera une parallèle à la direction donnée, puis une perpe 
laire sur le plan méridien: ces deux droiles définissent انا‎ 
puis on inènera à la surface un plan tangent parallèle & с 


IV. — PLAN TANGENT PAR UN POINT EXTÉRIEUR, LE 
DE CONTACT ÉTANT SUR UNE GÉNÉRATRICE DONN 


392. — Soit un hyperboloide de révolution défini par : 
vertical o et la génératrice A. Proposons-nous de mener 
point P (3) un plan tangent à la surface, le point de conta 
sur A (fig. 173). 

Le plan tangent inconnu est complètement déterminé 
point P (3) et par la droite A. L’horizontale de ce plan | 
par le point P passe aussi par le point 
a(3) de la droite А. La trace du plan 
tangent sur le plan du cercle de 
gorge est donc la parallèle à Ра 
menée par la trace « de A sur le plan 
du cercle de gorge. 

Cetle trace. coupe le cercle de 
gorge en un deuxième point 8. Par 
suite, le plan tangent considéré 
coupe l’hyperboloïde suivant une 
deuxième génératrice dont la pro- 
jection horizontale est tangente en В 
au cercle de gorge. Finalement, 
celle seconde génératrice coupe la première au point de + 
cherché т, dont la cote se déduit de l'échelle de А. 





Fig. 173. 


У. — PLAN TANGENT PARALLÈLE А UNE DROITE, LE 
DE CONTACT ÉTANT SUR UNE GÉNÉRATRICE. 


393. — Soit un hyperboloide défini par son axe ver 
et la génératrice A (fix. 174). Nous voulons mener à la : 
un plan tangent parallèle à D, le point de contact étant sur 

Le plan tangent inconnu devant contenir А el être pa 
à D sera déterminé par A et par une parallèle à D men 
un point quelconque م‎ (4) de A. Cette parallèle est р (4) يه‎ 
longueur يعم‎ étant égale au module de D. 
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Une horizontale de ce plan tangent est la droite aiñ a, 7. 
donc la trace du plan авы 
sur le plan du cercle de ع‎ = 
est la parallèle à aq,mence كم‎ : 
la trace a de À sur le pla: в 
cercle de gorge. Cette der => 
trace coupe le cercle de == 
en un second point 5. Le plas 
langent coupe donc l'hvperz 
10106 suivant une deuuege 
génératrice tangente en 5 اك‎ 
cercle de gorge, et dont le pam! 
de rencontre avec la première A est le point de contact cherc::. 
La cote du point de contact т est donnée par l'échelle de A. 





Fig. 174. 


VI. 一 CONTOUR APPARENT, AXE OBLIQUE. 


394. — Proposons-nous de trouver un point du contour app+- 
rent d’une surface gauche de révolution & axe quelconque. 
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Fig. 175. 


Soit A Paxe, G une génératrice de la surface (fig. 175). Cut 
mençons par prendre comme ligne de terre la droite A, les pm | 
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ections verticales de l’axe et de la génératrice sont alors A’ et G'. 


Choisissons ensuite sur la génératrice un point arbitraire pp’ et 
menons par ce point un plan perpendiculaire à l’axe, ce sera le 
plan du parallèle. Dans l’épure, ce plan est de bout et il a pour 
race verticale P, perpendiculaire à A’ menée par py”. 

Menons ensuite le plan normal en pp’ à la génératrice GG’. 

Il est déterminé par l'horizontale phyh' et par la ligne de front 
æfu'f". Puis cherchons l'intersection de ce plan normal avec l’axe, 
a l’aide du plan vertical À qui coupe l'horizontale phy'h' en hh’ 
et la ligne de front à Pinfini. On a done mené par h’ une paral- 
léele à p'f qui rencontre l’axe AA’ en ww’. 

Ce point ww’ est le centre de ja sphère inscrite dans la surface 
tout Je long du paralléle considéré. 


395. — Les points sur le coutour apparent vertical par 
exemple se trouveront dans le plan du parallèle P, el aussi dans 
le plan du contour apparent vertical de la sphère inscrite, c'est-á- 
dire dans le plan de front vw. [ls seront par suite sur la droite BB’, 
intersection de ces deux plans. 

Les points cherchés se trouvent de plus sur le parallèle, ils 
sont donc à l'intersection de BB’ avec le parallèle, ou encore a 
l'intersection de la droite BB’ avec une sphère quelconque раз- 
sant par le parallèle. 

Nous avons choisi en particulier la sphère ayant pour centre le 
point de rencontre 00’ de Гахе avec le plan horizontal yp’. Cette 
sphère a pour rayon ou, се qui permet de figurer ses contours 
apparents. 

Finalement la droite ВВ’ coupe cette sphère 00'en a”, qui sont 
des points du contour apparent vertical. 

Les normales en ces deux points sont w'a”, w'b' dont les lon- 
gueurs donnent en même temps le rayon de la sphère inscrite. 

Le contour apparent vertical n’est pas autre chose ici que la 
méridienne principale. 


396. — Les points sur le contour apparent horizontal se trou- 
veront également dans le plan du parallèle P, et aussi dans le 
plan du contour apparent horizontal de la sphère inscrite, c’est-a- 
dire dans le plan horizontal w’. Ils se trouvent donc sur la ligne 
de bout т’ et en même temps sur le parallèle P, ou encore sur la 
même sphère 0 que précédemment. 

Nous pourrions donc couper la sphère o par le plan horizontal 


304 SURFACE GAUCHE DE RÉVOLUTION. 


т’, ce qui donnerait un parallèle sur lequel setrouverait le pout 
demandé en m ou ma. 

Les normales en ces deux points sont wm, wm,,et comme vén- 
fication wm —w'a', ces longueurs représentant toutes deux № 
rayon de la sphère inscrite. 

Au lieu d'employer ce procédé, nous nous sommes contentés de 
projeter les points т, m, sur le contour apparent horizontal de ja 
sphère inscrite w. 





LIVRE XIV 


SECTIONS PLANES 


CHAPITRE PREMIER 


I. — SECTION PLANE DU CONE DE RÉVOLUTION. 


397. — THEOREME (de Dandelin). — Toute section 
plane d'un cône ou dun cylindre de révolution est une des 
courbes, ellipse, hyperbole ou parabole, ayant : 

4° Pour axe focal, l'intersection du plan 3660111 avec le plan 
méridien perpendiculaire au plan sécant ; 

2° Pour foyers, les points de contact du plan sécant avec les 
sphères inscrites dans le cône et tangentes au plan sécant ; 

3° Pour directrices, les droites d'intersection du plan sécant 
avec les plans des parallèles de contact du cône et des sphères 
inscriles précédentes. 

En effet, prenons comme plan vertical (fig. 176) le plan méri- 
dien perpendiculaire au plan sécant el comme plan horizontal un 
plan perpendiculaire à l'axe. 

Soit S‘A’, S'B' les deux génératrices principales du cône, A'B' 
la trace verticale du plan sécant qui est de bout. 

Remarquons d'ahord que le plan vertical passant par Paxe est 
un plan de symétrie pour le cône, puisqu'il est perpendiculaire 
sur le plan sécant, c’est aussi un plan de symétrie pour ce plan 
sécant. | 

C'est done encore un plan de symétrie pour l'intersection, et 
par suite la ligne de plus grande pente ABA'B' est un axe de la 
courbe. 


Figurons les sphères inscrites dans le cône et tangentes au plan 
J. CARON. — Géom. cotée. 20 
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sécant, elles ont pour contour apparent vertical les deux cireoufs- 
rences 0'0',, ayant leurs centres sur l’axe et tangentes aux gent 
ratrices principales S'A”, S'B' ainsi qu'à la trace verticale du pla 
sécant. | 

Soit a'b'ab le cercle de contact de l’une des sphères, choisir 
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sons sur ce parallèle un point pp’ et joignons-le au sommet du 
eóne, pour avoir suivant SuS’p’ une génératrice de ce cône. 
Cette génératrice coupe le plan sécant au point mm’ qui estun 
point de la section. 
Le plan sécant est tangent aux deux sphères inscrites en 
FF’, FF; donc les droites mFm'F', mFm'F”, sont aussi tan- 
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gentes aux sphères, aux deux mêmes points. D’un autre côté, 
la génératrice SmS'm' est aussi tangente aux deux sphères aux 
points py’, рама, el par suite on a : 


(тЕт’Е’) = (mum'u), 
et : 
(mE, тЕ’) = (mu, m'p!,). 


D'où, en ajoutant : 
(mE mF") + (mF m'P",) = (mum'yp”) + (тать) = 


(pue pu) = 4'a'a, 
quantité constante, 

Les deux points FF’, Е.Е’, sont donc les foyers de la courbe 
dans l’espace. 

Mettons en évidence maintenant la propriété de la directrice. 
Pour cela, considérons l'intersection du plan sécant avec le plan 
du parallèle de contact a’b’, c'est la ligne de bout р’. Menons en- 
suite par mm' une parallèle à АВА’В' qui coupe la ligne de bout p: 
en pp’. 

Enfin, menons aussi par SS’ une parallèle à АВА’В’ qui coupe 
le plan du parallèle de contact en c c. 

Les deux droites ScS’o’, трт’р’ étant parallèles à ABA'B' sont 
aussi paralléles entre elles, et par suite elles sont dans un méme 
plan qui contient en outre la génératrice SmS'm’. 

On en déduit que les traces oo’, up’, рр’ des trois droites SoS/c’, 
Зи’, mpm'p' sur le plan du parallèle sont en ligne droite. 

Nous formons ainsi les triangles semblables Spo S'u's, 
mup m'y'p' qui donnent : 


Or mum'p' est égal à тРж’Е’ comme tangentes issues du point 
mm’ à la sphère, donc : 


(mF mE”) _ Sa 
(mp mp) 50” 
rapport constant. 


| 
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Le point FF’ est donc un foyer dans l'espace, la ligne de bout 
p' étant la directrice correspondante. 


Remarque. — Au lieu d'employer une sphère inscrite dans le 
cône et tangente an plan sécant, choisissons une sphère toujours 
inscrite dans le cône, mais coupant le plan sécant. 

En remplaçant la droite mFm'F” par la tangente menée pars 
à la section faite dans la sphère par le plan sécant, soit mim. 


on aurait encore : 


f 


(mty _ S’a’ 
(mp m'p')  S'o 


Donc le cercle d'intersection de la sphère et du plan sécant 
serait alors un cercle focal, la ligne de bout р’ étant la directrice 


correspondante. 


398. — Un raisonnement analogue à celui que nous venons 
de faire pour le cône de révolution peut s'appliquer aussi à la 
section plane d’une surface gauche de révolution. Nous allons 
nous en servir pour la méridienne principale en particulier. 

Soit une surface gauche de révolution ayant pour axe la ligne 
de bout o' dans le plan horizontal (fig. 171) et définie de plus 
par la génératrice principale horizontale АА’. 

Commençons par choisir sur la génératrice АА’ deux points 
arbitraires aa’, bb’, et figurons les paralléles passant par ces deat 
points. Ces paralléles coupent le plan méridien principal hori- 
zontal o' aux points aa’, ВВ’, qui sont deux points de la mén- 
dienne principale. 

La normale en aa’ à la surface est aussi normale à la généra- 
trice À, elle se projette donc horizontalement suivant la perpen- 
diculaire à А menée par a. Soit w son point de rencontre 356“ 
l'axe. Le point w est alors le centre de la sphère inscrite dans la 
surface tout le long du parallèle aa, le rayon de cette sphère étant 
mesuré par wa. Nous avons figuré le contour apparent horizontal 
de cette sphère, c'est une circonférence décrite de w comme 
centre avec wa pour rayon. De même, la sphère inscrite tout le 
long du parallèle bf a pour trace horizontale et en mème temps 
pour contour apparent la circonférence décrite de w, comme 


centre avec تإيه‎ pour rayon. 
Considérons maintenant une génératrice quelconque ВВ’, s3 
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projection verticale est une tangenle quelconque au cercle de 
gorge, soit В’. Nous l’avons projetée horizontalement à l’aide de 
ses points de rencontre mm’, пп’, avec les parallèles des points 
аа’, bb'. Cette génératrice rencontre le plan méridien principal, 1 
c’est-à-dire le plan horizontal, au point рр’ qui est un point de la 8 
méridienne principale. 1 

Or la génératrice pmn p'm'n' est tangente aux deux sphères ره‎ 
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les longueurs pmp'm' pnp'n’ sont aussi les distances tangen-‏ ريه 
tielles du point pp’ aux contours apparents horizontaux des deux‏ 
sphéres.‏ 

D'un autre côté, si nous faisons tourner la génératrice BB’ 
autour de l’axe, de façon à la faire coincider avec AA’, les points 
тт, пп’, рр’ viennent se placer en аа’, bb’, т, et les lon- 
gueurs pm, pn sont mesurées par та, tb. Mais la différence entre 
les longueurs tb, ха est constante, puisqu'elle est égale à ab, 
donc la différence des distances tangentielles d’un point quel- 


.. 
. ٠ 
له ل تلك‎ ua Vu 
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conque р de la méridienne aux deux cercles fixes ®. «, est con- 
stante. Autrement dit, la méridienne principale est une hyperbole 
admettant comme cercles focaux les cercles w, wi. 


II. — PROJECTION SUR UN PLAN PERPENDICULAIRE 
A L’AXE. 


399. — THEOREME. — Toute section plane d’un cône 
de révolution se projette sur un plan perpendiculaire à l'axe 
du cône suivant une des courbes, ellipse, hyperbole ou para- 
bole, ayant pour foyer le pied de l'axe, et pour directrice 
correspondante la projection de l'intersection du plan sécant avec 
le plan perpendiculaire à l'axe mené par le sommet du cône. 

Soit un cône de révolution ayant pour sommet SS’, son axe 
vertical, aba’b’ étant un cercle de base du cône. Coupons ensuite 
ce cône par le plan de bout PaP,. Une génératrice quelconque 
SpS'p’ coupe le plan sécant au point mm’. Le plan de front m 
coupe la trace horizontale du plan sécant au point 2D .Dun autre 





P Fig. 178. 


côté, la verticale т coupe le plan horizontal au point 38’ (fig. 178). 
Le triangle rectangle Sm$S'm'8" donne : 


58 = m'P' tang 0, 
en appelant 0 le demi-angle au sommet du cône. 


NATURE DE LA SECTION. 
De même, le triangle rectangle тВрт’В’р’ donne : 


m'f tanga,‏ = قم 
en appelant а l’angle du plan sécant avec Рахе.‏ 
On en déduit, en divisant ces deux égalités membre à mer‏ 
SP _ tango‏ 


tanga”‏ قر 


Le lieu du point В ou du point m est donc bien une co 
ayant pour foyer le point 5 et pour directrice P. 
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400. — Nous avons reconnu que, si le plan sécant coupa 
seule nappe du cône, les deux sphères inscrites étaient d'un 
côté par rapport au sommet du cône, et la section étai 
ellipse. Nous constatons en même temps que le plan skcal 
avec l’axe un angle plus grand que le demi-angle au sc 
du cône. 

En faisant les mêmes raisonnements avec un plan coupa 
deux nappes du cône, on constate d'abord que les deux زة‎ 
sont de part et d’autre du sommet, et que la quantité con 
n’est plus mF 十 mF,, mais mF,— mF.Donc dansce cas la s 
est une hyperbole et l’on reconnaît en même temps que Pan; 
plan sécant avec Гахе est plus petit que le demi-angle au se 
du cone- 

Enfin, lorsque le plan sécant fait avec l'axe un angle 6 
demi-angle au sommet du cône, il ny a plus qu’une ؛‎ 
inscrite. La démonstration relative aux deux foyers est en d 
mais celle concernant la directrice montre que la courbe 
lieu des points équidistants du foyer et de la directrice. La s 
est donc une parabole. 


404. 一 4e exemple: Ellipse. — Soit le cône de révo 
à axe vertical ayant pour sommet $ et pour génératrice А 
symétrique A, par rapport à la verticale 5, puis le plan P 
par son échelle de pente (fig. 179). 

Pour déterminer un point, on a coupé les deux surfaces 


312 CÔNE DE RÉVOLUTION. 


plan horizontal (1) qui donne dans le plan sécant l’horizontale 
h (1) et dans le cône la circonférence de centre 0 et passant par 
le point y. (1) de A. Ces deux lignes se coupent еп m ou m.. 





Fig. 179. 


La tangente en т est l'intersection du plan tangent qui a pour 
trace horizontale la tangente At a la base avec le plan sécant. Les 
deux traces horizontales se coupent еп $, donc mt est la tangente 
cherchée. 

Le module du plan étant plus grand que celui de А, la section 
est une ellipse. 

Un axe est la ligne de plus grande pente ox qui rencontre 
jaxe du cône. Les sommets sur cet axe sont les points de rer- 
contre de А ou А, avec le plan P. 

Pour А, les horizontales (0) et (5) qui s’appuient sur A et sur 
l'échelle de pente P se rencontrent au point w par lequel on 
mène l'horizontale du plan sécant qui donne еп а un premier 
sommet. 

Pour A,, le point fixe est w,, dont l’horizontale donne le second 
sommet b. 
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Le centre est alors au milieu de ab en y. Le deuxième axe est 
donc l'horizontale Y5. 


La droite قيس‎ donne en à, le point de A, qui а même cote 


que 5. 

11 en résulte que le plan horizontal Y coupe le plan sécant 
suivant y3 el le cône suivant la circonférence décrite de 5 
comme centre avec 58, pour rayon, d'où l’on déduit en c et d les 
deux nouveaux sommets. 

Nous avons enfin cherché la grandeur de la section, en rabat- 
tant le plan sécant sur le plan horizontal autour de sa trace 
horizontale {Y. Le point с (5) de la ligne de plus grande 
pente se rabat еп وه‎ à une distance de la charnière égale 


ad Vit m5 141,5 — 9 

La droite cyz se rabat suivant رعوزوه‎ ce qui donne en ya le centre 
de la courbe et par suite les positions des deux axes. De mème, 
la droite cbf se rabat suivant 0,6, се qui donne en bz le rabat- 
tement du sommet b. Enfin les sommets c et d se rabattent en 
Cad. 


402. 一 2° exemple : Hyperbole. — On donne un cône 
á axe vertical défini par son sommet et la génératrice A (fig. 180). 
Un plan sécant est donné par son échelle de pente P. Ayant déjà 
fait précédemment la détermination d'un point, nous passons 
immédiatement a la recherche des éléments de la courbe. 

Nous voyons d'abord que la section est du genre hyperbole, 
parce que le module du plan est plus petit que celui de la géné- 
ratrice À. 

Les sommets sont les points de rencontre des génératrices À, A, 
avec le plan P. On les a trouvés, commedans l’exemple précédent, 
à l’aide des points fixes روه ره‎ ce qui a donné les sommets a, 6. 

Pour trouver les asymptotes, commençons par chercher les 
directions des génératrices du cône parallèles au plan sécant. Pour 
cela, menons par le sommet du cóne un plan paralléle au plan 
sécant. L’horizontale Sw donne en 8 le point de l’échelle de pente 
P ayant mème cote que $. 

Il suffit donc de prendre Su = 6x, et de mener par y une 
parallèle à la trace horizontale XX, du plan sécant, pour avoir 
suivant YY, la trace horizontale du plan parallèle au plan sécant 
mené par le sommet du cône. 
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Cette droite coupe la base du cône aux points с, d, donc &, 
Sd sont les génératrices du céne paralléles au plan sécant. Les 
points d'intersection correspondants sont rejetés à l'infini; quant 
aux limites des tangentes en ces points, c’est-à-dire les asrm- 





Fig. 180. 


ptotes, elles s'obtiendront en prenant comme toujours l'inter- 
section du plan tangent et du plan sécant. 

Ainsi, la tangente en с à la base du cône coupe la trace XX, 
du plan sécant au point y, et, comme le point de contact está 
l'infini sur Sc, l’asymptote sera la parallèle à Sc menée par 1. 

La seconde asymptote o s'obtient de la même façon que la 
précédente. 

On aurait pu aussi trouver les asymptotes en tenant compte de 
ce que nous avons les sommets а, b et le foyer S. 

Nous avons rabattu la section sur le plan horizontal en рго- 
cédant comme dans l’exemple précédent. 


403. 一 3° exemple : Parabole. 一 Soit toujours $ le 
Sommet du cône, A une génératrice de la surface et 2 la ligne de 
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lws grande pente du plan sécant (fig. 181). Le module du plan 
tant égal au module de la génératrice, la section est une 
a rabole. 

Le sommet a est l'intersection de la génératrice A dans le plan 
xéridien perpendiculaire au plan sécant avec ce plan sécant. 





Fig. 181. 


Le foyer est le point S. La section, comme dans l’exemple pré- 
cédent, passe par les points de rencontre de la base avec la trace 
horizontale du plan sécant д et h. 

Le sommet de la section rabattue est аз, sa détermination étant 
d’ailleurs indépendante de la nature de la courbe. 

Dans, ces trois exemples, on a représenté la partie solide du 
cône placée au-dessous du plan sécant et au-dessus du plan 
horizontal. 


CHAPITRE II 


1. — SECTION PLANE DU CYLINDRE DE RÉVOLUTION. 


404. — Le théorème de Dandelin, que nous avons démosiré 
dans le cas du cône (399), est applicable également au cylindre de 
révolution qui est un cas par- 
ticulier du cône, sauf que les 
sections sont toujours des e+ 
lipses. Soit un cylindre de re 
volution à axe vertical (fig. 182) 
et un plan sécant défini parses 
échelle de pente P. 

La projection horizontale de 
la section est évidemment 
connue, c'est la base mèmt 
du cylindre. Pour en détermi 
ner un point т, il suffit de 
chercher la cote de ce point 
en le considérant comme 
appartenant au plan sécant 
Ainsi, le point m (2) estu 
point de la courbe. L’axe focal 
se projette horizontalemes! 
suivant la ligne de plus grande 
pente [ab. Les projectionshort 
° zontales des sommets sont dost 

Fig. 182. FQ TTL 
a (0,6), 6 (1 ,8),!c (4,2), d (4,2) 

Nous avons enfin rabattu la section sur le plan horizontal mes 
par le centre autour de Гахе horizontal cd. La longueur co 628 
égale à 6 modules du plan, le point 6 se rabat en وه‎ à une distant 


de la charnière 00 = 6 VI пи = 6 yl + 0,5° 一 6,6. 
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Les droites oa, ob se rabattent suivant ,و6266‎ сзВб», ce qui 
lonne en روه‎ be, c,d les quatre sommets de la section rabattue. 

La mème construction appliquée au point quelconque m donne 
таз, la tangente en ce point passant par le point fixe sur la 


"harniére. 


И. 一 PROJECTION D'UNE CIRCONFÉRENCE. 


405. — Soit mm' (fig. 183) un point de la section par le plan 
de bout A'B' d'un cylindre de révolution à axe vertical o. Consi- 


D a= CS a oom A A ow SU we «4% 






dérons le sommet CC’ du petit axe, 
et menons par ce point une perpendi- 
culairesur le plan ABCDA’B'C’D’. Pre- 
nons ensuite sur cette droite un point 
€.C’, tel que les longueurs 'س “ناسين‎ 
et Aw’Aw’ soient égales entre elles. 
Le point CC’, ainsi obtenu déter- 
mine, avec ABA’B’, un certain plan. 
Proposons-nous de trouver le lieu 
des points de rencontre de ce plan 
avec des parallèles à CC,C’C’,, menées 
par les différents points de la section 
du cylindre. Soit пит’, Рип de ces 
points. 
Les deux triangles (mumim'um';), 
(CwC,C’w'C’,) sont semblables et 
donnent : 


(mm! yy) _ (C40C!,0”) _ No 
(mum) — (Cola) А 





Done la courbe contenue dans le plan C,AB est semblable à la 
‚ circonférence AmB et, par suite, cette courbe est elle-même une 


circonférence. 


Ainsi l’ellipse, section plane du cylindre, peut être considérée 
comme la projection orthogonale d’une circonférence. 

Pour démontrer la réciproque, il suffit de faire voir qu’une 
ellipse quelconque peut être considérée comme la section plane 


d’un cylindre de révolution. 


1 
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En effet, soit AB, CD les deux axes d'une ellipse (fig. 14 | 


Dans le plan perpendiculaire à ABCD, mené par le grand axe AB, 
décrivons une circonférence sur Aw comme diamètre, et press 


la corde Ao égale au demi petit ахе (а. | 


Considérons alors le cylindre © : 


Cette détermination peut se fare. 
connaissant seulement les quatre points 


révolution ayant pour axe مك‎ et per 
rayon Cw. Ce cylindre sera coupé px 
le plan ABCD suivant une ellipse ayant 
pour sommets ABCD et qui coinade 
avec l’ellipse donnée. 


A, В, С, D. Donnons-nous alors ee 
circonférence quelconque et projetons 
la sur le plan ABCD, puis déterminess 
ces quatre points А, В, С, D, d’où nous déduirons le cylindre 也 
révolutren. 

Les égalités précédentes nous prouvent encore que la circonf- 
rence de l’espace est semblable à la base du cylindre et que les 
différents points de la circonférence se projettent orthogonalemest 
sur la section plane de ce cylindre, 

Donc, en résumé, la projection orthogenale d'une circonféresce 
est bien une ellipse. 





Ш. — DÉVELOPPEMENT DU CYLINDRE. 


406. — Le développement de la surface latérale d'un cylindre 
est la limite du développement de la surface latérale d'un pris 
inscrit, les côtés de la base du prisme diminuant indéfiniment. 

Nous ne nous occuperons ici que du cylindre de révolution. 

La base du cylindre a pour transformée une ligne droite Per 
pendiculaire sur les transformées des génératrices. 

Soit un cylindre de révolution à axe horizontal оу (6g. 18) 

Prenons comme ligne de terre LT une perpendiculaire sur أ‎ 
axe, alors la base du cylindre est dans le plan vertical une circt- 
férence ayant pour centre o' et pour rayon le rayon du cylindre. 

Prenons comme génératrice initiale AA’ et faisons le dévelop- 
pement sur le plan horizontal, en prenant comme généraine 
initiale correspondante Aj. 
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La transformée de la base contenue dans le plan vertical sera 
perpendiculaire sur A,, soit LT. 

Pour trouver la transformée d’une génératrice quelconque yp’, 
il suffit de prendre la longueur w,p, égale à Parc A’u’. Quand cet 
arc est très petit, on peut le remplacer par sa corde; mais, quand 
il est quelconque, on le décompose en petits ares que l’on rem- 
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Fig. 185. 


place chacun par sa corde, pourvu que la différence entre chaque 
petit arc et la corde correspondante soit négligeable graphique- 
ment. 

Pour plus d'exactitude, on peut calculer Гагс A’p’ en fonction 
de l’angle A'o'u', à l’aide de la relation : 
ne ا‎ (angle A'o'p'}° 

arc A'p = 27R —— . 

Ц suffit donc de calculer une fois pour toutes le nombre 
are et de le multiplier chaque fois par le nombre de degrés 
(A'o'u'}. 
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Le résultat obtenu représente des unités de même espéce que 
celles que l’on а employées pour mesurer В. 

On peut aussi éviter ces calculs en cherchant seulement la los- 
gueur 2 ع‎ R de la circonférence de base. 

On porte cetle longueur suivant w,w2. Puis on parlage la hase 
en un nombre quelconque de parties égales et 0,6, dans le miB* 
nombre de parties égales. 

On trouve ainsi les transformées exactes d'un certain nombre 
de génératrices. 

Pour en trouver une autre quelconque, il suffira d'établir sa 
position par rapport à la génératrice exacte la plus voisine. 


407. — Transformée d'une section plane. — Nou 
avons appliqué dans l'épure les raisonnements précédents à la 
section du cylindre par le plan vertical abed. La génératrice a 
ayant pour transformée ريم‎ le point correspondant à m s'oblienl 
en prenant mip, = mp. 

Pour trouver la tangente, on remarque que dans le cas d'us 
prisme Vangle d'un côté du polygone de section avec tes 
arêtes se conserve dans le développement. Il en est done de 
même à la limite, c’est-à-dire que la tangente à une courbe tracée 
sur le cylindre fait avec la génératrice un angle qui se conserve 
dans le développement. 

Il en résulte que la tangente à une courbe forme avec la géné- 
ratrice et avec la tangente à la section droite un triangle qui se 
conserve aussi dans le développement. On énonce ce résultat en 
disant que la sous-tangente ne change pas. 

Dans l'épure, le triangle considéré est mpém’p't’, la sous-tan- 
gente étant mesurée par p'{’. 

Construisons done dans le développement sur m,u, le triangle 
Mapal égal au triangle mutm'u'l. Pour cela, nous avons sim- 
plement pris pif, égal à la sous-tangente p'£'. Finalement mt, est 
la tangente cherchée. 

La même construction appliquée aux sommets a, b donne en 
a,b,a3 les sommets de la transformée. 

Aux points с, 4, la tangente à la courbe fait avec la généra- 
trice du cylindre le plus petit angle possible, il en est donc de 
même en сл, d, dans le développement, el par suite les points ci, di 

‘sont des point d'inflexion. La tangente en c, est parallèle à ab. 


as 5 on . 
eg aE Se 





CHAPITRE III 


I. — SECTION ANTIPARALLELE DU CONE A BASE 
CIRCULAIRE. 


408. — Étant donné un cône à base circulaire, si l’on mène 
par le sommet du cône et le centre de la base un plan perpen- 
diculaire sur le plan de base, ce plan est un plan de symétrie 
pour le cône, et on l’appelle plan principal. 

Soit SA, SB (fig. 186) les deux génératrices d'intersection du 
cône avec le plan principal, menons une droite CD antiparallèle 

- de AB par rapport à SA, SB, puis 
par cette droite faisons passer 
un plan perpendiculaire sur le 
plan SAB. On dit que ce dernier 
plan est antiparalléle du plan de 
base par rapport au cône. 


409. — THÉORÈME. 一 
La section d'un cône à base 
circulaire par un plan anti- 
parallèle du plan de base est une 
ctrconférence. 

En effet, coupons le cône et le 
plan sécant par un plan paralléle 
au plan de base; la section dans le cône sera une circonférence 
décrite sur A,B, comme diamètre. D'ailleurs le plan auxiliaire 
coupe le plan sécant suivant My perpendiculaire au plan SAB. 

Or, dans la circonférence A¿MB,, nous avons : 


Mp = Aw X Bip; 
mais, les droites A,B, et CD étant antiparalléles, опа : 
Aw. X Biu ح‎ Cu X Dp. 
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Fig. 186. 


322 CYLINDRE DE RÉVOLUTION. 


My" = Cu X Du. 


Donc : 





Et par suite le lieu du point M est la circonférence décrite sur 


CD comme diamètre. 


410. — Il résulte de ce théorème que tout cône avant pour 
base une section plane d’une sphère coupe la sphère suivant use 


deuxième circonférence. 


En effet, prenons comme plan de projection le plan passant par 
le sommet du cône, le centre de la sphère et le centre del 


base. Ce plan sera perpendiculaire 
sur le plan de base, ce sera donc ш: 
plan principal du cône. Les génera- 
trices principales SA, SB coupent le 
grand cercle de la sphère contenu 
dans le plan SAB (fig. 187) aux deus 
points С et D. Menons enfin par СЁ 
un plan perpendiculaire sur !e 
plan SAB. Comme AB et CD soul 
antiparalléles par rapport à SA, SB, 
le plan que nous venons de )00- 
struire coupera le cône et la sphere 
suivant deux circonférences décrilts 
sur CD comme diamètre. Ces deus 
circonférences sont donc identiques 
el constituent avec la première cir- 


S 





Fig. 187. 


conférence décrite sur AB comme diamètre l'intersection des 


deux surfaces. 


Les résultats précédents s'appliquent également au crjindr 
qui est un cas particulier du cône. 


|. — OMBRE D'UN HEMISPHERE. 


444. — On donne un hémisphère creux reposant par sit 
pôle sur le plan horizontal. Soil o(2) le centre. Trourer ls 
ombres produites, l'objetétant éclairé par le point lumineux Sql 


(fig. 188) 


Nous commençons par prendre pour ligne de terre ху. La pr 
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jection verticale o' du centre coincide avec 0; quant au point $, il 
se projette verticalement en S'. 

Dans ce système, la courbe de contact du cône circonscrit à la 
sphère se projetle verticalement suivant a’b', polaire de S' par, 
rapport au contour apparent vertical. 





Fig. 188. 


Le cône qui a pour sommet S' et pour base l'ouverture de l’hémi- 
sphère a pour contour apparent vertical S'c'S'd”. Ce cône coupe la 
sphère suivant une deuxième circonférence dont la projection ver- 
ticale est la droite ef’ passant d’ailleurs par le point de rencontre 
g' de c'd' et a'b'. 

La partie utile de l'ombre propre en projection verticale est a'y, 
celle de l'ombre portée dans l’intérieur de l'hémisphère par Гои- 
verture de l'hémisphère se réduit à e’g’. 

Conuaissant d’ailleurs les plans des deux courbes, on sait en dé- 
duire les sommets de la projection horizontale. Nous nous sommes 
contentés de figurer dans l’épure les sommets a pour l'ombre propre, 
e pour l’ombre portée, puis les points de contact y et h avec lecon- 
tour apparent horizontal de la sphère. 

L'ombre propre en projection horizontale se réduit donc à Pare 
gah qui est caché, tandis que l'ombre portée est limitée àl’arc дей 
qui est vu. 

Tl reste enfin à trouver l'ombre portée sur le plan horizontal. 
Elle se compose de l’ombre portée par la sphère complète et de 


一 一 一 mm à 
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l'ombre portée par l'équateur. Cette dernière est une circonférente 
ayant pour centre 0:01, ombre du point 00° et passant par d à, 
ombre de dd’. La partie utile est limitée aux points g,, &,, ombres 
des points 9 et №. Pour l'ombre de la sphère, nous 3508: 
marqué simplement le sommet a,a”,,ombre de aa’, la partie utile 
se réduisant à giauh. 

La région vue de cette ombre portée est celle qui se trouve en 
dehors du contour apparent horizontal de la sphère. 


Ш. 一 INTERSECTION D'UNE DROITE ЕТ D'UNE SPHERE. 


412. — Le théorème des sections antiparallèles permet de 
trouver l'intersection d'une droite et d'une sphère à l’aide de mr 
sonnements différents de ceux que nous avons utilisés jusqu'à 
présent. 

Soit la sphère о et la droite D définie par sa trace с sur le plan 
horizontal mené par le centre de la sphère et par le point 6 dass 
le plan horizontal tangent 
au point le plus haut s de la 
sphère (fig. 189). 

Considérons comme plas 
auxiliaire le plan projetant 
horizontalement la droite, il 
coupe la sphère suivant us 
petit cercle décrit sur bc 
comme diamètre. Le cbse 
ayant pour sommet le point 
le plus haut 5 de la sphère 
et pour base ce petit cercle 
be coupe la sphère suivant 
un deuxième cercle de rayon 
nul 5. Donc, la base de ce 
cône dans un plan horizontal quelconque est une circonférente 
hitangente au contour apparent du cône. En particulier, la base 
dans le. plan de l’équateur de la sphère est la circonférence ы 
tangente en b et c aux deux droites sb, sc. 

On peut dire aussi que la perspective du petit cercle vertical de 
sur le plan de l'équateur, en prenant comme point de vue le 
point s, est le cercle w. 





Fig .189. 
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Cherchons ensuite la perspective de D sur le méme plan. 


Le point с est à lui-méme sa perspective; d’ailleurs, la perspec- 
tive de a est à l'infini. Donc la perspective de D est la parallèle à 
Sa menée par с. Elle rencontre la perspective w du cercle bc 
aux points y, у qui sont les perspectives des points cherchés т, п. 


IV. — PLAN TANGENT PAR UNE DROITE. 


413. — Les résultats que nous venons d'établir sont indépen- 
dants du choix du plan auxiliaire passant par D. Plus généralement, 
la perspective d'une section plane quelconque de la sphère sur le 
plan de l'équateur, en prenant comme point de vue le point le 
plus haut de la sphère, est une circonférence. Si l’on considère des 
plans passant par une même droite D, les sections dans l’espace 
passent par deux points fixes qui sont les points de rencontre de la 





Fig. 190. 


droite D avec la sphère. Les 
perspectives de ces sections 
passeront également par 
deux points fixes. 

Or, parmi les cercles pas- 
sant par ces deux points 
fixes, il y en a deux réduits à 
un point, ces points seront 
alors les perspectives des 
points de contact des plans 
tangents à la sphère menés 
par la droite. Soit donc une 
droite D et une sphère définie 
comme dans l’exemple pré- 
cédent (fig. 190). Considé- 
rons comme plan auxiliaire 
le plan vertical D, ilcoupe la 
sphère suivant une circonfé- 
rence qui a pour perspective 


la circonférence w. D'un autre côté, la perspective de D est la 


parallèle à Sa menée par с, soit A. 


Il faut donc trouver les cercles de rayon nul passant par les 
points de rencontre de A avec le cercle w. Pour cela, abaissons 
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de w une perpendiculaire wp sur À, puis menons par p une tas- 
gente à la circonférence w. En rabattant la longueur py sur pu 
suivant py, pv, on a finalement en p et y les perspectives des points 
de contact. 

Ainsi donc les points de contact cherchés se trouvent sur 5р. f.. 
D'ailleurs ils sont aussi sur la polaire du point с par rapport a 
contour apparent horizontal de la sphère, ils sont donc finalemea! 
en т, я. 





CHAPITRE IV 


T. — SECTION PLANE D'UN CONE QUELCONQUE 


444. — Comme nous l'avons déjà dit à propos du cône di 
lution, pour trouver un point quelconque d’une section plar 
cône, il suffit de déterminer l'intersection du plan sécant av 
génératrice quelconque de la surface. 

Il y a donc lieu d'employer des plans auxiliaires passant: 
sivement par toutes les génératrices du cône. 

Pour obtenir des constructions plus symétriques et en 
temps plus rapides, il est avantageux d’assujettir le plan 
condition de plus; par exemple, à passer par une droite fixe 
par le sommet du cône. 

Soit donc un cône défini par son sommet S (6) et par s 
dans le plan horizontal, puis un plan sécant défini par son écl 
(fig. 191). 

Menons par le sommet du cône une droite quelconq 
exemple la parallèle à la ligne de plus grande pente P, elle 
le plan de base au point ره‎ So valant 6 modules du plar 
coupe ensuite le plan sécant en un point ريه‎ qui est ici à 
dans la direction So. 

Soit de plus XX, l'intersection du plan de base et du plans 
c'est ici l’horizontale o du plan sécant. 

Un plan auxiliaire quelconque mené par Soa, a pour trace 
plan de base une droite quelconque сода’. Sa trace sur 1 
sécant est ола, qui ici est parallèle à Sc. 

Ce plan auxiliaire coupe donc le cône suivant Sa, Sa’, q: 
contrent cta aux points 4, «’,. En résumé, a,,a', sont deux 
de l'intersection. La cote du point a, peut se déduire de: 
de 5 (6) et a (0) ou de l'échelle du plan sécant. 

On peut aussi dans le cas actuel employer comme surfact 


١ 
~ 一 -~ 一 一 一 











328 SECTION PLANE D'UN CÔNE. 


liaire un simple plan horizontal, par exemple le plan horizos- 
tal a. Il coupe le plan sécant suivant l’horizontale H (2) et le cône 
suivant une circonférence ayant pour centre le point o, de cote(?) 
sur So et passant par le point аз de cote (2) sur Sa. On obtient ainsi 


les points т, n et l’on a en même temps leur cote. 





Fig. 191. 


Cette façon de procéder, qui rentre tout à fail dans l'esprit de la 
méthode des plans cotés, ne convient réellement ici que par ce fait 
que la base du cône est une circonférence. D’un autre côté, elle 
ne permet pas de trouver un seul point remarquable et n'est 
bonne que pour obtenir des points courants. Aussi, nous allons 
continuer l’application de la première méthode. 


415. — Tangente. — La tangente au point a, par exemple 
est l'intersection du plan sécant avec le plan tangent au cône an 
même point. Ce plan tangent est déterminé par la génératrice 
Sa,a, et par la tangente at à la base. Nous connaissons déjà un point 
de la tangente, c'est le point de contact as. 11 suffit donc d'en 
trouver un second, que l’on obtiendra en coupant le plan tangent 
et le plan sécant par l’un des plans auxiliaires, par exemple 0%,. 
Cette façon de procéder revient à assimiler le plan tangent à un 
cône de sommet $ et ayant pour base af. Le plan auxiliaire coupe 
le plan tangent suivant St et le plan sécant suivant o,9, ce qui 
donne еп f, un second point de la tangente. En résumé, ait est 
la tangente cherchée. Quand les données le permettent, il est 
avantageux aussi d'employer comme plan auxiliaire le plan de 
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base ; c’est ce que nous avons fait pour le point a. Le pl 
base coupe le plan sécant suivant XX, et le plan tangent st 
а’т, donc a’,t est la tangente cherchée. 


416. — Points sur les contours apparents. — 
points, qu'il est très utile de déterminer, s'obtiennent en f 
passer le plan auxiliaire successivement par toutes les généra 
de contour apparent: 

Ainsi, le plan passant par la génératrice de contour appart 
est le plan ob8o,,il coupe le cône suivant 56,56' et le plan ؛‎ 
suivant 6,6, ce qui donne les deux points би, b',. Sur ces deux р 
il n’y en a qu’un de remarquable, c'est le point b,. En ce po 
projection de la courbe est tangente au contour apparent er 
jection du cône. Ce point servira de plus de limite entre les p 
vues et cachées de la courbe sur la surface du cône. 


417. — Plans limites. — Les plans auxiliaires ment 
Sco, ne donnent pas tous des points d'intersection. Les 
limites oyo, ردقه‎ s'obtiennent en menant par o des tangente 
base du cône. Les points correspondants sont c, et dy. De plu 
ces deux points, les tangentes sont oic1, cidi, puisque ce son 
cisément les intersections des plans tangents Sac, Sed avec | 
sécant. 


418. — Lorsqu'on juge que le nombre des points est suff 
il suffit de les joindre dans le même ordre que les points co 
pondants de la base. Cette opération est facilitée en ayant 
de donner à chaque point le nom du point correspondant 
base, affecté d'un indice. 

Ainsi, sur la base, nous trouvons les points dans l’ordre : 


ab'cba'da. 
Il suffira donc de joindre les points dans l’ordre: 


&b'icibia'idias 
pour avoir la courbe. 


419. 一 Ponctuation. —- Dans l'épure, nous avons г 


senté la surface opaque du cône comprise entre le plan de bt 
le plan sécant. 


Pour arriver à ce résultat, on commence par établir la | 
tuation de la courbe et de la base sur le cône réduit à sa su 
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opaque seule et conservéc tout entière. Les régions bea, bre, 
sont donc vues, tandis que les régions ba'd, b,a';d, sont cachées 

Ensuite, on conserve avec sa ponctuation primilive la surface 
du cône comprise entre les deux plans, 66, par exemple est 
conservée et vue. Enfin, une partie des courbes redevient vue 
comme contour apparent. 

Ici, c’est d’abord la section qui redevient vue tout entière. et 
ce serait tout si le cone était solide; mais, comme il est réduit à sa 
surface, la portion de la base à l’intérieur de la section redevient 
également vue. 


420. — Cas du cylindre.— Toutes les constructions pré- 
cédentes s’appliquent aussi au cylindre ; seulement la droite 
fixe oc, est choisie parallèle aux génératrices du cylindre. 


II. — AXES DE LA SECTION. 


424. — Nous supposerons que la base se projette horizonta- 
lement suivant une circonférence. Dans ces conditions, proposons 
nous de trouver les axes de la projection horizontale de la section. 

Nous avons vu dans le cas d'un cône de révolution que, pour 
trouver les directions des asymptotes d'une section plane, on me- 
nait par le sommet du cóne un plan paralléle au plan sécant, qui 
coupait le cóne suivant les directions demandées. 

Cette construction s'applique également dans le cas d'un cone 
quelconque. Soit donc (fig. 192) un cône défini par son sommet 





Fig. 192. 


et за base que nous supposons circulaire. Menons par le somm. 
du cône un plan parallèle au plan sécant, et soit YY, sa trace st’ 
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le plan de base. Cette droite YY, coupe la base aux pointsa, b; donc 
Sa, Sb seront les directions des asymptotes de la section. 

En prenant les bissectrices de l’angle aSb, on aura les directions 
des axes de la projection de la section. Ce sont ces bissectrices 
que nous nous proposons de trouver dans le cas d’une section 
elliptique, alors que les points a, b sont imaginaires. 

Lorsque a et b sont réels, les droites Sa, Sb coupent la base cir- 
culaire aux points 6. bi. 

Or la corde a,b, fait avec la corde ab des angles dont les bis- 
sectrices sont parallèles aux bissectrices de l’angle aSb. 

En effet, soit wp la bissectrice de l’angle awb, et Sq la bissec- 
илсе de Pangle aSb, il s’agit de démontrer que ces deux droites 
sont parallèles, c'est-à-dire que les angles awp, agr sont égaux. 

Mais l’angle awp a pour mesure : 


ab, , ayb 
TF 


D'un autre côté l’angle agr est égal à la somme gaS + aSy, il 
a donc pour mesure : 


M + (至 一 ay +) = =D Le. 


Donc, si nous connaissions la droite a,b,, la bissectrice de 
Pangle aba,b, serait parallèle à la bissectrice de l'angle aSb. 


422. — Or les droi'es ab, a,b, se coupent en un point w qui 
appartient à la polaire P du point 5 par rapport à la base du cône. 
De plus, la droite Se est conjuguée harmonique de P par rapport 
á ab, dibi. 

Donc finalement a,b, est la quatrième droite d'un faisceau har- 
monique dont on connaît les lrois autres droites P, Sw et ab. 


423. — Soit alors YY, (fig. 193) la trace sur le plan de base 
du plan parallèle au plan sécant mené par le sommet du 
cône. 

On construira d’abord la polaire P de 5 par rapport à la base, 
elle coupe YY, ou ab еп w. Puis on joint Sw, et l’on construit la 
quatrième droite du faisceau harmonique P, Sw, YY,. Soit © 
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cette droite qui a été obtenue en prenant le segment np égal an 
segment mn sur la corde mn parallèle à P. 





Fig. 193. 


En résumé, D, D,, bissectrices de l'angle aba,b,, sont les direc- 
tions des axes de la section. 


424. — Connaissant la direction des axes de la section, on 
trouvera les sommets eux-mêmes en menant à la section des 
tangentes parallèles aux directions des axes D, D,. Les tangentes 
parallèles à D par exemple seront les droites d’intersection du 


plan sécant avec les plans tangents au cône parallèles à la 
droite D. 
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CHAPITRE V 


I. 一 SECTION PLANE D'UN HYPERBOLOIDE. 


425. — Pour trouver un point quelconque d’une section plane 
d’un hyperboloïde, on peut employer comme plan auxiliaire un 
plan perpendiculaire à l’axe, ou encore chercher directement 
l’intersection d'une génératrice quelconque de la surface avec le 
plan sécant. 

Soit par exemple un hyperboloide de révolution à axe vertical o 
(fig. 194), admettant comme génératrice la droite A et un plan 
sécant défini par son échelle P. 





Le plan horizontal (2) par exemple coupe le plan sécant 
suivant l'horizontale H (2) et la surface suivant un parallèle de 
centre o et passant par le point(2)de А. Ces deux lignes se coupent 
en m et n, qui sont deux points de la section. 


和 
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Le second procédé consiste à faire passer par la droite A un 
plan quelconque, ayant par exemple pour trace horizontale R. Ce 
plan coupe la surface suivant А et une autre génératrice В. Il 
coupe ensuite le plan donné suivant ef qu'on a obtenu à l'aide 
des horizontales (0) et (2) du plan sécant et du plan auxiliaire. On 
obtient ainsi les deux points d'intersection p et q. 

Si, bien entendu, le plan auxiliaire passe constamment par la 
génératrice A, on retrouvera constamment le point pde A, et 
c’est seulement le point و‎ qui décrira la courbe. 


426. 一 Tangente. — La tangente au point m par exemple 
est l'intersection du plan sécant avec le plan tangent еп т. Ce plan 
tangent contient les deux génératrices ma, mb tangentes au cercle 
de gorge menées par т. Leurs traces horizontales sont en a, b sur 
la trace horizontale de l’hyperboloïde. Donc ab est la trace 
horizontale du plan tangent; elle rencontre la trace horizontale 
du plan sécant au point $, et par suite mt est la tangente cher- 
chée. 


427. — Éléments de la courbe. — Soit ele cercle de 
gorge d'un hyperboloide, D la trace du plan sécant sur le plan du 
cercle de gorge et m un point de la section (fig. 194). La généra- 

trice issue de m touche le cercle de 
a gorge au point a. Ensuite la ligne de 

A plus grande pente du plan sécant 

nt menée par # coupe D au point p. 
Enfin, la verticale m coupe le plan 

du cercle de gorge au point p. 
Dans le triangle rectangle тра, 


ба: 


D 
Fig. 195. pa — тр lang 9, 


| 

| 

1 

| 

| 

___L 

Л 

en appelant 0 l'angle des génératrices de l’hyperboloïde avec l'axe. 
De mème, dans le triangle rectangle тыр, on a : 


ир = mp tang o, 


en appelant ب‎ Pangle du plan sécant avec l'axe. 





SECTION ELLIPTIQUE. 
En divisant ces deux égalilés membre à membre, on a 


pa_ tangó 
bp tango” 





rapport constant. 

Donc, en utilisant la remarque faite a propos du théo 
Dandelin, toute section plane d'un hyperboloide se projet 
plan du cercle de gorge suivant une conique admettant 1 
de gorge comme cercle focal, et pour directrice corres; 
l'intersection du plan sécant et du plan du cercle de gorg 

La méthode des parallèles montre que le plan méridien 
diculaire au plan sécant est un plan de symétrie. So 
section avec le plan sécant sera un axe de la section. Les | 
rencontre de cet axe avec la section seront deux sommets. 

En prenant le milieu, on en déduira le centre, et 
deuxième axe sera l'horizontale du plan sécant menée 
centre. 


428. — Section elliptique. — Soit un hype 
défini par son cercle de gorge o et sa trace horizontale, 
plan sécant défini également par sa trace sur le plan du с 
gorge X,Y, et par sa trace horizontale XY (fig. 196). 

Le module aa, du plan sécant étant plus grand que le 
bb, de la génératrice, la section, comme nous le reconnaitr 
loin, est une ellipse. 

Le grand axe est la ligne de plus grande pente aa: 
sécant qui rencontre Рахе. Cherchons donc les points 
contre de celle droite avec la surface. 

Employons comme surface auxiliaire le cône de ré 
engendré par la droite aSa, en tournant autour de la ver 
Sa base dans le plan horizontal est la circonférence déc 
comme centre avec 04, pour rayon. 

Ce cône coupera l'hyperboloïde suivant des parallèles, 
les déterminer il suffit d'en chercher un point. Nous prend 
exemple l'intersection de la génératrice bb, avec ce cône. 

Menons donc par le sommet $ et par la droite bb, un p 
et cherchons sa trace horizontale. 

Un premier point est би, trace horizontale de bb,. Le 
point est В, trace horizontale de Sb que Гоп a trouvé à 
plan Sha qui adinet pour horizontale ab et pour trace hoi 
la parallèle a,8 à ab menée par a. 
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Donc le plan Sbb, а pour trace horizontale b,8 qui eoupe la 
base du cône en myn. 

Le cône est alors coupé suivant les génératrices Sm,, Sn: qu 
rencontrent bb, en т et n. 

Enfin, les parallèles menées par #2 et n coupent aa, aux som- 
mets cherchés y, у. Il faut remarquer que le parallèle т coupe aa, 
en deux points; mais, le point т étant compris entre b et b,, il 





faut choisir le point в entre a et as; de même le second parallèle 
ne donne qu’un seul point y. 

Le centre est au milieu w de uv. Le plan horizontal mené paf 
ce point coupe le plan sécant suivant l'horizontale w et l'hyperbe 
loide suivant une circonférence de centre 0 et passant par le point 
3 de bb, qui a même cote que le point w de ab. Pour obtenir ct 
point 3, опа joint ab, a,b, qui se coupent en A, puis on joint A, v- 
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En résumé, les quatre sommets sont p, v,7,p. Enfin les points de 
contact avec le cercle de gorge sont en 07 sur ХУ. 

On a représenté la partie solide de l’hyperboloïde au-dessous du 
plan sécant et au-dessus du plan horizontal. 


429.— Section hyperbolique.— La section est du genre 

hyperbole, lorsqu'il existe des génératrices de la surface parallèles 
au plan sécant. Pour trouver les directions de ces génératrices, 
nous ménerons par le sommet du cóne asymptote un plan paralléle 
au plan sécant, et nous prendrons l'intersection de ce plan avec 
le cóne asymptote. La section est donc du genre hyperbole lorsque 
le module du plan sécant est plus petit que celui de la généra- 
trice de la surface. Dans le cas contraire, la section est elliptique, 
et enfin, lorsqu'il y a égalité, la section est une parabole. 
Le cône asymptote étant tangent à la surface tout le long d’un 
parallèle à l'infini, les asymptotes de la section dans l’hyperboloïde 
seront les mêmes que celles de la section par le même plan dans 
le cône asymptote. 
-` Tei un seul des axes est réel. Quand on ne connaît pas à l'avance 
la position de l’axe réel, on commence par chercher les som- 
mets sur l’axe horizontal. Si ces points sont imaginaires, alors on 
cherche les sommets sur l'axe ligne de plus grande pente. 

Pour éviter cette hésitation, pendant que l’on cherche les asym- 
ptotes, on mène à la surface des plans tangents parallèles au plan 
sécant. Si le plan sécant est compris entre les deux plans tan- 
gents parallèles, l’axe transverse est horizontal; sinon, il est dirigé 
suivant la ligne de plus grande pente. 

Soit par exemple un hyperboloïde défini par son cercle de gorge 
et par sa trace horizontale (fig. 197), puis un plan sécant déterminé 
par sa trace XY sur le plan du cercle de gorge et parsa trace hori- 
zontale X1Y:. 

Construisons d’abord la base du cône asymptote dans le plan 
horizontal, pour cela figurons deux génératrices parallèles bb,, 
сс; la base du cône asymptote est dans le plan horizontal tne 
circonférence de centre o et tangente au point fa baca. 

Menons ensuite par le centre o un plan parallèle au plan sécant, 
sa trace horizontale X’Y’ est parallèle à ХУ, àune distance oa égale 
au module aa, du plan. Cette droite X’Y’ coupe la base du cône 
asymptote aux points p, у, donc op, oy sont les génératrices du cône 
asymptote parallèles au plan sécant. 

Canon. — Géom. cotée. 22‏ .ل 
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Les plans tangents au cône asymptote suivant ор, 0 coupent le 
plan sécant suivant om, wn parallèles à op, ov el l'on a ainsi les 
asymptotes de la section. 

Les traces horizontales des plans tangents paralléles au plas 
sécant seraient pivs, mave. Doncle plan sécant XYX,Y, est compris 
entre les deux plans tangents. L’axe transverse est par suik 
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horizontal; on obtiendra donc les sommets à l’aide du рая 
horizontal w. 

Dans la même épure, on a figuré la section par le plan paral- 
lèle au précédent ayant pour trace horizontale Z,V,. Les asym- 
ptotes sont w'm'1, w'n',, et, comme le plan sécant est en dehors 
des deux plans tangents parallèles, l'axe transverse est dirigé 
suivant la ligne de plus grande pente. On appliquera donc dans 
ce cas la construction qui a été donnée pour trouver les sommels 
de la section elliptique. 

On a représenté dans l'épure la surface de 1'hyperboloide cou 
prise entre les deux plants sécants et placée au-dessus du plan 


horizontal. 


430. — Section parabolique. — Les données étant les 
mêmes que précédemment, sauf que le module aa, du plan est 
égal à celui d'une génératrice bb,, alors la section est une parabole 
(fig. 198). 





3 su - 
ту à . 8 


Lis 


ВОИ 


sé 
1 « 
CAN 
1 


4 
mr. 


Po И af + 
FH 


Е. 
‘о <’... . 
>. ie a 7 


» 


A 


fe 


te 
a”, 


Je 


^ ` . 


- 


ут ae 


ot 
“Du > 


- 


ل 1 . .. te‏ 1 
2 ني ات 


PET 


one À ge لعل‎ abra 
Ae uf Bde wae want da 


ae 


, 


HYPERBOLOIDE. 339 


L’axe est toujours la ligne de plus grande pente. Pour trouver 
le sommet, nous remarquerons qu'il existe sur la surface une géné- 
ratrice bb, parallèle à aa,. Le plan passant par ces deux droites a 
pour trace sur le plan du cercle de gorge ab. Il coupe l’hyperbo- 
10106 suivant une deuxième génératrice tangente en © au cercle de 





Fig. 198. 


gorge, et dont le point de rencontre 人 avec aa est le sommet 
demandé. 

Les points 0, той XY coupe le cercle de gorge sont les points de 
contact de la courbe avec le contour apparent. Enfin la courbe 
passe aussi par les points de rencontre de XiYi avec la trace hori- 
zontale de l’hyperboloide. On a représenté la surface de l’hyper- 
boloïde au-dessous du plan sécant et au-dessus du plan hori- 
zontal. 


CHAPITRE VI 


I. — INTERSECTION D'UNE SURFACE ET D'UN POLYEDRE 


434. — On peut naturellement, pour résoudre cette question, 
chercher séparément les intersections de la surface avec toutes 
les faces du polyèdre et prendre ensuite les parties utiles de ces 


différentes courbes. 
Pour procéder plus rapidement, on peut aussi suivre la marche 


que nous allons indiquer. 

On commence avant tout par déterminer les points de rencontre 
de la surface avec toutes les arêtes du polyédre, ainsi que les deux 
tangentes en chacun de ces points. On a ainsi les extrémités des 
parties utiles des différentes courbes. On détermine ensuite les 
points sur les contours apparents de la surface. Ces quelques 
points suffisent dans bien des circonstances pour définir très 
exactement les parties utiles des courbes, ou au moinsils © 
donnent une première approximation. C'est seulement maintenant 
que l’on cherche des points courants, en faisant son possible pour 
en déterminer seulement dans les régions mal définies des 
courbes en question. Si de plus l'arc à tracer est un peu trop 
grand, on détermine en outre quelques tangentes intermédiaires, 
et c'est enfin dans le cas où la courbe est presque complete, 
comme une moitié d’ellipse, par exemple, que l’on détermine les 
éléments de la courbe. - 一 

432. — Exemple (Saint-Cyr, 1896). — Une sphère est 
tangente au plan horizontal au point 0， elle passe par le pointa 
qui a pour cote (12 millimètres), la longueur oa en projection 
horizontale vaut (96 millimètres). On considère le plan P mené 
par le pointo du plan horizontal, perpendiculairement au rayon 
de la sphère озо’а’, et le triangle équilatéral bcdb'c'd' inscril 
dans la section de la sphère par le plan P, en plaçant horizon- 
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talement le côté cd, de manière que sa cote soit inférieure à 
celle de b. Sur la perpendiculaire en bb au plan P, prendre un 
point SS de cote (240 millimètres). 

Représenter le solide commun à la sphère et au trièdre illi- 
mité sbcd (fig. 199). 
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Nous commençons, pour construire les données, par prendre 
comme ligne de terre oa. Le centre de la sphère oo’ est alors à 
l'intersection de la verticale o avec le plan perpendiculaire au 
milieu de la ligne de front 0607. 

On remarquera que, d'après la disposition des données : 


Voa® + aa” = \/96* + 72° = 120.‏ = نوم 
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Le triangle oaa’ étant semblable au triangle formé par 00’, вт 
et la perpendiculaire abaissée de o sur oa’, on en déduit: 


7 
ou 00 — 100.‏ انالك نا 

Le centre 00’ étant connu, on a figuré les deux contours appe 
rents de la sphère, ce sont les circonférences ayant pour centres 
o et o' et pour rayon 100. 

Le plan perpendiculaire à 0000' mené par le point o du plan 
horizontal est ici un plan de bout, défini par sa trace verticale و‎ 
perpendiculaire sur o’a’ menée par o. 

Le triangle équilatéral inscrit a pour premier sommet bb" sur 
le contour apparent vertical de la sphère. Les deux autres som- 
mets cc’, dd’ se projettent verticalement à une distance de о qui 
est le quart de ob”. 

Pour trouver leurs projections horizontales, on a coupé la 
sphère par le plan horizontal c’y', ce qui donne en projection 
horizontale la circonférence décrite de o comme centre avec 07 
pour rayon. 

La perpendiculaire au plan P menée par bb’ est une ligne de 
front passant par le point le plus haut de la sphère ее’; elle est 
coupée par le plan horizontal de cote (240) au point ss’. 

Maintenant que les données sont établies, déterminons les 
points de rencontre des arêtes du triédre avec la sphère. 

L’aréte sbs'b”, qui est dans le plan vertical, coupe la sphère aux 
deux points ее’, bb’. Les tangentes en ee’ sont les intersections 
des faces sbd, sbc avec le plan tangent en ee’ à la sphère. Ce 
dernier plan est horizontal, il rencontre scs’c’, sdsd' en kk’, ll’, et 
par suite ek, el sont les tangentes ene. 

De même, le plan tangent à la sphère еп bb' est de bout; il 
coupe les horizontales ek, el des deux faces sbc, sbd en aa’, £5' et, 
par suite, ba, bf sont les deux tangentes en b. 

Pour trouver ensuite les points sur l’arête scs’c’, nous avons 
fait un changement de plan horizontal, en prenant comme ligne 
de terre s'c' et en comptant les éloignements à partir du plan de 
front o. 

La section dans la sphère par le plan de bout s’c’ a pour pro- 
jection horizontale, dans le nouveau système, la circonférence 
décrite sur it, comme diamètre ; d’ailleurs, la nouvelle projection 
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horizontale de Гаг&е scs’c’ est s'c,, qui donne le point déjà 
connu c/c, et le nouveau point fif’, qui se projette horizontale- 
ment en f sur sc. 

51 l’on remarque que le plan de front 50 est un plan de symé- 
trie, la construction précédente nous permet de lrouver en même 
temps les points gg’, dd’ sur l’arète sds'd'. 

Le plan tangent en g à la sphère a pour trace, sur le plan de 
Véquateur, la polaire В du point g par rapport au contour appa- 
rent horizontal. Le plan scd a aussi pour trace sur le plan hori- 
zontal 0 la ligne de bout 6’; quant au plan 500, il est coupé par 
le plan horizontal 0' suivant une horizontale parallèle à 3 
menée par 6. 

Ces trois droites se rencontrent en + ett, d’où l’on déduit 
suivant gt et gt les deux tangentes еп д. 

Les tangentes en f coupent les précédentes sur Рахе de symé- 
trie ху. 

Le plan tangent à la sphère au point d a pour trace, sur le plan 
horizontal o”, la polaire T du point 4 par rapport à l’équateur ; 
elle coupe 37 au point 6, donc 0d est la tangente еп d à Pinter- 
section de la sphère par le plan sed. La symétrique de 0d par 
rapport à ху donnera la tangente en с. 

Enfin, la tangente en d à la section par le plan sbd est horizon- 
tale, comme nous le montrerons plus loin. 

Les points sur le contour apparent horizontal de la sphère 
s'obtiennent en coupant la sphère et le trièdre par le plan hori- 
zontal 0’. Les horizontales de, 56 ont déjà été considérées; elles 
donnent un seul point utile т pour la face sbd, et l’on en déduit 
un point symétrique également utile pour la face sbc. 

Le plan de bout s'c'd' coupe le contour apparent vertical de la 
sphère en hh’, ii’, qui sont les sommets utiles du petit axe de la 
projection horizontale. Les deux autres sommets sont sur la per- 
pendiculaire au milieu de ht, et à des distances de part el d'autre 
de hi égales à la moitié de h'i'. Ces points étant en dehors de la 
face scd ne serviront pas pour la partie utile de l'intersection. 

Déterminons enfin les éléments de la section par le plan sbe. 
Le centre ww’ est le pied de la perpendiculaire abaissée du centre 
de lasphére sur le plan sécant. Or, en joignant le point cc’ au 
point le plus bas de la sphére, la droite ainsi obtenue est aussi 
perpendiculaire sur le plan sbc, elle est donc parallèle à owo'w’, 
et, comme le point oo’ est le milieu du diamètre vertical de la 
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sphère, il en résulle que ww’ est aussi le milieu de ece'c”. Ce 
raisonnement nous montre que e et © sont les deux sommets du 
petit axe de la projection horizontale et nous prouvons ainsi, 
comme nous l’avions dit précédemment, que la tangente en coué 
est horizontale. Le grand axe est l’horizontale menée par o, sa 
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longueur étant mesurée par e'y', qu'on a obtenue en rendant 6 
de front. 

En résumé, les parties utiles des trois sections sont ghf, dic 
pour la face scd ; ge et dmb pour la face 304; et enfin les portions 
symétriques fe, bc des précédentes pour la face 35. 

Pour représenter le solide commun, on établit d’abord la 
ponctuation des intersections sur l’un des corps supposé solide, 
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seul et conservé tout entier. Par exemple, sur la sphère, tous les 
arcs de courbe sont vus, excepté dm et son symétrique. 

On conserve ensuite, avec sa ponctuation primitive, la surface 
de chaque corps contenue dans l’autre. Donc, la région du contour 
apparent de la sphère à droite des deux points de contact est 
conservée et vue, depuis т jusqu’à son symétrique. De même, les 
arêtes du trièdre sont conservées et vues dans les régions eb, gd, 
fe à l'intérieur de la sphère. Enfin, la partie dm de l'intersection 
et sa symétrique redeviennent vues comme contours apparents. 


11. — TAS DE SABLE. 


433. — Représenter un tas de sable (fig. 200) ayant pour face 
supérieure le rectangle ABCD (5), les faces latérales ont pour 
pente (2). Ce tas de sable est formé sur un plan incliné dont 
l'échelle de pente est Р. 

Les deux faces adjacentes ABA,Bi, BCC,B, étant également 
inclinées sur le plan horizontal, 
leur intersection BB, est la bis- ° 
sectrice de langle des deux hori- 
zontales AB et BC. П en est de 
méme pour les autres arétes laté- 
rales du tas de sable. 

Nous n'avons plus qu’à chercher 
les intersections des faces latérales 
avec le plan P. 

On a d’abord coté les quatre 
faces latérales en remarquant que 
leur module est 5 et en partant des 
horizontales AB (5), BC (5), CD 


(5), DA (5). pet 
Pour trouver, par exemple, l’in- 


tersection des deux plans P et Fig. 200. 
BB,CC,, on les a coupés par les plans horizontaux (5) et (4), ce 
qui donne la droite mn, dont la partie utile est ByC,. 

Connaissant les deux sommets Вь, C4, il suffit de trouver un 
point de chacune des intersections du plan P avec les faces 


АВВ. А, CDD,C,. Soit les deux points o et р obtenus à l’aide du 
plan (5). 
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On a donc joint pB, et o€,, qui donnent comme parties uliles 
A,B, et C1D4. Enfin il reste à joindre A, et Dy. 


Ш. 一 SAILLANT DE FORTIFICATION. 


434. — On appelle ainsi un angle de la ligne de défense avant 
son sommet vers l’extérieur de l’ouvrage. 

Soit ABCD (fig. 201) la créte intérieure ou ligne de fea. 
L’aréte BC est supposée horizontale et a pour cote (10,5), les points 
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Fig. 201. 


A et D ont pour сое (10). (Dans la pratique, les trois droites AB, 
BC, CD sont dans un méme plan, qu'on appelle le plan des crêtes.) 
Les plongées s'obtiennent en menant, par les trois lignes de 


， 1， 1 
feu, des plans inclinés en dehors et ayant pour pente & 
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L’horizontale du plan ABA,B, menée par А (10) est donc tan- 
gente à la circonférence décrite de B (10,5) comme centre, avec 
un rayon égal à la moitié du module, c’est-à-dire 3. 

On a effectué les mêmes opérations pour les deux autres plon- 
gées, et l’on en a déduit les intersections BB,, СС, de ces plans 
deux à deux. Les deux plongées sont alors limitées à deux plans 
verticaux parallèles aux crêtes et à 8 mètres des crêtes. Nous 
définissons ainsi les arêtes A,B,, C,D, et par suite B,C, qui, on le 
remarquera, n’est pas horizontale. Le polygone A,B:C,D, s'appelle 
la crète extérieure. 

On a ensuite soutenu les arêtes AB,, C.D, par des talus 2 
Par exemple, on a l'horizontale (9) du plan A,B:A:B;, en menant 
par le point M (9) de Paréte A,B, une tangente à la circonférence 
décrite du point 0 (9,5) comme centre, avec un rayon égal à la 
moitié du module, soit 0,5. 

Connaissant une horizontale de chacun de ces deux plans à 3 
on les a cotés et limités au plan horizontal 6. 

Enfin, on a soutenu l’arête B,C, à l'aide d'un plan déterminé 
par B,C, et le point (3) de l'intersection des deux plans А.В: А» Ва, 
C¿D,C,D.,. 

En appelant o ce point qui, d’ailleurs, est donné par l’inter- 
section des deux horizontales В (3), y (3), on a joint 0B,, oC,, се 
qui donne les intersections de ce dernier plan avec les deux ' 


plans á 3 


IV. 一 PLATE-FORME AVEC RAMPE. 


435. — La plate-forme est limitée à un rectangle ABCD, ayant 
pour cote (11) et pour dimensions 10 mètres de long sur T de 
large (fig. 202). L’axe de la rampe aboutit au milieu du petit 
côté CD et il est perpendiculaire sur CD. 

La largeur de la rampe est de 3 mètres, sa pente de os 

Le tout est établi sur un plan incliné dont Péchelle de pente 
est P. 


Tous les talus de déblai et de remblai sont a 1 





348 PLATE-FORME AVEC RAMPE. 


Le sommet А étant au-dessous du plan incliné, les talus abou- 
tissant aux trois arêtes AB et AD seront en déblai. 


Le talus ABA,B;, par exemple, doit avoir pour pente 1. nous 


pouvons donc le coter en partant de l’horizontale AB (11), Pin- 
tervalle étant égal à 1. 

L'intersection du plan ABA,B, avec le plan incliné a été 
obtenue en coupant ces deux plans successivement par les deux 
plans (12) et (15), ce qui donne les deux points т et п. 

On a, de même, construit l’intersection du talus ADA,D, avec 
le plan incliné, et Pon a trouvé A,D,. Comme vérification, AAj, 
intersection des deux talus, est la bissectrice de l'angle BAD. 





012345678 9 10 metres 


Fig. 202. 


La région Bw' de BC étant au-dessous du plan incliné, le talus 
correspondant sera encore en déblai. On s’est servi de la bissec- 
trice BB, pour trouver la trace de ce plan BBiw’ sur le plan 
incliné. 

Le talus qui soutient Cw’ est maintenant en remblai, son hori- 
zontale (10) rencontre l’horizontale (40) du plan incliné au point p 
que l’on a joint au point ,نه‎ de manière à former le plan Cw’(y. 

Enfin, les talus aboutissant à CD sont moitié en déblai, moitié 
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еп remblai, et leurs traces sur le plan incliné s’obtiennent en 
joignant Diwe，Ciw. 

Passons maintenant à la construction de la rampe ; sa pente 
étant = son module est égal à 5, ce qui permet de la coter à partir 
de l'horizontale CD (11). 

Les points a et g sont au-dessous du plan incliné, donc le talus 
correspondant est en déblai; on en a trouvé une horizontale, en 
menant par le point 4 (10) une tangente à la circonférence décrite 
de a comme centre avec un rayon égal a1. On a ainsi coté ce talus, 
dont on a construit l'intersection avec le sol, soit ar. La partie 
utile est limitée à gauche en a, sur Diw, ce qui donne l’arête a. 

La même opération a été faite de l’autre côté de la rampe; 
seulement de b en t, le talus est en remblai, et à partir de f il est 
en déblai. 


V. — TÉTRAËDRE RÉGULIER. 


436. — Construire un tétraèdre régulier, reposant par une 
face sur un plan dont l'échelle de pente est P. On a en a et b les 
projcclions de deux sommets de la base (fig. 203). 

On commence par rabattre le plan P sur le plan horizontal. 





Fig. 203. 


En particulier, le point m (6) de Paréte ab se rabat sur une per- 
pendiculaire à l’horizontale (0) et à une distance 


5 一 V6 十 12° = 13,4. 


ب ل ل  —————‏ ا بي TT‏ 
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Soit um: le rabattement de l’arête, on en déduit en ayb, les 
rabattements des deux sommets © et b. 

Actuellement, la base du tétraédre est, dans le plan horizontal, 
un triangle équilatéral يعيقيه‎ construit sur 44b, comme côté. 

Le quatrième sommet est rabattu en За, et sa cote 


H 一 aby /2 = 5,5 VE 一 4,41. 


Il reste à relever le tétraédre. On a d’abord relevé le sommet e, 
en с sur ay, et le centre de la base o, en o sur la médiane 63. Le 
centre de la base a pour cote (3,9); d’ailleurs la hauteur du 
tétraèdre étant perpendiculaire sur le- plan de ‘base, elle a un 
module inverse de celui du plan, ce qui permet de la coter. 

Enfin, il reste à porter sur cette droite une longueur égale à la 
hauteur du tétraèdre (4,47); à étant la différence de cotes entre les 
deux points 5 et 0, on doit avoir : | 


41% 
H=447=ay/ 14 ($), 


4=3,98. 


d’où Pon tire : 


La cote du point $ est donc 3,9 + 3,98 = (7,88). 


CHAPITRE VII 


HÉLICE. 


437. — Soit un cylindre de révolution à axe vertical (fig. 204). 
Développons ce cylindre sur le plan vertical, la Базе étant déve- 
loppée, par exemple, sur la ligne de terre. 

En prenant la longueur AiAs égale à la circonfégence de base, 
la surface comprise entre les deux verticales A,, As représente un 
premier développement de la surface latérale du cylindre. 

De Az à Аз, nous avons un deuxième développement de la 
même surface, etc. 

On sait que l’hélice se développe suivant une ligne droite. Soit 
donc 4,43 celte droite, Аза: étant la hauteur du pas. 

Proposons-nous de trouver un point quelconque de l’hélice, 
т: étant la position correspondante de ce point dans le dévelop- 
pement. 

Nous traçons la génératrice m,M, dans le développement et, 
en portant Parc АМ égal à A,M,, nous aurons suivant la verticale 
M la génératrice correspondante sur la surface du cylindre. 

L’angle AoM est d’ailleurs donné par la relation : 


360° 
(angle AoM) = A.M, 2 3 X OA. 


П ne reste plus qu’à porter sur la génératrice M la longueur 
M'm' égale à Mym,, et l’on aura en mm’ un point quelconque de 
Vhélice. 


438. 一 Tangente. — Les angles des tangentes avec les 
génératrices étant conservés dans le développement, on aura la 
tangente en mm’ à l’hélice, en menant par ce point dans le plan 
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tangent suivant MmM'm' une droile mtm't' faisant avec МтМ’т’ 
l’angle т. Ма. 
En appelant ft’ la trace horizontale de la tangente inconnue, 
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Fig. 204. 


les deux triangles rectangles ¿Mm('M'm' et a, Mim, seront égaux 
et, par suite, la trace t s’obtiendra en portant sur la tangente à la 
base la longueur Mt égale à М: А, ou à Parc MA. 
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Finalement, mim’t’ est la tangente cherchée. 
Le lieu du point £ est la développante de la base du cylindre. 


439. — Points remarquables. 一 Comme points remar- 
quables de la projection verticale de l’hélice, nous avons d’abord 
les points sur le contour apparent vertical du cylindre. Sur la 
génératrice À, ces points sont à des hauteurs au-dessus du plan 
horizontal égales à 0, une fois, deux fois, etc., la hauteur du pas. 

Sur la verticale B, les points de contact sont à des cotes égales 
à la hauteur du pas, multipliée successivement par : 


pits 2 十 3 etc。 


En ces deux groupes de points, la projection de l’hélice est tan- 
gente au contour apparent vertical du cylindre, 

Ensuite, sur les génératrices C et D, nous avons des points dont 
les cotes sont égales à la hauteur du pas, multipliée successive- 
ment par : 


11,4 1,2 4,3 
4 qty ¿to 4 To etc. 
En ces points, la tangente étant parallèle au plan vertical, sa 
projection verticale fait avec la génératrice l’angle maximum 


а1@зА.. Il en résulte que ces points particuliers sont des points 
d'inflexion de la projection verticale de la courbe. 
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CHAPITRE VIII 


|. — SURFACES TOPOGRAPHIQUES. 


440. 一 On appelle surface topographique toute surface 
telle que celle d'un terrain, c'est-à-dire toute surface n'ayant 
pas de définition géométrique. 


441. — Lignes de niveau. — Pour déterminer une 
surface topographique, on en cherche les lignes de niveau, c'est- 
à-dire les sections par des plans horizontaux équidistants, et l’on 
arrive à ce résultat sur le terrain à l’aide de l’opération du nivel- 
lement. 

La surface sera d’aulant mieux déterminée que les plans 
horizontaux contenant les lignes de uiveau seront plus rappro- 
chés. Comme nous l'avons déjà dit, on suppose ces plans équidis- 
tants les uns des autres, et la différence de cotes entre deux plans 
consécutifs s'appelle Péquidistance. Afin de pouvoir opérer sur 
les surfaces topographiques comme sur les surfaces géométriques, 
on convient de remplacer chaque zone comprise entre deux 
lignes de niveau successives par une surface engendrée par une 
droite rencontrant constamment les deux courbes et restant 
constamment normale à l’une d'elles. 

Cette substitution est admissible lorsque les lignes de niveau 
sont très rapprochées ; mais, dans le cas contraire ; il est nécessaire 
d'intercaler des lignes de niveau entre les lignes considérées. 


442. — Ligne de plus grande pente. — On appelle 
ainsi toute ligne tracée sur la surface et rencontrant normalement 
les lignes de niveau. On utilise quelquefois les lignes de plus 
grande pente, pour mieux représenter la surface; seulement on 
les dessine par fragments compris entre les lignes de niveau 
successives. Ces lignes de plus grande pente forment alors des 
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447. — Ligne de faite. — C'est la ligne de plus grande 
pente qui réunit deux sommets А, В, en passant par un col. 


448. — Ligne de thalweg. — C’est la ligne de plus 
grande pente partant d'un col pour aller vers un fond. 

En montant sur une ligne de faîte, les lignes de niveau que 
l'on rencontre présentent leur convexité à l’observateur. Au 
contraire, en montant sur une ligne de thalweg, les lignes de 
niveau que l’on rencontre tournent leur concavité vers l’obser- 
vateur, 


449. 一 Les régions du terrain dans le voisinage d'une ligne 
de faite forment une сгопре; au contraire, celles qui sont voisines 
d'un thalweg appartiennent à un bassin. 


If. — SECTION PLANE D'UNE SURFACE TOPOGRAPHIQUE. 


450. — Soit P i’échelle de pente du plan sécant (fig. 206); on 
marquera les points de rencontre des lignes de niveau de la 
surface avec les horizontales de méme cote du plan sécant, et 
l'on aura successivement en a, b, с, etc., des points de la section. 
Puis on joindra tous ces points par un trait continu. 





Fig. 206. 


Comme cas particulier, proposons-nous de trouver la coupe 
d’un terrain suivant XY (fig. 207), c’est-a-dire la section de la 
surface par le plan vertical XY. Cette intersection se projette 
horizontalement suivant fedcbaa,bic,d,, etc. On a projeté ensuite 


as 


358 LIGNE DE PENTE CONSTANTE. 
Soit A (fig. 208) le point de départ de la ligne que nous voulons 


tracer sur la surface, la pente élant 人 
Du point А (4) avec un rayon égal à l'inverse de la pente, nous 


ge 
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Fig. 208. 
décrivons un arc de cercle qui rencontre la ligne de niveau (5) 


aux points В, B,. La droite АВ а la pente demandée +. 


Opérons sur le point В comme nous l’avons fait sur A, et parmi 
les différentes solutions du problème, nous aurons successivement 
les éléments rectilignes AB, BC, CD, DE, etc., du chemin cherché. 

Enfin, en joignant tous les points ainsi obtenus par un trait 
continu, en supposant les lignes de niveau suffisamment гаррго- 
chées, on aura suivant ABCD, etc., la ligne demandée. 


EXERCICES 


THÉORIQUES ET NUMÉRIQUES 


1. — Construire une horizontale de grandeur donnée s'appuyant 
sur deux droites quelconques. 


2. — Trouver la plus petite horizontale s’appuyant sur deux droites. 


3. — Par une droite mener un plan dont les distances à deux points 
. soient entre elles comme т et n. 


&. 一 Par un point 0 mener un plan dont les distances à trois points 
soient entre elles comme т, м, р. 


5:— Trouver un plan dont les distances à quatre points soient entre 
elles comme m, п, р, 4. 


6. 一 Mener par un point une droite sappuyant sur deux droites 
données. 


7. — Mener une parallèle à une droite donnée et s'appuyant sur 
deux droites données. 


8. — Construire l’une des parallèles à un plan s'appuyant sur deux 
droites données. 


9. 一 Construire l’une des droites s'appuyant sur trois droites 
données. 


10. — Construire un tétraèdre dont les arêtes passent respectivement 
par six points donnés. Nombre des solutions. 


11. — Mener par quatre points respectivement quatre plans рага]- 
léles entre eux et équidistants, ou dont les distances soient entre elles 
dans des rapports donnés. 


12. — Abaisser d'un point une perpendiculaire sur un plan paral- 
lèle à la ligne de terre, sans changement de plan ni rotation. 

(On se servira de ce que cette droite est contenue dans tous les plans 
perpendiculaires aux différentes droites du plan donné et menées par 
e point.) 
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13. — Mener par un point un plan perpendiculaire sur une droite de 
profil, sans changement de plan ni rotation. (On remarquera que ce 
plan contient toutes les perpendiculaires menées par le point au plan 
passant par la droite donnée.) 


14. — Construire un trièdre trirectangle, connaissant les projections 
horizontales des trois arêtes et la cote du sommet. Condition de 
possibilité, - 

15. 一 Étant donné un prisme droit à base rectangle par sa projec- 
tion horizontale et la cote de l’un de ses sommets, trouver les cotes 
des autres sommets. 


16. — Perpendiculaire commune à une horizontale et à une droite 
quelconque. 


17. — Mener par un point une droite faisant avec le plan horizon- 
tal un angle connu, connaissant d’ailleurs la projection horizontale de 
la droite. 


18. — Trouver les plans bissecteurs d'un angle. 
19. — Angle d’une droite quelconque et d’une horizontale. 


20. — Angle de deux droites ayant leurs projections horizontales 
confondues. 


21. — Plans bissecteurs d’un dièdre. 
22. 一 Mener par un point dans un plan n rayons faisant entre eux 


des angles égaux a 。 
23. — Angle d'un plan quelconque et d'un plan vertical. 


24. — Construire un prisme régulier ou une pyramide réguliére, 
connaissant l’axe et une aréte. 


25. — Section droite d'un prisme oblique, grandeur de la section. 

26. — Developper sur un plan la surface latérale d'un prisme ou 
d'une pyramide. 

27. — Plus court chemin d'un point á un autre sur la surface d'un 
polyèdre, en passant sur des arêtes déterminées à l’avance. Autrement 
dit, forme d'un fil tendu entre deux points sur la surface d’un polyèdre. 

28. — Méme probléme dans le cas d'un prisme ou d'une pyramide, 
le fil pouvant faire plusieurs fois le tour du solide. 

29. — Construire un cube, connaissant la longueur de l’arête et trois 
points par lesquels passent trois arêtes issues du même sommet. 


30. — Mener par un point de l’espace une droite ou un plan faisant 
des angles connus avec deux plans donnés ou avec deux droites 


données. 
31. 一 Rotation d'une figure donnée autour d'un axe quelconque. 
32. — Faire tourner un tétraèdre pesant autour de l’une de ses 


arêtes de façon à l’amener dans une position d’équilibre stable. 
Méme question pour un prisme. 
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33. 一 Mener par un point m une droite В faisant avec А un angle 
donné et tel que ja plus courte distance entre А et В soit de grandeur 
connue. 


34. 一 Construire une droite s’appuyant sur deux droites données et 
faisant avec chacune d’elleg un angle connu. 


35. — Trouver la grandeur de la projettion d'un angle, connaissant 
cet angle et les distances zénithales de chacun de ses côtés. (Réduction 
de l'angle à l'horizon.) 


36. 一 Étant donnés deux surfaces $, Si éclairées par une même 
source lumineuse, с l’ombre propre de $, I l'intersection de $ et ريك‎ 
т le point de rencontre de с et de 1, montrer que l’ombre portée par 
S sur 5: part de m tangentiellement à la courbe I. 


37. — Étant donnés deux surfaces $, ба, éclairées par une même 
source lumineuse, يت‎ l’ombre propre de Si d l'ombre portée par 5 sur 
Si, m le point de rencontre, montrer que la tangente au point de perte 
т à l'ombre portée d est le rayon lumineux passant par ce point. 


38. — Coustruire une sphère à des distances données de quatre 
points donnés. (Nombre des solutions.) 


| æ 
39. — Plan tangent à une sphère faisant avec deux plans ou avec 
deux droites des angles connus. 


40. — Sphère de rayon connu tangente à trois sphères données 
(pile de boulets triangulaire). | 


41. — Lieu du second point de rencontre d'un cône de révolution 
avec les normales à ce cône aux différents points d’une section plane. 


42. — On donne dans le plan horizontal deux droites qui se coupent. 
Par chacune de ces droites on mène un plan. Trouver le lieu de 
Pintersection de ces deux plans, en les supposant rectangulaires. 


43. — Étant donné un triangle par ses trois sommets cotés, trouver 
le centre de gravité de ce triangle, le centre du cercle inscrit, du 
cercle circonserit, le point de rencontre des trois hauteurs, le point 
d’où l’on voit les trois côtés sous des angles égaux. 


44. — Étant donné un tétraèdre par ses quatre sommets cotés, 
construire un point intérieur tel que les quatre tétraèdres ayant pour 
sommet ce point et pour bases les quatre faces du tétraèdre soient 


équivalents. 

45. — Trouver la plus courte distance des deux projections d’une 
droite. 

46. 一 Construire un tétraèdre régulier, connaissant le centre et une 
aréte. 

47, — Construire un cube connaissant le centre et une aréte. 


48. — Construire un octaédre régulier, connaissant le centre et 
une aréte. 
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49. — On donne un plan défini par un point Е et une droite D. 
Trouver l'intersection de la parabole ayant pour foyer F et pour direc- 
trice D avec une droite du plan définie par sa projection horizontale A. 


50. 一 Construire un tétraèdre régulier, connaissant deux sommets 
А, В, sachant que le centre ou un troisième sommet se trouve dans un 
plan P. 


51. 一 Construire un cube, connaissant deux sommets А, В, sachant 
que 16 centre ou un nouveau sommet se trouve dans un plan P. 


52. — Construire un octaèdre régulier, connaissant deux sommets 
А, В, sachant que le centre ou un nouveau sommet se trouve dans un 
plan P. . 


53. 一 Mener par un point parallèlement à un plan une droite dont la 
longueur comprise entre le point primitif et un plan donné soit connue. 


54. — On donne un cylindre de révolution par trois points de sa 
section droite; mener à ce cylindre un plan tangent parallèle à une 
droite donnée horizontale. 


55. 一 Mener par un point un plan coupant un cône ع0‎ 0 
suivant une conique de grandeur connue. 


56. — Mener par trois points une sphère tangente au plan horizontal. 
57. — Mener par trois points une sphère tangente à une horizontale. 


58. — Construire une sphère tangente à deux droites, les points 
de contact étant connus. 


59. — Trouver sur une droite les points d'où Гоп voit un segment 
de droite sous un angle droit. 


60. — Mener par une droite un plan coupant un cône de révolution 
suivant une parabole. 


61. — Mener par une droite un plan coupant un cône à base 
circulaire suivant une hyperbole équilatère en projection. 


62. 一 Mener par une droite un plan coupant un cône à base 
circulaire suivant une hyperbole équilatère dans l’espace. 


63. — Construire une normale à un cône ou à un cylindre 
coupant une droite donnée sous un angle connu. 


64. — Mener par une droite un plan coupant une surface gauche de 
révolution suivant une parabole. 


65. — Mener par une droite un plan coupant une surface gauche de 
révolution suivant une hyperbole équilatère dans l’espace. 


66. 一 Trouver les cotes des points d’une verticale d'où l'on voit un 
segment de droite horizontale sous un angle connu. 


67. — On donne un tétraèdre régulier Sabc reposant par la face abc 
sur le plan horizontal ab — 20 centimètres. On fait tourner le sommet 
S autour de ab de 5 degrés, puis autour de bc de 10 degrés, enfin autour 
de ca de 15 degrés. 
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Représenter le système formé par le tétraèdre supposé solide et par 
les trois triangles opaques S,ab, Sybc, Saca. 

Figurer ensuite sur le tétraèdre son intersection avec le plan des 
trois points Si, Se, Ss. 


68. — On donne un point o projeté au centre de la feuille et ayant 
pour cote 15 centimétres. Mener par ce point une droite A de pente > 
La droite A est l'axe d'un prisme hexagonal régulier dont la section 
droite a 4 centimètres de côté. Deux faces a, d du prisme font avec le 
plan horizontal un angle de 45 degrés. 

Ce prisme est limité à deux plans perpendiculaires à l’axe à 2 centi- 
mètres de part et d'autre du point 0, de telle sorte que les faces 
a, b,c, d,e, f latérales du prisme ainsi limité sont des carrés. 

Sur les trois faces а, с, e on construit des cubes. 

Représenter le système formé par le prisme et les trois cubes 
supposés solides et de même substance. Lignes de niveau. 


69. 一 En prenant comme origine le centre de la” feuille, pour axe 
des 2 le petit axe de la feuille et pour axe des y le grand axe, on 
donne les points : 


tulo 


т= 0 
x 一 -一 6 
x= 10 
æ— 10 
r= 6 
XL = 0 
с = 0 


|| || || | || || || 
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z étant la cole des différents points. 

Construire : 1° le triangle équilatéral ayant pour centre 0 et pour 
aréte fa droite ab; 

2° Le carré ayant pour centre 0 et pour aréte la droite са; 

3° Le pentagone régulier ayant toujours pour centre o et pour aréte 
la droite ef. 

Représenter le système de ces trois polygones supposés opaques. 
Lignes de niveau. 


70. — On donne les points : 


a 2 一 4 y—12 z= 0 
b r=8 y= 2 z—10 
o £=0 y= 0 2-0 


Construire un octaèdre régulier ayant pour centre 0 et pour 
aréte ab. 

Représenter le systéme des trois carrés diagonaux. Lignes de 
niveau. Éclairer ce système à l'aide de rayons lumineux horizontaux 
parallèles à la direction oa. 


71. 一 On donne un prisme triangulaire régulier ayant son axe 
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horizontal 2 — 0, ع ع‎ 6. Une aréte de ce prisme est l’horizontale 


2 一 一 4 和 2 一 2. 

On donne ensuite une pyramide ayant pour base dans le plan hori- 
zontal un hexagone régulier ayant pour centre 0) —— 2, у = 4et 
pour sommet x = — 10, y = 4. 


Le sommet de la pyramide est le point $, x = 6, y = 10, z = 20. 
Représenter la partie solide de la pyramide extérieure au prisme. 


72. — On donne un tétraèdre régulier ayant pour centre le point о, 
r= 0 
y= 0 
z = 20 


et pour aréte la droite ab, 
а == 4 y=1l4 z= 0 
b 2 一 一 2 一 6 z—10 
On fait tourner ce tétraèdre autour de l'horizontale x = 0, z = 20 
d’un angle droit. 
Solide commun aux deux tétraèdres. Lignes de niveau. 


73. — On donne les trois points : 
o = 0 z—0 2-2 
а 7 一 一 6 8 一 2 2z=0 
b 2 一 2 y = 12 z=10 


Construire un cube et un tétraèdre régulier ayant pour centre commun 
le point o et pour aréte commune la droite ab. 

Représenter le systéme des deux corps solides et de méme substance. 
Lignes de niveau. 


74. — On donne les points : 


а == 0 y— 0 7 一 4 
Qi t= 0 4 一 0 $ — 
$ == 6 y=14 5—0 


y=12 2z=‏ 4=—10 ود 
Construire: premièrement la pyramide pentagonale régulière ayant‏ 
pour sommet 5, pour axe Sa, et reposant par une face sur le plan hori-‏ 
zontal ;‏ 
Deuxièmement, la pyramide hexagonale régulière ayant pour sommet‏ 
S', pour axe $104 et reposant par une face sur le plan horizontal.‏ 
Représenter la partie solide de la pyramide hexagonale extérieure à‏ 
la pyramide pentagonale. Lignes de niveau.‏ 
一 On donne les points:‏ .75 
о x— 0 y— 0 z—20‏ 
h 1=10 y—16 z= 0‏ 
Le point o est le centre, et oh est le petit axe d'un rectangle ayant‏ 
pour hauteur 2 centimètres et pour base 10 centimètres. Ce rectangle‏ 
tournant autour de son petit axe oh engendre un cylindre. Sur chacune‏ 


des bases de ce cylindre on élève un cône de révolution ayant 10 centi- 
mètres de hauteur. 
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Représenter le système formé par le cylindre et les deux cônes. 
Déterminer ensuite les ombres propres de ce système, en supposant les 
rayons lumineux parallèles à l'horizontale х 一 0. 


76. 一 On donne une sphère 5 ayant pour centre x ح‎ 0,y — 0, z 一 6 
et pour rayon 6, puis les deux horizontales А, у = 0, ع‎ = 0, 
В, z=0,z=12. 

Mener par chacune des deux droites А et В deux plans coupant la 
sphère suivant des circonférences ayant 4,8 de rayon. 

Représenter la partie solide du tétraèdre formé par les quatre plans 
extérieure à la sphère. Lignes de niveau. 


77. — On donne trois sphères reposant sur le plan horizontal ayant 
pour centres : 


а 2 一 一 2 y= 10 3 =5 
6 x——6 y = 8 2 —=4 
с z= 8 y—— $ = 


4 


On considère le plan tangent commun à ces trois sphères et placé 
au-dessus de ces trois sphères. 

Par les trois points de contact, on fait passer une circonférence qui 
sert de base à un cylindre de révolution ayant 4 centimètres de hau- 
teur et reposant sur les trois sphères. 

Représenter le système du cylindre et des trois sphères. Lignes de 
niveau. 


78. — On donne uue sphère tangente au plan horizontal, ayant 
pour centre le point 0, x —0, y =0,2 = 8,et un point m,z —4,y —4, 
appartenant à la sphère. (On prendra le point le plus élevé.) 

Par le point m on mène une droite A, x = 4 tangente à la sphère, 
c'est une aréte d'un prisme pentagonal régulier, dont Paxe parallèle à 
A, == 1 est contenu dans le plan OA. 

Représenter la partie solide de ja sphère extérieure au prisme. 
Lignes de niveau. 


79. — On donne un carré ayant pour centre le point 0, х = 0, 
y ح‎ 0, 2 =10 et pour sommet le point a, х —0,y—0,z—0. Ce carré en 
tournant autour de la verticale о engendre un double cône de révolution. 

Intersection de ce double cône avec un prisme dont la base dans le 
plan 5 — 10 est un triangle équilatéral ayant pour centre رهس‎ 
x =—2,y— — 6,z= 10 et pour sommeta,z——4,y سح‎ 19, A= 10. 

L’axe de ce prisme passe par le point ريه‎ х = — 2,y — 4,z = 18. 

Représenter la partie solide du double céne extérieure au prisme. 
Lignes de niveau. 


80. — On donne les points S,æ — 0, y — 10, z=0,a,r=—0, 
y — 一 10, z =0. 

Dans le plan vertical Sa, on construit sur Sa un triangle équilatéral 
que Pon fait tourner autour de la hauteur issue de S de facon á engen- 
drer un cône de révolution limité à son sommet et à sa base. 

On considère ensuile un prisme droit à base carrée ayant pour 6 
dans le plan horizontal la droite х = 0 et dont l’axe passe par le centre 
de la base du cône. 


366 EXERCICES. 


Représenter la partie solide du cóne limité extérieure au prisme. 
Lignes de niveau. 

81. — Un tronc de cóne de révolution repose par sa grande base sur 
le plan horizontal. 

Cette base a pour centre a, х = 0, y = — 6 et pour rayon 10 centi- 
métres. 

Le centre 5 de la base supérieure se projette horizontalement en a, 
cette base a pour rayon 6 centimétres. 

On creuse dans ce tronc de cóne un hémisphére ayant pour centre 
b et pour rayon 5. 

Un considére ensuile un rectangle opaque ayant pour cótés 4 centi- 
mètres et 16 centimètres; deux sommets inférieurs sont sur l’hémi- 
sphère en & = — 3, у = — 4,5 = — 3, y ——8. 

Les deux grands côtés reposant sur l'ouverture de l’hémisphère à 
droite. Déterminer toutes les ombres produites par ce système, en 
supposant que l'ombre du point b se trouve еп В, х —=0, у = 12,3 = 0. 


82. — Un cube a pour centrele point 2 =0, y = 0, z = 1%, une 
diagonale est verticale, le sommet inférieur étant dans le plan horizontal. 
Les arêtes de ce cube tournant autour de la diagonale verticale 
engendrent un solide composé d'un hyperboloide et de deux cônes 


de révolution. 
Représenter la partie de ce solide au-dessus d’un plan mené par le 


centre du cube et de pente 5 


83. — Un tétraédre régulier SABU repose par la face ABC sur le 
plan horizontal. Le sommet $ a pour coordonnées x = 0, y= 0 et le 
sommet А, x = 0, у = 12. 

Représenter la partie solide de се tétraèdre extérieure à la sphère qui 
a pour centre le milieu de ВС et pour rayon la plus courte distance 
entre les deux arêtes opposées SA, BC. 

84. — Un hyperboloïde de révolution a pour centre le point 
م‎ - 0, y —0,z— 10 centimètres, son axe est vertical, le rayon du 
cercle de gorge est de 4 centimètres. 

Cet hyperboloide est limité au plan 5 = 0 et au plan z = 18 centi- 
mètres. 

On considère deux génératrices parallèles entre elles et à la direction 
x = 0, ce sont deux arêtes opposées d'un prisme hexagonal régulier. 

Représenter la partie solide de l’hyperboloïde extérieure au prisme. 


85. — On donne deux sphères ayant pour centre commun 
0, x= 0, у = 0, z = 8, et pour rayons respectivement 6 centimètres, 
8 centimètres. 

On donne ensuite dans le plan horizontal le point A, æ =0,y = 12. 
La droite oh est Paxe d'un prisme triangulaire régulier dont une 
arête placée dans le plan vertical oh au-dessus de oh est tangente à la 
petite sphère. 

Représenter le solide compris entre les deux sphères et à l’intérieur 
du prisme. 
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